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Parte |

Sucesiones de Lucas (recurrencia lineal)
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Un ejercicio similar al ejercicio 21 de la practica 2

Enunciado

Hallar una férmula para el término general de las sucesién (a,)nen, definida a
continuacién y probar su validez.

dp = 12, ay = 31

ant2 =Dbapy1 —6a,, n>1

En la seccién 2.5.3 del apunte se presenta un método general para encontrar
formulas explicitas para el término general de una sucesién definida por medio de
una recurrencia lineal. Este método generaliza el ejemplo que vimos antes de la
sucesién de Fibonacci.
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Un método general

Idea del método: le asociamos a la recurrencia
ant2 = bapy1 —6a, & apio —Hapy1 +6a,=0

la ecuacién cuadritica
P(X)=X*>-5X+6=0

Entonces si r y 7 son las raices de P las sucesiones b, = r", ¢, = 7" van a
satisfacer la misma recurrencia

bn+2 - 5bn+]_ + 6bn = O

Cn+2 —bCpy1 +6c, =0
y entonces
To= " BT
con «, 3 dados también.
Y42 — 5Vny1 + 67, =0

Ahora podemos elegir «, 8 de modo que 9 = ag, 71 = a1 y probar por induccién
que a, = vy, para todo n € Ny.
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En nuestro ejemplo

En nuestro ejemplo las raices son r =2 y ¥ = 3 pues
P(X)=X?—-5X+6=(X—2)(X~-3)
Entonces la solucién sera de la forma

ap=a-2"+p3-3"

Las condiciones iniciales

dap = 57 a; = 31
dan origen a las ecuaciones
a+p = 12
2a+35 = 31

Luegoa=by g =".
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.Y si hay raices multiples?

Hallar una férmula explicita para...

ap = 12, ) = 31

ant2 =6ap41 —9a,, n>1

En este caso el polinomio asociado seria
P(X) = x* —6x +9 = (x — 3)?

que tiene una raiz maltiple r =¥ = 3. En este caso, la solucién hay que buscarla
en la forma

an=a-r"+p3-n-r"!

En nuestro ejemplo,
a,=a-3"+(-n3""1
Y usando las condiciones iniciales
{a-30+,6’-0~3_1 =« =12

031 +61.3  =3a+p =31 O 12F=5
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Parte |l

Inclusiones y exclusiones

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Ejercicios Algebra | - Segundo cuatrimestre de 2020



Un ejercicio de la practica 3

En la clase anterior, vimos que si Ay B son dos conjuntos finitos

#(AU B) = #(A) + #(B) — #(AN B)

Ejercicio 3 de la practica 3

Dados subconjuntos finitos A, B, C de un conjunto referencial V , calcular
#(AU B U C) en términos de los cardinales de A, B, C y sus intersecciones.
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Solucién del ejercicio

Como
AUBUC=(AUB)UC

Entonces usando el caso de 2 conjuntos
#AUBUC)=#(AUB)UC)=#(AUB)+#(C) —#((AuB)Nn C)

Pero usando la propiedad distributiva esto es
(AUB)NC=(AnC)u(BNC)
y entonces de nuevo por el caso de 2 conjuntos
#(AUB)NC)=#(ANCO)+#(BNC)—#(ANBNC)

ya que
(ANC)N(BNC)=ANBNC

Sustituyendo encontramos que

#(AUBUC) = #(A)+#(B)+#(C)—#(AmB)—#(AmC)—#(BmC)+#(AmBr14)
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Generalizacién para n conjuntos

Teorema (Férmula de inclusiones y exclusiones)

Sean Ay, Ay, ... A, conjuntos finitos. Entonces
H(ALUA U UA) = 3 (~1)<+ {Z #(ALNA,N...N A,-k)}
k=1

donde para cada k, la segunda suma recorre las (Z) formas de elegir k conjuntos

entre los (A;).
" (n
(-
k=1

términos en total en la suma del segundo miembro.

Observacién: Hay entonces

La demostracién se hace por induccién en n.
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