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Parte |

Formalizando algunas cosas que sabemos

desde la escuela primaria
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i Como reconocer que dos conjuntos tienen la misma
cantidad de elementos?

Definicién
Decimos que dos conjuntos A y B son coordinables si existe una funcién biyectiva
f: A— B. Notacién: A~ B.

Ejemplo: A= {1,2,3} y B = {a, b, c} son coordinables por medio de la funcién
f()=a fRQ)=byf(3)=c.
Notamos que ~ es una relacién de equivalencia entre los conjuntos.

o Es reflexiva: pues Idg : A — A es biyectiva. Luego A ~ A.

@ Es simétrica porque si A~ B = existe f : A — B es biyectiva. Pero
entonces f ! : B — A también lo es. Luego B ~ A.

@ Es transitiva: Porque si A~ By B ~ C entonces existen f : A— By
g : B — C biyectivas. Pero entonces go f : A— C es biyectiva [ ya que
(gof) t=Ff1og '] Luego A~ C.
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Contando la cantidad de elementos de un conjunto

Notamos por #(A) el cardinal o cantidad de elementos de un conjunto A.
Formalmente esto podria definirse como sigue:

Definicion

Para cada n € Ny, consideramos la seccién incial de los niimeros naturales

=0, L,={1,2,3,....n}={meN:m<n}

Decimos que un conjunto A es finito si es coordinable con alguna seccién inicial de
los ndmeros naturales I,. En este caso decimos que A tiene n elementos y
escribimos

#(A)=n

Notamos que ) es finito y #(0) = 0.
En caso contrario, decimos que A es infinito.

o Esta definicién es correcta porque I, ~ I, < n=m.
@ Si A~ By A es finito, entonces B es finito y #(A) = #(B)
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Cosas que uno aprende en la escuela primaria

Teorema (Nimero de elementos en una unién de conjuntos)
Si A y B son finitos, AU B es finito y

#(AU B) = #(A) + #(B) — #(AN B)
En particular si A y B son disjuntos (AN B = (),
#(AU B) = #(A) + #(B)

Ejemplo: A={1,3,4,5}, B=1{5,6,7}, AUB={1,3,4,5,6,7}, AN B = {5}
entonces #(A) = 4,#(B) =3, #(AUB) =7#(ANB) = 1.

Teorema (Nimero de elementos en una diferencia de conjuntos)
Si B es finito y A C B, entonces A es finito y #(A) < #(B).

#(B — A) = #(B) — #(A)
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Cosas que uno aprende en la escuela primaria(2)

Teorema (Nimero de elementos de un producto cartesiano,
proposicion 3.1.4 del apunte)

Si Ay B son finitos, A x B es finito y

#(A x B) = #(A) - #(B)

En particular si

A"=Ax Ax..xA(nveces) ={(a1,a,...,a,): a; € A}

entonces

#(A") = #(A)"

Ejemplo : A= {1,2,3}, B = {a, b}, #(A) = 2, #(B) = 3

A X B = {(17 a)? (1’ b)’ (27 a)? (2’ b)’ (37 a)7 (33 C)}? #(A X B) = 6
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Parte 1l

Usando estas ideas para contar algunos

objetos matematicos
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i Cuantas funciones hay de A en B?

Teorema (Cantidad total de funcione entre dos conjuntos)

Si Ay B son finitos,

#{funcionesf : A — B} = #(B)#(A)

Demostracion: Sean n = #(A), m = #(B) y escribamos
A={a,a,...,a,}
A cada funcién f : A — B le podemos asociar la n-upla de elementos de B

(f(a1),f(a2),...,f(an))

y reciprocamente cada una de estas n-Gplas determina una funcién de A en B. Es
una correspondencia biyectiva. Es decir que el conjunto que estamos tratando de
contar es coordinable con B". En consecuencia, tiene m" elementos.
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i Cuantas partes tiene un conjunto?

Teorema (Cantidad total de funcione entre dos conjuntos)

Dado un conjunto A, consideramos su conjunto de partes
P(A)={B:BC A}.
Entonces si A es finito, P(A) es finito y

#(P(A) = 24

Demostracién: Sea n = #(A) y escribamos

A={a,a,...,a,}

Consideremos T = {V/, F} un conjunto de 2 elementos. A cada subconjunto
B C A le podemos asignar la la n-upla de elementos de T

_JV si aeB
(tl,tz,...,t,,)dadaportk{ F si a¢B

Entonces hay una biyeccién entre P(A) y 7" con lo que #P(A) = #(T)" = 2".
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Parte Il

Permutaciones
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Permutaciones de 3 elementos

iDe cuantas formas podemos ordenar 3 personas a = Aldo, b = Blanca,
¢ = Carlos en una fila?

# Permutaciones de 3 elementos {a,b,c} =3 x2x1=31=6
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Otra manera de pensar las permutaciones de 3 elementos

Notemos que cada manera de ordenar las personas como b, ¢, a puede pensarse
como una funcién biyectiva del conjunto 3 = {1,2,3} en {a, b, c} (que dice qué
persona pusimos en cada lugar de la fila)

fl)=»b
f2)=c
f(3)=a

Luego 3! también es el nimero de funciones biyectivas de un conjunto de 3
elementos en otro de 3 elementos.

Notamos que esta cantidad de funciones no depende de la naturaleza de los
objetos que estemos considerando.
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Permutaciones en general

Definiciéon

Sea n € Ny. El nimero de permutaciones P, de n objetos es el nimero de
funciones biyectivas f : A— B cuando A y B son dos conjuntos cualesquiera con
n elementos. Por ejemplo, podemos tomar A= B o incluso A= B = |,.

Teorema
SineN,

| \

n
Po=n=1-2-3---n=]]k
k=1

v

Por ejemplo, jde cuidntas maneras pueden ser ordenadas 5 personas en el orden de
mérito de un concurso? (suponiendo que nadie queda afuera del concurso)
Rta: 5! = 120.

Notar que si n=0, A= B =y hay una dnica funcién f : ) — 0 (la funcién
vacia). Entonces Py = 1 por lo que la definicién 0!=1 hace que el teorema sea
cierto también en este caso.
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Parte |V

Variaciones
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Una variacion del problema anterior

Supongamos ahora que tenemos 4 personas en un concurso a = Aldo,
b = Blanca, ¢ = Carlos d = Diana y tenemos que elegir una terna donde importa
el orden en que los ponemos. jDe cudntas formas diferentes podemos hacerlo?

Esto se conoce como el ndmero de variaciones (sin repeticién) de un conjunto de
4 elementos tomandos en tuplas de 3 elementos

Vi =4.3.2=24
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Otra manera de pensar las variaciones

Notemos que cada posible terna de personas como b, ¢, a puede pensarse ahora
como una funcién inyectiva del conjunto I3 = {1,2,3} en {a, b, ¢, d} (que dice
qué persona pusimos en cada lugar de la fila)

f(1) = b
f2)=c
f3)=a
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Variaciones en general

En general, el nimero de variaciones V| cuenta de cudntas maneras podemos

elegir k objetos de un conjunto de n objetos donde importa en qué orden los
tomamos (aqui k < n).

Formalmente, esto puede expresarse diciendo que V| es el niimero de funciones
inyectivas f : A — B donde A tiene k elementos y B tiene n elementos. [ver
proposicién 3.2.2 del apunte].

Generalizando el razonamiento anterior vemos que esta dado por:

V,f:n-(n—1)-(n—2)---(n—k+1):H(n—j—i—l)
También podemos escribirlo como
v — n-(n—=1)-(n-2)...(n—k+1)(n—k)(n—k—-1)---1  nl
k = (n—k)-(n—k—1)---1 ~ (n—k)!
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Parte V

Combinaciones
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.Y si no tenemos en cuenta el orden?

Volvamos al problema anterior, donde teniamos cuatro personas a, b, c,d y
queriamos escoger una terna. Pero supongamos que ahora no importa el orden en
que las elegimos. ; Cuantas elecciones posibles tenemos?

Una manera de pensarlo es la siguiente: En el conjunto de ternas que obtuvimos
antes, definimos una relacién de equivalencia diciendo que dos ternas son
equivlentes si una se obtiene de la otra permutando los elementos, Sabemos que
esta relacién va a partir el conjunto de ternas en clases de equivalencia. Por
ejemplo la clase de equivalencia de la terna a, b, ¢ estd formada por las ternas

a,b,c a,c,b b,a,c b,c,a c,b,a c,a,b

Cualquiera de ellas representa la misma eleccién de pesonas si no se tiene en
cuenta el orden. Notemos que cada clase tiene 3! = 6 elementos.
Como hay 24 ternas, y cada clase de equivalencia tiene 6 ternas tendremos en total

4 v 24
ch— _ V3 _ _
3_(3>_3! G =4
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Combinaciones - Niimeros combinatorios

En general, podemos considerar el nimero de combinaciones C]! = (Z) que cuenta
cuantas elecciones podemos hacer de k elementos a partir de un conjunto de n
elementos sin tener en cuenta el orden. O expresado en otras palabras: jcudntos
subconjuntos de k elementos podemos obtener a partir de uno de n?.

n

P(A)={BCA:#(B) =k} = <k

) = #Py(A) con n = #(A)
Generalizando el razonamiento anterior, se ve que:

[Férmula de la proposicion 3.2.2 del apunte, aunque alli se prueba de otra forma.]

También se lo conoce como niimero combinatorio.
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Recurrencias para los niimeros combinatorios

Definicién recursiva de los nimeros combinatorios
n _ n .
o/ \n/
n n—1 n—1
= <k<n-—
()= (o)~ (%) 1swsn-

En el apunte se prueba esto a partir de la interpretacién combinatoria de (})
[proposicién 3.3.3] y se deduce entonces la férmula

(%) = 7w

por induccién [teorema 3.3.4]. También se puede seguir el camino inverso: deducir
primero esta férmula de la interpretacién combinatoria (como hicimos) y a partir
de ella la recurrencia haciendo cuentitas.
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El Triangulo de Pascal




El Triangulo de Pascal (2)
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Nimeros combinatorios complementarios

Nimeros combinatorios complementarios

(0)-(,2) o=

Hay dos maneras de pensarla:

@ Interpretacién combinatoria: Hay tantos subconjuntos de n — k elementos en
uno de n elementos, como suboconjuntos de k elementos.
Si A tiene n elementos, y B C A, entonces B tiene k elementos si y sélo si
A — B tiene n — k. Esto establece una biyecccién entre Px(A) y Pn_«(A)

@ También es inmediata a partir de la féormula
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Suma de todos los combinatorios para un n fijo

Suma de todos los combinatorios para un n fijo

50

k=0

@ Interpretaciéon combinatoria: La suma cuenta cuandos subconjuntos se
pueden formar con un conjunto de n elementos ya que

P(A) = U Pk(A) unién disjunta
k=0

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Combinatoria Algebra | - Primer cuatrimestre de 2020



Parte VI

Un ejemplo de desigualdad por induccién
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Un ejercicio de final (que me tomaron a m)

Probar que para todo n € N,

Veamos qué recurrencia satiface:

R(n+1)]"  [2n42)]'  [2n)]Y(2n +1)(2n + 2)

P D2 [(nr D) [nl(n+ 1)]2
_(@n)! (2n+1)(2n+2) _ a (2n+1)(2n+2)
—(nt)? (n+1)2 7 (n+1)?
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Un ejercicio de final (2)

Como en las clases anteriores, llamamos P(n) a la afirmacién del enunciado
2" < a, < 4"

@ caso base: Probamos P(1). Sin=1, a; = (f) =221=2<a <4 =4y
@ observacién clave para el paso inductivo: Sea
. (2n+1)(2n+2)  4n*46n+2

" (n+1)2 om42n+1

de modo que apy1 = a, - b,. Afirmo que

2< b, <4
En efecto,
2< b, & 2(n+2n+1)<4n* +6n+2
s0<2n42nv

Similarmente

b, <4< 4(n* +2n+1) < 4n® +6n+2
&2n+2>0V
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Un ejercicio de final (3)

e Paso inductivo : P(n) = P(n+1)
Por hipétesis inductiva
2" < g, < 4"

y probamos que
2< b, <4

Se deduce que
21.2 < a,- b, < 4-4"

pero
ant1 = an- bn

por la recurrencia que encontramos. Luego
2n+1 S ant1 S 4n+1

que es P(n+1).

Por el principio de induccién matematica, P(n) es verdadera para todo n € N.

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Combinatoria Algebra | - Primer cuatrimestre de 2020

29/29



	Formalizando algunas cosas que sabemos desde la escuela primaria
	Usando estas ideas para contar algunos objetos matemáticos
	Permutaciones
	Variaciones
	Combinaciones
	Un ejemplo de desigualdad por inducción

