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Uniones e intersecciones de familias finitas de conjuntos

En la clase anterior estudiamos las operaciones booleanas con conjuntos. En
particular la unién e interseccion.

Como vimos, estas operaciones son conmutativas y asociativas. Por lo tanto al unir
o intersecar una familia finita de conjuntos C = {A1, Az, ..., An}, o sea al calcular

UA:A1UA2U...UA,,
AeC

ﬂA:AlﬂAgﬂ...ﬂAn
AeC

no importa en qué orden hagamos la operacién.
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Uniones e intersecciones de familias arbitrarias de

conjuntos

Sin embargo, muchas veces necesitamos considerar uniones o intersecciones de
familias de conjuntos que pueden ser infinitas. En ese caso, las operaciones de
unién e interseccion se definen como sigue:

Definicién

Sea C una familia de conjuntos (dentro de un universal U) entonces

JA={xcu:3aec:xc A}
AeC

mAZ{XGUZVAGCZXGA}
AeC

Como vemos, estas operaciones estan asociadas a los cuantificadores existencial y
universal.
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Un ejemplo

En U = N consideramos la familia de intervalos C = {lx}«ez dada por
lk=lk,k+1)={xeR:k<x< k+1}
entonces

Uk=R, [ k=0

IkEZ IkeZ
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Muchas de las propiedades que vimos la clase pasada, contintian siendo validas
para uniones e intersecciones de familias arbitrarias de conjuntos

(UA)OB:U(AOB) <ﬂA>uB:ﬂ(AuB)

AeC AeC AeC AeC

v

wyor (o) -ue

AeC AeC AeC AeC
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Parte 1l

Relaciones
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Recordamos: Pares ordenados y producto cartesiano

Si a, b son dos elementos notamos por (a, b) el par odenado formado por ellos.
La propiedad clave de los pares ordenados es:

(a,b)=(c,d)ysa=cAb=d

De modo que por ejemplo (1,2) # (2,1).

Dados dos conjuntos A y B definimos su producto cartesiano por
AxB={(a,b):ac ANb€e B}
Ejemplo: si A= {1,2,3} y B = {c, d} entonces

Ax B={(1,¢),(2¢),(3,¢),(1,d),(2,d),(3,d)}

Si Ay B son finitos, tenemos que:

#(Ax B) = #(A) - #(B)
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Recordamos: Relaciones

Una relacion R de A en B es por definicién un subconjunto del producto
cartesiano A x B.

Usualmente escribimos a R b en lugar de (a,b) €R. Y a R b en lugar de
(a, b) ¢R. Cuando A = B decimos que R es una relacién en A.

Ejemplo:

En el conjunto A = {1,2,3,4} consideramos la relacién < (ser menor que).
Podemos pensarla como un conjunto de pares ordenados:

R={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4).(3,4)}

La relacién < (ser menor o igual que) corresponde a al conjunto de pares
ordenados:

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)}

Mientras que la igualdad esta representada por:

R= {(1, 1)’ (2’ 2)’ (3’ 3)’ (47 4)}
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Recordamos: Tipos de Relaciones

Sea R una relacién en un conjunto A
@ R esreflexivasiVx € A: x R x

@ R es simétrica si
Vx,y€A:xRy=yRx

@ R es antisimétrica si

VX, y EAXRYAx#y=yRx
@ R es transitiva si

Vx,y,Zz€E A xRyANyRz=xRz

@ R es una relacién de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

@ R es una relacién de orden (parcial, en sentido amplio) si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Referencia: definiciones 1.2.3 y 1.2.4 del apunte de la profesora Kirck.

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Conjuntos, Relaciones y Funciones Algebra | - clase 4- Segundo cuatrimestre de 2020



Un ejemplo

En A = R, definimos una relacién

aRb&sa—beZ

Probar que es una relacion de equivalencia.

@ Propiedad reflexiva: Para todo a € R, a R a.
aRas®a—-a=0cZ v
@ Propiedad simétrica: Para todo a,b € R, a R b= bR a.
aRb=a—-becZ=—(a—b)=b—acZ=bRa Vv

@ Propiedad transitiva: Para todo a,b,c € R, a RbAbR c=aRv.

aRbAbRc=a—-becZAb—-—ccZ
=(a—-b)+(b—c)€Z=a—-c€Z =aRc V
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Clases de equivalencia

Definicién (clase de equivalencia, 1.2.5 en el apunte)

Cuando tenemos una relacion de equivalencia R en un conjunto A, definimos la
clase X de un elemento x € A como el subconjunto de A formado por todos los
elementos relacionados con x.

x={yeA:yRx}

En el ejemplo anterior:
0={yeR:y—-0cZec}="7
y en general si x € R,
Xx={yeR:y—xecZe}l={yecR:FkeZy=k+x}=x+17Z
Ej:six=1/2=0,5,
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Ejercicio que resolvimos en la clase anterior

Ejercicio 25-Practica 1

Sea A= {a, b,c,d, e, f}. Dada la relacién de equivalencia en A,

R = {(a7 a)’ (b’ b)7 (C7 C)? (d7 d)? (e? e)? (f7 f)? (a’ b)’ (b7 a)?
(a, ), (f,a), (b, ), (f, b),(c,e), (e, )}

hallar la clase @ de a, la clase b de b, la clase € de ¢, la clase d de d y la particién
asociada a R.

vy
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Representacion como grafo dirigido

@ Un nodo o vértice por cada elemento del conjunto.
@ Los unimos con una arista o flecha cuando los elementos estan relacionados.

Cuando la relacién es de equivalencia, el grafo se parte en varios grafos completos.

El grafico lo hice con el programa SageMath

G:DiGraph({llall . [Ilall , Ilbll , llfll] , llbll . [llall , llbll s llfll] s llfll . [llall s IIbll s Ilfll] s
I|C|l : [llCII , llell] , llell : [IICII , llell] , lldll . [lldll] })

plot(G)
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Particiones

Sea A un conjunto no vacio y P C P(A) una familia de sub-conjuntos de A.
Decimos que P es una paticién de A si se cumplen las siguientes propiedades:

@ Cada conjunto en la familia P es no vacio.

@ Los conjuntos de la famila P son disjuntos dos a dos
VCl,CgeP: C17£C2=>C10C2:®

@ La union de todos los conjuntos de la familia P da A

Jc=4

CepP

Ejemplo: Si A= {1,2,3,4,5,6},
P = {{1}’{273}7{4»576}}
Py = {{172}7 {374’5}7 {6}}

son particiones de A
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Relaciones de equivalencia y particiones

Teorema (proposicién 1.2.8 en el apunte)

@ Sea R una relacién en un conjunto no vacio A. Si R es una relacion de
equivalencia en un conjunto A sus clases de equivalencia forman una
particién de A.

@ Reciprocamente, P es una particion de A y definimos una relacion en A,
xRy<dCeP:x,yeC

[o sea dos elementos estan relacionados si pertenecen al mismo subconjunto
en la particién] entonces R resulta una relacion de equivalencia, y P es la
particién determinada por sus clases de equivalencia.
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Parte Il|

Funciones
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Existe un anico

Si P(x) es una funcién proposicional notamos por
Ix : P(x)
a “existe un dnico x que cumple P(x)"
Alx: P(x) & [3x: P(X)]A[Vx,y : P(x)AP(y) = x=y]
Esta afirmacién tiene dos partes:

e Existencia: Ix : P(x)
e Unicidad: Vx,y : P(x)AP(y) = x=y

Ejemplo: Para todo ndmero real x mayor igual que cero, existe una unica raiz
cuadrada y mayor o igual que cero:

Vx€R:x>03lyeR:y>’=xAy >0
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Funciones

Las funciones son un tipo especial de relaciones.

Dados dos conjuntos Ay B, una funcién f de A en B es una relacién de A en B
con la propiedad de que para cada x € A exista un Unico y € B tal que (a,b) € f.
Vxe Adly: (x,y) ef
A se llama el dominio de la funcién f y B su codominio.

Notacién usual: f(a) = b

Ejemplo: como mencionamos en la transparencia anterior para cada x > 0 real,
existe un tnico y > 0 real tal que y? = x. Esto define la funcién raiz cuadrada. Y
usualmente escribimos

Notamos que una propiedad fundamental de las funciones es que preservan las
igualdades. Si f es una funcién,

x=y = f(x) = f(y)
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Representaciones de las funciones en diagramas de Venn

A={1,2,3}
B={a,b,c}

f=1{(1a),(2,b),(3,0)}
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Tablas de valores y graficos cartesianos

Consideramos f : R — R dada por f(x) = x?

=f(x)

w N X
© D R<
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Las funciones en la computadora

Muchos lenguajes de programacién permiten definir funciones. Ejemplos en
Python 3:

>>> def f(x):
return x*Xx

>>> £(2)

4

>>> £(3)
9

La diferencia es que en Python 3 las funciones pueden tener efectos colaterales:

>>> def g(x):
print("hola")
return x*x

>>> g(2)

hola

4
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Ilgualdad de funciones

Dos funciones f, g : A — B se consideran iguales si toman los mismos valores
f=g&VxeA:f(x)="1f(y)
Ejemplo: consideramos f, g : R — R dadas por
f(x) = x?

g(x) = |x[?

Como f(x) = g(x) para todo x € R, f = g (es decir: las consideramos la misma
funcién).
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Composicion de funciones

Definicién

Sif:A— Byg: B — C son funciones, definimos la funcién compuesta

fog:A— C por
(g o F)(x) = &(f(x))

@ Al componer funciones es conveniente usar letras distintas. Ejemplo:
Sean f, g : R — R dadas por

f(x) = cos x

gly)=y

Entonces
(g F)(x) = g(f(x)) = (cosx)?

@ Notamos que en este ejemplo

(fog)ly) = f(gly)) = cos(y?)

Por lo que en general la composicién de funciones no es conmutativa.
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Composiciéon de funciones en la computadora

. Cémo calculariamos h = g o f en Python 37

>>> from math import cos
>>> def f(x):
return cos(x)

>>> def g(y):
return y**2

>>> def h(x):

return g(£f(x))
>>> h(0)
1.0

Vemos como pequefios programas (funciones) se pueden componer para tener
programas (funciones) mas complejos.
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La funcién identidad y las funciones constantes

@ Si A es cualquier conjunto, la funcién identidad en A se define por
la:A—= A lda(x)=x x€A
Notamos que si f : A — B es cualquier funcién
foldg=Idgof ="

@ Si Ay B son dos conjuntos, para cada b € B podemos considerar una
funcién constante
Ch:A—A Cp(x)=b x€A

Notamos que si f : A — B es cualquier funcién
Cbof:C/;n fOCa:Cf(a) aGA,bEB

[ en la segunda identidad consideramos C, : A — A |
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Imagen de una funcién - Funciones sobreyectivas

Sif: A— B es una funcién, la imagen de f se define como el conjunto de
elementos del codominio B que estan relacionados con algtin elemento del
dominio A

Im(f)={y € B:3x € Atal quey = f(x)}

Cuando Im(f) = B decimos que la funcién f es sobreyectiva o suyectiva.

o Si f: R — R est4 dada por f(x) = x?

Im(f)=Rso={y € R:y >0} =[0,+00)

No es suryectiva.
e g:R — R dada por g(x) = x3. Im(g) = R = es suryectiva.
e h:Rso — Rsq dada por h(x) = x%. Im(g) = R>o = es suryectiva.

Notemos que f y h son funciones diferentes pues su dominio y codominio lo_son.
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Funciones inyectivas

Definicion
Decimos que f : A — B es inyectiva si elementos diferentes van a parar por f a
elementos diferentes
Vx1,% € A x1 # x = f(x1) # f(x)
o lo que es equivalente

Vxi,x € A: f(x1) = f(x) = x1 = x

Si f es a la vez inyectiva y sobreyectiva, decimos que f es biyectiva o que es una
biyeccion

@ Si f: R — R estd dada por f(x) = x2 NO es inyectiva pues
f(2) = f(-2) = 4.

e g: R — R dada por g(x) = x3. Im(g) = R = es inyectiva.Como era
suyectiva = es biyectiva.

e k:R>g — R dada por h(x) = x? es inyectiva pero no suryectiva.
—1 ¢ Im(k). No es biyectiva.
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Funcién Inversa

Definicion
Sif: A — B es biyectiva, podemos definir la funcién inversa f—1: B — A por
f~1(y) = el dnico x € A tal que y = f(x)

Existe por ser f sobreyectiva, y es tinico por ser f inyectiva. Esta caracterizada por
las propiedades:
flof=ldafof ! =ldg

e g:R — R dada por g(x) = x> es biyectiva. Luego g~ *(y) = /y esté bien
definida.

e k:R>g — Rxq dada por h(x) = x? es biyectiva. Luego h™!(y) = \/y esta
bien definida.
o s:[-75,5] — [~1,1] dada por s(x) = sin x es biyectiva. Esto permite definir

su inversa, la funcién arco seno. arcsin : [-1,1] = [-7, 7]
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