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Formas de definir un conjunto

@ Por extension: enumerando sus elementos.
Ej:
A=1{2,4,6,8,10}

@ Por compresién: mediante una propiedad (funcién proposicional) que describe
cuales son sus elementos

A={neN:1<n<10Anes par}

Aqui N ={1,2,3,4,...} denota el conjunto de los nimeros naturales.
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Conjuntos finitos e infinitos

Notemos que la enumeracién por extensidn sélo resulta precisa si el conjunto es
finito es decir si puede enumerarse sus elementos en una lista que termina en
algiin momento:

A={a,a,...,a,}
Si los a; son todos distintos, A tendrd n elementos. Decimos que el cardinal de A

es n. #(A) = n.
Técnicamente: si puede establecerse una biyecccion entre el conjunto y una
seccion inicial I, = {1,2,...,n} de los nimeros naturales.

N por otra parte es un ejemplo de un conjunto infinito (que no se puede enumerar
en una lista que termina). Muchos conjuntos que usamos en matemética son
infinitos:

Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} ndmeros enteros}
Q= {% ca,b € Z,b+# 0} nimeros racionales}

R = ndmeros reales C = {a+ bi: a,b € R} nimeros complejos

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Conjuntos y Relaciones Algebra | - clase 2 - Segundo cuatrimestre de 2020



Inclusién y pertenencia

@ Si x es un elemento del conjunto A, decimos que x pertenece a A y escribimos
x €A
Si x no perteneces a A escribimos x & A.
Ejemplos: 4 € N, -3¢ N,v2 e R,vV2 ¢ Q

@ Si Ay B son dos conjuntos decimos que A esté incluido en B y lo escribimos
A C B si todo elemento de A es también un elemento de B
ACB& |Vx:xe A= x € B
Ejemplos: {1,2,3,4} CN,NCZCQCRCC

Vemos que la nocién de igualdad entre los conjuntos esta asociada a la
implicacién légica.

Cuando A C B decimos también que A es un subconjunto de B.
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Distinguiendo inclusiéon de pertenencia

Con frecuencia, los conjuntos pueden ser a su vez elementos de otros conjuntos.
En ese caso, es importante distinguir inclusién de pertenencia, ya que son
nociones diferentes.

Ejemplo:
A={1,{2}}

Entonces 1 € A mientras que 2 ¢ A.
Por otra parte, {1} C A mientras que {2} £ A.
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lgualdad de conjuntos

Dos conjuntos A y B se consideran iguales si tienen los mismos elementos (sin
importar su orden).
A=B& |Vx:xe As x e B

Otra manera de expresarlo es por medio de la inclusién

A=B&ACBABCA

Ejemplo: A= {1,2,3} y B ={2,1,3} son iguales (son el mismo conjunto).
Ejemplo 22 A= {x€R: x> <4}y B={x € R: -2 < x < 2} son iguales pues si
X es un numero real

X<hs D<x<?2

Asi vemos que la nocién de igualdad entre los conjuntos estd asociada a la
equivalencia légica.

Notamos que hay un (nico conjunto sin elementos, el conjunto vacio. Lo notamos

0=1{}.
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Operaciones Booleanas con los conjuntos

Como vimos en la clase anterior, es posible definir varias operaciones con los
conjuntos a partir de los conectivos légicos. Dados dos conjuntos Ay B

@ Unién: (asociada al l6gico no excluyente)

AUB={x:x€ AVvxe B}

Interseccién: (asociada al y légico)

ANB={x:x€ AAx € B}

Complemento: (asociada al no 16gico)
ANB={x:xg A} ={x:~(xe€ A}

Diferencia:

A-B={x:xc AANx¢gB}=ANnB"

Diferencia simétrica: (asociada al 16gico excluyente)

AAB={x:xcAVx¢gB}=(AUB)—(ANB)=(A—B)U(B - A)
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Diagramas de Venn. Ej, (AN C)U (BN ()
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Conjunto de partes de un conjunto

Si A es un conjunto, notamos como P(A) al conjunto de partes de A formado por
todos los subconjuntos de A

P(A)={B:BCA}
Ejemplo: si A ={1,2,3},

P(A) = {®7 {1}’ {2}7 {3}’ {1’2}? {273}7 {1’3}7 {1’ 2’3}}

@ Notemos que siempre ) € P(A) y A € P(A).
@ Si A es finito y #(A) = n, entonces #(P(A)) = 2".
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Un ejercicio

Si Ay B son dos conjuntos,

P(ANB)=P(A)NP(B)

Para probar una igualdad entre conjuntos, hay que probar dos inclusiones.
Empecemos pues probando que

P(ANB) CP(A)NP(B)

SeaCeP(ANB)=CCANB=CCAACCB
Esto es porque si C C AN B,

xeC=>xcANB=xcAAxeB

Pero entonces, C € P(A) y C € P(B).Es decir que C € P(A) N'P(B).
Como lo probamos para cualquier C € P(AN B) probamos la inclusién deseada.
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Un ejercicio (la otra inclusién)

Ahora queremos probar la otra inclusién
P(A)NP(B) CP(ANB)

Sea C € P(A)NP(B), entonces C € P(A)y C € P(B) porloque CC Ay
CCB.
Entonces C C AN B.
Esto es porque
xeC=xcAAxeB=xcANB

Deducimos que
CeP(ANnB)

Y de nuevo, como eso lo hicimos para cualquier P(A) NP(B), hemos probado la
otra inclusién.

Como probados las dos inclusiones, hemos demostrado la igualdad pedida.
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Una variante....

Si Ay B son dos conjuntos, jserd verdad que?

P(AUB) =P(A)UP(B)
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Pensando la variante

SiCCcPAUB)=CCAUC.
Pero esto en general no va a implicar que C C Ao C C B. (o sea que
C e P(A)UP(B)).
Por lo que la inclusién
P(AUB) CP(A)UP(B)
es falsa en general.
Para verlo, debemos dar un contragjemplo. Tomamos:

C={1,2},A={1,3},B={2,4}
Entonces
CCAUB={1,2,3,4}
pero CZAyAZB.
Bastanta ver que una de las inclusiones no se verifica, para que la igualdad
propuesta no sea cierta.

Esto ocurre aiin si la otra inclusién se verificara como ocurre en este caso. Pueden
comprobar que si es cierto en general que

P(A)UP(B) C P(AU B)
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Repensando lo que acabamos de hacer

Otra forma de pensar lo que acabamos de hacer es la siguiente:
La negacién de la afirmacién

VA, B : P(AUB) = P(A) UP(B)

” 3A,B: P(AU B) # P(A) UP(B)

Por eso para ver que es falsa, basta exhbir un contrajemplo como acabamos de
hacer.
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Pares ordenados y producto cartesiano

Si a, b son dos elementos notamos por (a, b) el par odenado formado por ellos.
La propiedad clave de los pares ordenados es:

(a,b)=(c,d)ysa=cAb=d

De modo que por ejemplo (1,2) # (2,1).

Dados dos conjuntos A y B definimos su producto cartesiano por
AxB={(a,b):ac ANb€e B}
Ejemplo: si A= {1,2,3} y B = {c, d} entonces

Ax B={(1,¢),(2¢),(3,¢),(1,d),(2,d),(3,d)}

Si Ay B son finitos, tenemos que:

#(Ax B) = #(A) - #(B)
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Relaciones

Una relacion R de A en B es por definicién un subconjunto del producto
cartesiano A x B.

Usualmente escribimos a R b en lugar de (a,b) €R. Y a R b en lugar de
(a, b) €R. Cuando A = B decimos que R es una relacién en A.

Ejemplo:

En el conjunto A = {1,2,3,4} consideramos la relacién < (ser menor que).
Podemos pensarla como un conjunto de pares ordenados:

R=1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}

La relacién < (ser menor o igual que) corresponde a al conjunto de pares
ordenados:

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4, 4)}

Mientras que la igualdad esta representada por:

R= {(L 1)) (27 2)7 (37 3)7 (47 4)}
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Tipos de Relaciones

Sea R una relacién en un conjunto A
@ R es reflexiva si Vx € A : xRx

@ R es simétrica si
Vx,y € A: xRy = yRx

@ R es antisimétrica si
Vx,y EA: xRy Ax#y=yRx

@ R es transitiva si
Vx,y,z € A: xRy A\ yRz = xRz

R es una relacién de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

@ R es una relacién de orden (parcial, en sentido amplio) si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Referencia: definiciones 1.2.3 y 1.2.4 del apunte de la profesora Kirck.
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Algunos ejemplos: Igualdad y orden usuales

@ La relacién de igualdad en cualquier conjunto es de equivalencia.

@ La relacién < en el conjunto R de los reales (o cualquier subconjunto de él)
es una relacién de orden.

@ jEn cambio < no lo seria de acuerdo a la definicién anterior pues no es

reflexival
A veces se consideran relaciones de oden estricto, verifcan

e propiedad antireflexiva
Vx e A:x R x.
e propiedad asimétrica
Vx,y€EA: xRy=yRx.
e propiedad transitiva,

Vx,y,z € A: xRy A yRz = xRz

< es una relacién de orden estricto en R. Pero nosotros NO usaremos esta
terminologia.
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Ordenes parciales y totales

@ La relacién de divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales N
alb&3dc:b=a-c

es una relacién de orden.

Notemos que en esta relacién existen elementos que no son comparables por
ejemplo 4 f6 y también 6 J4.

Por eso, muchas veces se llama a las relaciones de 6den de acuerdo a la
definicién anterior relaciones de orden parcial.

En cambio, una relacién de orden R en un conjunto A se dice total (o lineal)
si
Vx,y € A: xRy V yRx

La relacién < en los reales verifica esta propiedad. Pero la divisibilidad en los
naturales no.
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Otro ejemplo: la inclusién de conjuntos

La inclusién (en el conjunto de partes de un conjunto dado) es una relacién de
orden (parcial) El diagramma de Hasse de la inclusién en P({x,y, z}) es

Este ejemplo nos muestra un modo (til de representar las relaciones por medio de
un grafo dirigido. Fuente del grafico: articulo Partially ordered set en Wikipedia,
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Un ejemplo de relacién de equivalencia

Mas adelante estudiaremos la relacién de congruencia entre los enteros con
respecto a un médulo dado d € N.

a=b (médd)<db—a

Es una relacién de equivalencia en el conjunto de los enteros.

Una relacién de equivalencia determina una particiéon de su dominio en clases de
equivalencia [teorema 1.2.6 del apunte].

Por ejemplo, consideramos d = 4. Hay cuatro clases de equivalencia médulo 4 que

son

Co=1{...,—16,-8,-4,0,4,8,12,16,....}
G={.,-15-7,-3,1,5,9,13,17,....}
G=1{..,-14,-6,-2,2,6,10,14,18,....}

CG=1{.,-13,-5-1,3,7,11,15,19, ...}
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i Porqué son utiles las relaciones de equivalencia?

Las relaciones de equivalencia se usan frecuentemente en matematica para
construir conceptos abstractos.

Consideremos por ejemplo la construccién de los niimeros racionales a partir de
los niimeros enteros.

Esta construccién funciona asi: Se define una relacién de equivalencia en el
conjunto de fracciones

a
5 on a,beZ,b#0
especificando que
2. & ad = bc
b d
[ Estas fracciones pueden pensarse como otra forma de escribir el par ordenado

(a, )]

Cada clase de equivalencia es un nimero racional.
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i Como se probaria que ~ es efectivamente una relaciéon de

equivalencia?

@ Propiedad reflexiva: Veamos que
a a
b b
esto por definiciéon significa que ab = ba lo cual es cierto.
@ Propiedad simétrica: Tenemos que ver que

a _c_¢c.2
b d d b
Pero por definicién, la hipétesis significa que
ad = bc
y la tesis que
cb = da

Entonces se demuestra asi
ad = bc = bc =ad = cb = da

usando la propiedad simétrica de la igualdad y la propiedad conmutativa del
producto en los enteros.
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i Como se probaria que ~ es efectivamente una relaciéon de

equivalencia? (2)

Nos falta ver la propiedad transitiva. Tenemos que ver que

La hipétesis significa que
ad = bc A cf = de

mientras que la tesis dice que
af = be

La cuenta seria asi. Multiplicando las igualdades
ad = bc A cf = de = (ad)(cf) = (bc)(de)
Usando las propiedades de la multiplicacién en Z esto es
(af)(cd) = (be)(cd)

Sabemos que f # 0. Si ¢ # 0, cd # 0 podemos cancelarlo y obtenemos la
conclusién buscada.
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i Como se probaria que ~ es efectivamente una relaciéon de

equivalencia? (3)

Nos queda el caso en que ¢ = 0. En este caso la hipdtesis se reduce a
ad =0A0=de
Como sabemos que d # 0, concluimos que
a=0Ne=0

Pero entonce la tesis
af = be

se cumple trivialmente (es 0 = 0).

Esto completa la prueba de la propiedad transitiva.

Y por lo tanto hemos probado que ~ es efectivamente una relacién de
equivalencia.

Referencia: https://www.math.wustl.edu/~freiwald/310rationals.pdf
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