Una prueba elemental del teorema de Lazer-Leach

Consideremos el problema de encontrar soluciones 27-periodicas de la ecuacién
u () +mPu(t) + g(u(t)) = p(t) (1)
con m € N, g: R — R continua y acotada con limites en infinito:

+ = i

g(Fo0) := lim g(u)

y p € C(R,R) una funcién 2m-periédica. El teorema de Lazer-Leach da una
condicién necesaria (que es también suficiente en el caso de que g(u) se encuentre
estrictamente entre g(—oo) y g(400) para todo ) en términos de los m-ésimos
coeficientes de Fourier de p. Mds concretamente, si definimos

2 2m
Ay = / p(t) cos(mt) dt B, = / p(t) sin(mt) dt,
0 0
se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 0.1 Supongamos que

VAR, + B, < 2|g(+00) — g(—00)|.
Entonces la ecuacion (1) tiene al menos una solucidon 2w-periddica

En otras palabras, el teorema nos dice que si los limites de g en +00 son dis-
tintos y la proyeccién de p al subespacio de L2(0,27) generado por las funciones
sin(mt) y cos(mt) es suficientemente chica, entonces el problema tiene solucién.
Vale la pena observar que dicho subespacio es precisamente el ntcleo del oper-
ador lineal Lu := u” + m2u: en tal sentido, el resultado es similar al teorema
de Landesman-Lazer para m = 0, que establece la existencia de soluciones del
problema u” + g(u) = p cuando el promedio de p se encuentra entre los limites
g(£00), es decir:

g(—o0) < P < g(+20)

g(+00) < p < g(—00).

Vale la pena notar que en este caso el ntcleo del operador es el conjunto
de constantes, y precisamente p es la proyeccién a dicho nucleo. La idea de
que la proyeccién sea “chica” se puede interpretar en este contexto suponiendo



que g(—o0) = —g(400) (esto siempre se puede hacer, sumando una constante
apropiada de los dos lados de la ecuacién).

Vamos a demostrar el teorema para m = 1; el caso general es andlogo y queda
como ejercicio. Supongamos en primer lugar que g es localmente Lipschitz y
planteemos el problema de valores iniciales en coordenadas polares

u”(t) +ul(t) + g(u(t)) = p(t)

u(0) =rcosf, u'(0)=rsind.

Empleando el método de variacién de pardmetros para la ecuacién u” +u = ¢,
se obtiene que

u(t) = (u(O) - /0 " o(s) sinsds) cost + (u’(O) + /0 "o(s) cossds) sint,

de modo que para u = u, g vale

u(t) =rcos(d —t) + /o [p(s) — g(u(s))]sin(t — s) ds.

En consecuencia, si (aprovechando las “bondades” de la notacién compleja)
consideramos la funcién

F(r,0) = (u'(27) — 4/(0)) + i(u(0) — u(2m))

resulta: )
U
F(r,0)= [ [p(s) — g(u(s))]e’ ds.
0
Usando la anterior férmula para u(t) y haciendo sustitucién, podemos escribir

F(r,0) = /0 ﬂ[p(s) — g(rcos(0 — s) + £(s))]e’ ds

27 2m
= / p(t)e' dt — e / g(rcost + &(t))e™ dt
0 0

en donde |£(t)| < ||plloo + |lglloc Para todo t. Calculemos ahora el limite cuando
r — +oo de la integral fozﬂ g(rcost + £(t))ett dt. Por periodicidad, podemos

pensarla como la suma de dos integrales, una en (-7, ) y otra en (3, 37’7) de

esta forma, usando convergencia mayorada se ve que

w/2 37/2

g(4o0)e™ dt + / g(—o0)e™ dt

2m
/ g(rcost + £(t))e' dt —
0 w/2

—m/2

= —2[g(+00) — g(—00)]

uniformemente en 6. En consecuencia,

F(r,6) = A; +iB1 + 2¢”[(g(+00) — g(—00)]



uniformemente en . Mirando ahora a F' como funcién de (z,y) = (rcosf, rsin6),
la hipétesis implica que el campo apunta hacia afuera en 9B,.(0,0) cuando r es
grande y entonces F' se anula en B,.(0,0). El caso general sale por aproxi-
macién: basta observar que si u es una solucién entonces la cuenta anterior da
una cota r para ||u/l que depende solo de ||g||oo ¥ ||P|loo; luego, podemos tomar
R > r suficientemente grande y una sucesién de funciones Lipschitz g,, — ¢ uni-
formemente en [—R, R] tales que extendidas a todo R cumplan la hipétesis de
Lazer-Leach. El resultado se deduce usando Arzela-Ascoli.



