Grado de Brouwer: aplicaciones

Teorema de Brouwer

. f: B — B continua tiene un punto fijo.
Demostracién: Sea h(x,\) = x — Af(z) para 0 < A < 1. Si h(z,\) =0
para x € OB, entonces x = Af(x) y 1 = |z| = Af(x)] < A. Luego
A =1y f(z) = x. En otras palabras, f tiene un punto fijo en 9B o,
en caso contrario, h no se anula para x € 9B y entonces deg(f, B,0) =
deg(Id, B,0) = 1.
O
. Si ¢ : B — R" es continua tal que ¢(x) - x > 0 para € OB entonces
deg(¢, B,0) = 1. En particular,
e ¢ se anula en B.
e No hay retracciones de B en 0B.
Demostracién: Basta definir la homotopia h(z,A) = Aé(z) + (1 — N)z.
Sixz € 0B, vale h(z,\) - > 0, y en particular h(z, \) # 0.
O

. Si F:[—1,1]" — R™ es continua tal que
Fj(*l‘) <0< FJ(J?)

para todo x € [—1,1]" tal que ; = 1, entonces F' se anula en (—1,1)".

Demostracién: Sea h(z,\) = AF(z) + (1 — MN)a. Si F(z) = 0 para
x € 0B, podemos suponer por ejemplo que z; = 1 y entonces Fj(z) > 0,
lo que es absurdo. O

Teorema de la bola peluda
. Sea f : B — R” continua con n impar. Entonces existen r € Ry « € OB
tales que f(x) = ra.

Demostracion: Si f se anula en 0B el resultado vale tomando r = 0. Si
f(z) # ra para todo r € R y todo & € B, definimos las homotopias

he(z,A) = Af(x) £ (1 — N)z.



Si hy(z,A) =0para X €[0,1] y z € OB, entonces A > 0y f(z) = +27 1w,
lo que es absurdo. Se deduce que

deg(f. B,0) = deg(£Id, B,0) = (£1)"

y como n es impar se llega nuevamente a un absurdo.

O

2. Consecuencia: Sin es impar, no existen campos tangentes continuos sobre
la esfera que no se anulen en ningun punto.
Demostracién: Si f: S""! — R" es continua tal que f(z) -z = 0 para
todo x, extendiéndola en forma continua a B se deduce que f(z) = ra
para algin r y luego 0 = f(z) -z =r. O

3 Teorema de Borsuk

Sea  un abierto acotado simétrico respecto de 0 tal que 0 € Q. Si f: Q — R"
es continua e impar con 0 ¢ f(99) entonces deg(f,2,0) es impar.

Demostracién: Dado ¢ > 0 tal que B:(0) C €, definimos V = Q\B.(0) y
@ : 0V — R" dada por

olz) = { flz) = €0

x |zl =e.

Por la variante del teorema de Tietze que se demuestra mas abajo (Lema 3.2),
podemos suponer que ¢ es una funcién impar continua definida en V' tal que
¢(x) # 0 si 2, = 0. Definimos ahora V* = {x € V : £x,, > 0}, entonces

deg(p,V,0) = deg(p,V*t,0) + deg(p,V—,0)

y como ¢ es impar se deduce que deg(¢,V™,0) = deg(p,V~,0): por ejemplo,
alcanza con aproximar ¢ en VT por una funcién 9 de clase C' y tomar z
valor regular de 1 suficientemente pequeno, entonces ¥~ (z) := —¢(—z) es una
aproximacién de ¢ en V— y tiene a —z como valor regular. Luego

deg(p,V=,0) =deg(p=, V™", —2z) = Y sgn(Jacy™ (z))
P (z)=—2

= Z sgn(Jacy(z)) = deg(v, VT, 2) = deg(p, VT,0).
W(w)=2

Extendiendo a ¢ como la identidad dentro de B.(0), resulta
deg(f.Q,0) = deg(,9,0) = deg(p, B-(0),0)+deg(, V,0) = 1+2deg(p, V", 0).

O



Otra demostracién: En primer lugar, observemos que se puede suponer que f
es de clase Ct y Jacf(0) # 0. En efecto, basta fijar € > 0 tal que deg(g,2,0) =
deg(f,,0) para toda g tal que ||g— f|lcc < €y luego considerar g(x) = h(x)+ 57
con 7 el radio de Q y h impar de clase C* tal que ||h — fllc <5y h=0en un
entorno de 0 (recordar que f(0) = 0). Si 0 es valor regular de f el resultado es
claro porque

deg(f,92,0) = sgn(Jacf(0))+ > sgn(Jacf(x)),
zef-1(0)\{0}

en donde la suma tiene un niimero par de sumandos. En caso contrario, pode-

mos “regularizar” al 0 de la siguiente manera: sea O := {z € Q : a1 # 0} y

consideremos y! un valor regular de la funcién g(z) := @) on Q. Definimos
1

entonces fl(z) := f(x) — 23y'. Tomando |y!| suficientemente pequeiio vale

deg(f1,9,0) = deg(f,9,0); por otra parte, si z € ; es un cero de f1 entonces
g(x) = yt y Dfl(z) = 23Dg(z), de donde se deduce que 0 es valor regular
! valor regular de wgil suficiente-
mente cercano al 0 y definimos f*+1(z) = f*(z) — xiﬂyk“. De esta forma,
deg(f,,0) = deg(f™,Q,0). Afirmamos que 0 es valor regular de f™ en Q. En
efecto, si f™(x) = 0, sabemos ya que Df(z) es inversible cuando = € Q,,. Si
x ¢ Qy,, entonces z, = 0y f*(x) = f* 1(x), Df*(z) = Df" *(z). Repitiendo
el procedimiento, si z # 0 deducimos que f"(x) = fi(z), Df"(x) = Df’(x) en
donde z; es la tltima coordenada no nula de z. Como z € ;, resulta D f7(z)
inversible. Finalmente, D f™(0) = Df(0), que es inversible.

de f' en Q. Inductivamente, tomamos y*+

O

Corolario 3.1 (Borsuk-Ulam) Si f : S™ — R" es continua, entonces existe x

tal que f(x) = f(—x).

Demostraciéon: Sea ¢(z) := f(x) — f(—z). Si ¢ no se anula, podemos exten-
derla a una funcién impar continua definida en B, la bola unitaria cerrada de
R+, Identificando R™ con R™ x {0} C R"*1 el teorema de Borsuk dice que
deg(p, B,0) es impar. Por otra parte, si y = (0,...,0,¢) con € > 0 suficiente-
mente pequeno, entonces y ¢ p(B) y resulta

deg(p, B,0) = deg(p, B,y) =0
lo que es absurdo. O

Lema 3.2 Sea V C R"™ un abierto acotado simétrico respecto al 0 tal que 0 ¢ V
y p: OV = R™\{0} continua e impar. Dado un hiperplano H que pasa por el
origen, existe una extension vy : V.— R™ continua e impar de ¢ tal que 1 (x) # 0
parax €V NH.

La demostracién queda como ejercicio. A modo de “sugerencia’, se puede
aplicar el siguiente resultado: si K C R™ es compacto y ¢ : K — R™\{0}



es continua, con m > n, entonces para cualquier C' C R"™ que contenga a
K existe una extensién continua ¢ : C — R™\{0}. Para ver esto, se puede
suponer directamente que C' es por ejemplo una bola cerrada centrada en 0. Si
r = mingck |¢(z)|, tomamos g : C — R™ de clase C* tal que |g(z) — ¢(z)| < %
para x € K. Por el lema de Sard, existe z ¢ I'm(g) tal que |z| < 7. Dada

2t
2 f<
U(t):{i t>

NSN3

definimos ¢(x) = %.

Claramente ¢(z) > %; ademds, si x € K entonces |g(x) — z| > [p(z)| —
lg(x) — o(x)] — |2| > 5. Por el teorema de Tietze, existe T : C' — R™ que
extiende a la funcién ¢ — ¢ tal que |T'(z)| < maxyex [¢(y) — p(y)| < § para
todo 2 € C. Luego, ¥ : C' — R™ dada por 9(x) := ¢(z) — T(z) es continua y
satisface: |¢(x)| > |¢(z)| — [T'(x)| > § — |T'(x)| > 0 para todo x € C. Ademads,

es claro que 1 extiende a .

4 Invariancia del dominio

Sea U C R™ abierto y f: U — R™ localmente inyectiva. Entonces f es abierta.
En particular, si V' C R™ es un abierto homeomorfo a U, entonces m = n.

Demostracién: Alcanza con probar que si f : B,.(0) — R™ es continua e inyec-
tiva con f(0) = 0 entonces su imagen contiene un entorno de 0. Consideremos
h: B-(0) x [0,1] = R™ dada por

o=t (555) 1(725)

Se cumple que h(z,0) = f(z) y h(x,1) = f (£)—f (%), que es impar. Ademés,

si h(z,\) = 0 entonces f (H%) =7f (;j‘f) y luego x = 0 ¢ 9B,(0). Esto

prueba que deg(f, B,(0),0) es impar; en particular, deg(f, B,.(0),p) # 0 para
todo p en un entorno de 0.

Si ahora tenemos un homeomorfismo ¢ : U — V y por ejemplo n > m,
entonces pensando a R™ como R™ x {0} C R™ resulta ¢ : U — R™ abierta, lo
que es absurdo.

O

Una aplicaciéon inmediata es la siguiente: si f : R™ — R”™ es continua,
localmente inyectiva y |f| es coerciva, es decir |f(z)] — oo para |z| — oo,
entonces f es suryectiva. En efecto, por el resultado anterior sabemos que la
imagen de f es un conjunto abierto y, por otra parte, , si f(x,) — y entonces
{x,} estd acotada. Luego existe x,, convergente a cierto x y vale f(r) = y.

Esto prueba que Im(f) es cerrada y en consecuencia Im(f) = R™.



5 Un ejemplo elemental: ecuaciones en diferen-
cias
Supongamos que queremos resolver la siguiente ecuaciéon de segundo orden:

{A2y(t)—f(t,y(t)) E=0,...,n—2
y(0) = y(n) =0,

donde A es el operador en diferencias, definido por Ay(t) = y(t+1) —y(t) y
f:{0,...,n =2} x R — R es una funcién continua (es decir, f(¢,-) : R — R es
continua para t = 0,...,n—2). Identificando a las funciones z : {0,...,n} - R
con R™*! podemos plantear el problema previo como una ecuacién de punto
fijo en R™*!: para z fijo, resolvemos el problema

{ A%y(t) = f(t,2(t)) t=0,...,n—2
y(0) = y(n) =0,

lo que define una funcién T : R*t! — R"*!, Queda como ejercicio verificar que
T esta bien definida y es continua.

Para probar que T tiene un punto fijo, alcanza con encontrar un cero de la
funcién F(z) := z — T'(z). Una manera de probar que F' tiene un cero consiste
en probar que su grado respecto del 0 es no nulo en algtin abierto apropiado;
como el grado en general es dificil de calcular, se puede definir una homotopia
h(z,A) = z — Ti\(z), donde Ty se define como antes pero agregando A a la
ecuacion, vale decir: Ty(z) = y es la dnica solucién del problema

{ A%y(t) = Nf(t,z(t)) t=0,...,n—2
y(0) =y(n) = 0.

Nuevamente, es facil ver que h estd bien definida y es continua; ademds, h(-,0)
es la identidad, cuyo grado sabemos calcular. A modo de conclusién, podemos
decir que si existe algin ) abierto acotado que contiene al 0 tal que z # Tx(2)
para z € 90 y A € [0, 1], entonces la existencia al menos una solucién en {2 estd
garantizada pues en tal caso deg(F,(2,0) = deg(Id,2,0) = 1.

Ejercicio: Verificar que si f es creciente o sublineal en su segunda coorde-
nada entonces el problema tiene al menos una solucién en 2 = Br(0) con R
suficientemente grande.



