Grado de Brouwer

Como vimos, si @ C R” es un abierto acotado y f : Q& — R"™ es de clase
C! tal que f(x) # p para x € 9 y p valor regular de f, entonces su grado de
Brouwer se define como

deg(f,2p) = Y sgn(Jf(x)),

zef~1(p)

en donde Jf denota el determinante jacobiano de f. Mas precisamente, vimos
que esta es la inica definicion posible si se pretende que el grado, pensado como
funcién definida sobre las ternas (f,2,p) con f € C(Q,R") y p ¢ f(052), cumpla
los siguientes axiomas:

1. deg(Id,Q,p) = xa(p).
2. deg(f,Q,p) = deg(f —p,,0).

3. Si Q1,0 C Q son abiertos disjuntos y f # p en Q\(Q; U Qy), entonces
deg(fa va) = deg(f»lep) + deg(f7 QZap)'

4. Si h:Qx[0,1] — R™ es continua y h(x,\) # p para x € 90 y A € [0,1],
entonces deg(h(-, A), 2, p) es constante.

Veremos ahora que existe una tinica manera de extender la anterior definicién
a funciones continuas cualesquiera y que los axiomas efectivamente se verifican.

Una primera observacién evidente es que si p ¢ f(9€2) es un valor regular de
f entonces su grado se puede calcular mediante una integral: en efecto, dada
una funcién continua ® : R — R™ cuyo soporte estd contenido en B.(0) para
e suficientemente pequeno y tal que fR" O(x)dx =1, vale

deg(,0p) = /Q (7 () - p) T (2) de. 1)

Este hecho se debe al teorema de cambio de variables: si consideramos ¢ > 0
suficientemente pequeno y entornos disjuntos V, de cada preimagen z de p tales
que fly, : Vo = Be(p) es un difeomorfismo, entonces

/Q S(f(y) - I dy= Y / B(f(y) — p)J£(y) dy

zef—1(p)” Vs



= Y s [ @) - pITw) dy

zef—1(p) Ve
= Y (i) / B(w) dw = deg(f, 2, p).
zef~1(p) =(0)

El siguiente objetivo consiste en definir el grado por medio de la férmula (1)
para cualquier funcién f suave tal que p ¢ f(99); es decir, sin pedir que p sea
valor regular. Mas concretamente, vamos a considerar ® radial que también se
anula en un entorno de 0. Dada ®(z) := ¢(]z|), con ¢ : [0,4+00) — R continua
tal que sop(¢) fRn (|z|) dz = 1, veremos que si ¢ < dist(p, f(0Q))
entonces la 1ntegral fQ |f(z) —p|)J f(z )dx no depende de la eleccién de ¢.
En particular, se deduce que si p es un valor regular de f entonces la integral
coincide con deg(f, 2, p).

Para demostrarlo, observemos que por Stone-Weierstrass podemos suponer
que f es de clase C2. Como ¢(|f(z) — p|) = 0 para = en un entorno de 99,
también se puede suponer que 02 es suave. Finalmente, basta considerar el
caso p = 0.

Si ¢1,¢2 son continuas con soporte en (0,¢) tales que [p, ¢1(|z])dz =
fin G2(1a]) dar = 1, definimos &(s) = ¢1(s) — da(s) ¥

1
w6y = [ abds

Es claro que 9 es de clase C! y sop(v)) C (0,¢); ademas,

sY'(s) = —nab(s :51*"2 x|) dz
¥/(s) = —mp(s) + as(/&(of(")d)

= —na(s) + s "% (wn /0 ’ P (p) dp> = —ny(s) + wné(s),

donde w,, es la superficie de la esfera unitaria S*~! C R™. Por otra parte,
definimos

Vi(x) == (| f(x)])det A ()
donde A; es la matriz jacobiana de f con la columna j-ésima reemplazada por
f(x). El campo V = (V4,...,V,) es de clase C' (pues 1 = 0 en un entorno de
0) y se anula en un entorno de 9. Por comodidad, llamaremos M* a la matriz

jacobiana de f reemplazando por un 1 el elemento ij y por un 0 los restantes
elementos de la fila i y la columna j. Entonces

zn:ai )ldetA;( i:( Zf gi’“ )detA()

_ 1/1’(|f($)|) Z f( L Z z+jfl )det(M’Lj( ))



Reordenando los términos y observando que

LR ot

resulta

> AU g0, = YU S 102 50) = ) )
J i=1

Jj=1
Por otra parte, mirando al determinante como una funcién de R™*™ en R y de-
sarrollandolo por fila 7 o por columna s, es claro que 3 adet L(A) = (=1)""*det A",
de donde

o et @) = 3 (1) der((arye) 2

r,s=1

ij 2 o . X
Claramente, 6[1\641 _]” = aggm para r # i,s # j y 0 en los casos restantes, de
J J s

modo que

Xn: i detMU Z Z r+sd t sz]rs) anT
— (“) (“)xjaxs
= j=1r#is#j

r+s ijirs 82fr
—Z D (D det([MY)) o
s=1r#i,j#s s

Notemos también que para s # j resulta det([M¥]"®) = —det([M*]"7), y se
deduce que

Z aij[detMif (@) == ais [det M (z)].

En consecuencia, " [det M (z)] = 0 y luego

jlax
n

iaalzfl Ydet M (z 1 ii

x)detMY (z) = nJ f(x).

En definitiva, se obtiene:

divV () = Jf (@) [|f @)1 (If (@)]) + n (| (2)])]
= wnl(|f(2))J f(2);

de esta forma,

/ E1f @IS (@) de = — [ div(a V(@) v(2)dS =0,

o0



lo que prueba que [, o1(|f(2))J f(x) dz = [, da(|f (x)]) ] f () da. L

Estamos en condiciones de probar el siguiente lema, que permitird la ex-
tensién de la definiciéon de grado primero a funciones suaves cualesquiera y
finalmente a funciones continuas.

Lema 0.1 Sea f € C*(Q,R"™) y supongamos que p es un valor regular tal que
r = dist(p, f(0)) > 0. Seae :=L. Sige C'(Q,R") verifica que || f—glloo < €
y p es valor reqular de g, entonces deg(g, 2, p) = deg(f,Q,p).

Demostracién: Como antes, podemos suponer p = 0. Sea 7 : [0, +00) — [0, 1]
de clase C! tal que n =1 en [0,2¢] y n =0 en [3¢, +00). Entonces la funcién

h(z) == (1 =n(|f(@))f (@) +n(lf()])g(x)
es de clase O y vale
h(z) = f(x) st |f(z)] <2,  h(@)=g(x) si|f(z)]>3e
Ademas, se verifica:

1h = flleo <& lh—glle <€

lg(x)| > dist(0, f(0Q)) —e,  |h(z)| > dist(0, f(82)) — e.

Consideremos ahora ¢ € C(R,R) cuyo soporte estéd contenido en (0,¢) tal que
Jgn @(|2]) dz =1y sea ¢(s) = ¢(s —4). Como

sop(¢), sop(d) C (0,5¢), 5e < dist(0, h(ON))
resulta

/Q o(|h())) Th(z) dz = / S(|h()])Th(x) da.

Por otro lado, ¢(y) = 0 para |y| > ¢, y para |h(x)| < € vale |f(z)| < 2¢, de
donde

o(Ih(@)]) Th(x) = o(|f (x)]) ] f(x)

para todo . Del mismo modo, ¢(y) = 0 para |y| < 4e, y si |h(z)| > 4¢ entonces
|f(z)| > 3e y en consecuencia

¢(|h())) Th(z) = $(|g(=)]) T g(x)
para todo x. Esto prueba que
/ o(|f(@))J f(x) dz = / é(|g(x))Jg(x) dz.
Q Q

O
Empleando el lema de Sard, lo anterior motiva la siguiente definicién:



Definicién 0.1 Sea f € C1(Q,R") tal que p & f(9€). Se define

deg(f,Q,p) == lim deg(f,Q,q).

q—p,q€EVR

La buena definicién se prueba considerando por ejemplo ¢ < t=dist(p, f(09)).
Si ¢1 y g2 son valores regulares de f tales que |¢g; — p| < € para j = 1,2,
entonces definimos g; := f — ¢; +p, que tienen a p como valor regular y ademas
llg; — flleo < €, dist(p, g;(0)) > dist(p, f(OR)) —e > 14e. Como ||g1 — g2|lec <
2¢, el lema previo dice que deg(g1, 2, p) = deg(g2, 2, p).

Como tltimo paso, observemos que si f es continua y p ¢ f(9Q), entonces
p ¢ g(09) para cualquier g suficientemente cerca de f para la norma infinito.

Definicién 0.2 Sea f € C(2,R") tal que p ¢ f(99). Se define

deg(f,,p) == deg(g,, p).

= lim
lg—flloc—0,9€C?

Ademas del teorema de Stone-Weierstrass, la buena definicién surge nuevamente
del hecho de que si dos funciones de clase C' estdn a distancia pequeiia para
la norma infinito y p no esta en la imagen del borde, entonces tienen el mismo
grado. Una manera elegante de mostrarlo consiste en definir el conjunto

Cp={f €C(QULR"): p ¢ f(09)}

y observar que la funcién deg(-, 2, p) es localmente constante en C, NC*(Q, R™).
Es facil verificar que las componentes conexas de este ultimo conjunto coinciden
con las componentes conexas de C, intersecadas con C1(Q,R"), de modo que
hay una unica extensién del grado a C,, que es precisamente la que se da en la
anterior definicién.

Para concluir, veamos que los axiomas se verifican. El primero de ellos es
evidente, porque p es un valor regular de la funcién identidad. Los tres axiomas
restantes se deducen del hecho de que el grado es constante en las componentes
conexas de Cp. En efecto, 2 y 3 son evidentes cuando f es C'! y p es valor regular;
en consecuencia, valen para toda f porque (usando Sard y Stone-Weierstrass)
cada una de las componentes conexas de C, contiene una funcién suave tal que
p es valor regular. Finalmente, la invariancia por homotopia se prueba a partir
de la observacién de que la curva ¢ : [0,1] — C, dada por ¢(X) := h(-,A) es
continua y por consiguiente todas las funciones h(-, A) pertenecen a la misma
componente conexa. M&s aun, es facil verificar que también se puede mover en
forma continua el punto p:

Ejercicio 0.1

Sih:Qx[0,1] = R"yp:[0,1] — R™ son continuas con h(x, \) # p(\) para
x € 0Ny A€ |[0,1], entonces deg(h(-,A),Q, p(\)) es constante.



