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NOTAS SOBRE COMPLEJOS SOBRE EL ALGEBRA EXTERIOR

Nicoléas S. Botbol - FCEyN - UBA

1 El complejo de Koszul

El complejo de Koszul fue primeramente introducido por Jean-Louis Koszul para definir
una teoria de cohomologia para dlgebras de Lie, y resulé ser una construccién homoldgica
muy valiosa para el dlgebra conmutativa.

Para comenzar supongamos que se tiene A es un anillo (asumiremos que es conmuta-
tivo, con unidad y por ahora no necesariamente noetheriano ni local, aunque tal vez si mas
adelante), y M un A-médulo. Sea y un elemento de A, entonces el morfismo ”multiplicar
por y” (que se denotard con y) es un morfismo de A-médulos, de A en A. Agregando ceros
facilmente podemos obtener un complejo:

K(y) 0—=A—2tsA— 0
y resulta ser el complejo de Koszul asociado a y (también se puede notar como Ke(y)).

Este caso simple ilustra dos porpiedades importantes del complejo de Koszul. Si se
indexa con la posicién cero a la copia de A que esta a la derecha y con uno a la gie estd a
la izquierda, se puede observar que la homologoéa en lugar cero es la imagen homomorfica
de A mdédulo los multimplos de y. Y la homologda en primer lugar representa el anulador
del elemento y. Es decir:

Hy(Ke(y)) = A/A(y),
Hy(Ke(y)) = Ann({y})

Supdngase ahora que se tiene dos elementos z,y en A, considérese la sucesién (orde-

nada) , 7, que se puede pensar como un vector en A2. Se construye el complejo de Koszul
asociado a la sucesién z,y, Ke(z,y), de la siguiente forma:

Ko(z,y) : 0— A5 4225 4+

Donde los morfismos ¢y y ¢1 son tales que @g es la matriz vertical (z,y)! y o1 es la
matrix horizontal (—y,z). La condicién (z,y)!.(—y,x) = 0 dice que Kq(z,y) resulta ser
un complejo.

Maés generalmente, dados elementos x4, ..., x,, del anillo A, se construye el complejo de
Koszul asociado a la sucesién (importa el orden) 1, ..., x,, denotado por Ke(x1, ..., 2n),
como el producto tensorial en la categoria de A-complejos de los complejos Ko(x;), para
cada 1.
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Se definird a continuacion el producto tensorial de complejos:
Sean F y G los complejos de cadenas (andlogamente se hace para complejos de coca-
denas)

Pi+2 Pi+1 Pi i
F: Fi+1 Fz E,1 ey

s Pi—1

G- . wHQGi—i—l hit1 G, Gy

Se tiene el siguiente digrama asociado al producto tensorial:

1®¢j-1 1®¢;-1 1®¢j-1
—F 1 ® Gj_fﬂiFi & Gj_1i®>1Fi_1 & G;p_ﬁ&...

1@ 1®; 1@
1411 ® GjMFi & Gj P&l F;,_4 ;&

1®y;j41 1®Y;41 1®¢j+1

pi+1Q1 pi®1 pi—1®1
111 ® Gj+14>Fi (=) Gj+14>Fi_1 & Gj+14>...

1@ 42 Yjt+2 1®Yj42

Sea Dy el elemento que resulta de la suma de los elemtos de la "k-ésima” diagonal.
Mas precisamente, Dy = >, e Fi ® Gj. Como el caso estudiado es el caso de comple-
jos finitos, se tendrd que Dy = F; ® Gj, con lo cual queda definido el complejo
producto como:

itj=k

Prt2 Pr+1 ok Dk_1¢k—1

f@gl Dk

Dy 1

Donde los morfismos ¢, estan definidos de la siguiente forma:
¢k‘Fi®Gj E® Gj — F. ® Gy

OklFec, = pic1 @1, sir=i—1
drlFec, = (—1)1®@v¢j_1,sis=j—1
¢k|Fi®Gj = 0, en caso contrario.

Se puede verificar facilmente que con estos morfismos F ® G resulta ser un complejo de
cadenas, que es el producto tensorial de F con G en la categoria de complejos de cadenas.

Como se comentd antes, esta construccion es idéntica si se trabaja con complejos de
cocadenas.

Se estudiaran ahora los tres casos particulares més simples, es decir, los complejos
de Koszul asociados a sucesiones de longitud uno, dos y tres, mediante la tensorizacién
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de complejos de longitudes mas chicas. Posteriormente se generalizara la idea de la con-
truccién de complejos asociados a sucesiones de longitud arbitraria (finita) mediante la
tensorizacién de otros mas pequeos, para luego dar una férmula no inductiva para ésta
contruccion.

Volviendo a la construccién del complejo de Koszul asociado a la sucesion z, y, veremos
ahora cémo es que éste resulta del producto tensorial de dos complejos de Koszul.

Consideremos el complejo de Koszul asociado a x, ICe(z), y el asociado a y, Ke(y). Por
esta vez se notara por Ag y A; a los anillos para poder distinguirlos (aun que esto resulta
redundante, faciltard la comprensién).

IC.(:L‘) 0 Al e AO 0
IC.(y) 0 A1 Y Ao 0

Observemos ahora el diagrama asociado al producto tensorial de los complejos anteri-
ores

0—=Ag® A -“2% Ay © Ag—>0
1Ry 1®y

0—A; ® Ay L@N‘h ® Ag—=0

A partir de este diagrama obtenemos el complejo producto:

Keo(2) @ Ka(y) : 0—=A; © Aj—Ag @ A1 & A; © Aj—>Ag ® Ag—0,
donde los morfismos g y 1 se definen como antes, es decir:

wo: Ay AL DAL ® A1 — Ay ® Ay definido como la matriz vertical (z® 1,1 ®y), y

p1: A1 A — Ag® A1 ® A1 ® A definido como la matriz horizonal (-1 ®y,z®1).

Escribiendo ahora Ag y A; como A, y mediane las identificaciones ya conocidas para
el producto tensorial, se notard Ag® A; con Ay Ag @ A1 A1 ® A; con AB A. Ademds
identificando 1 ® x y £ ® 1 con el elemento x del anillo A, y 1®y y y ® 1 con el elemento
1y, se obtiene el siguiente complejo:

—y,x z,y)t
Ko(2) @ Koly) : 0—>A-"%50 @ A% a0,

que serd llamado Ke(z,y), de acuerdo a lo establecido al comienzo del paragrafo.



4 N. S. BoTBOL

Tal como se advirtid, se procederd ahora a la construccién de un complejo de lon-
gitud tres, es decir, dado el elemento (z,y,z) en el A-médulo libre M = A3, se con-
truird el complejo Ko(,y, ), tensorizando los tres complejos de longitud uno. Es decir,
Ke(z,y,2) = Ko(1) @ Ke(y) @ Ko(2).

Por la asociatividad del producto tensorial en la categoria de complejos, bastara cal-
cular ICo(z,y) ® Ke(z), y para ello se construye el diagrama asociado:

0 0 0
—Y,r xT t
0—>A@ A2 o S U 04— 0
1®z 1d®z 1®z
0 A A2 o S % A0

A partir de este diagrama obtenemos el complejo producto:

Ke(z,y) ® Ko(z) :
0 AQA— N QAP A2 RA- A2 QAP AQAL AR A 0,

donde los morfismos g, @1 v @2 se definen de la siguiente forma:
0o: A2 AP A® A — A® A se define como la matriz vertical ((z,y)! ® 1,1 ® 2)?,
01 ARADA’RA — A2® AP A® A se define como la matriz cuadrada
< (—y,x)®1 0 )
—ld®z (r,y)f®1
02: AR A — A® A® A2 ® A definido como la matriz horizontal (1 ® z, (—y,z) ® 1).

Nuevamente, se identifica A® A con A, (182, (—y,r)®1) con (2, —y, ), ((z,y)!®1,102)!

(—y,z)®1 0 v oz 0
con (x,y,2)! y la matriz ( —.;d 2: (mylel > con la matriz | —z 0 =«
Y 0 —z y

Luego de todas estas identificaciones se obtiene el siguiente complejo:

-y x 0
-z 0 =z
. (sz 7m)03 —z g([ 7Z)t
Ke(z,y) @ Ke(2) : 0 A A A A 0

Este es el complejo de Koszul asociado a la sucesion z,y, z, que se denota por Ke(z,y, 2).
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Como se comenté antes se puede obtener el complejo de Koszul asociado a una sucesion
arbitraria (finita), x1,...,x,, de elementos del anillo A, Kq(z1,...,z,), mediante a ten-
sorizacién de los complejos Ko(z;), es decir

’C.(ﬂf]_, ceey ﬂfn) = ®1§i§n ,Co(xl)

De esto se deduce que como el producto tensorial de complejos es conmutativo (salvo
isomorfismos), entonces el complejo de Koszul asociado a una sucesién, resulta invaiante
(salvo isomorfismos) por reordenamientos en la sucesién. Es decir, dado o un elemento
del grupo de automorfismos G, se tiene que

Ke(z1, .y 2n) = ®1§i§n Ke(2i) ~ ®1§z‘gn Ke(To)) = Ke(To(1)s --~a$a(n))-
Esta construccién puede automatizarse de la siguiente manera:

Dado A un anillo con las mismas hipétesis que hasta recién, un un A-médulo libre M
de dimensién n, consideremos el dlgebra exterior A M = @ A" M, como ya se sabe, \' M

. . . .. n . .. ..
es un A-médulo libre de dimension < i)Y resulta ser el médulo trivial si ¢ > n.

Con esta notacién, el complejo de Koszul asociado a la sucesién x1, ..., x,, resulta ser
el complejo del dlgebra exterior de M = A", es decir:

Ke(x1,...,xp)
0 /\n Mn—l /\i+1 ML) /\z MHi) /\1 Mﬂ> /\O M*)(]’

donde los morfismos ¢; : A" M — A" M, estan definidos de la siguiente forma:

Dado el elemento e, A ... Aeg,., € AT M,

ilep, Ao Neg, ) = Z;ill(—l)j_lxk].ekl A N N N ey

Veamos que esta construcciéon del complejo de Koszul es equivalente a la anterior en
los casos de sucesiones de logitud uno, dos y tres.

En el caso del complejo de longitud uno, cuya sucesién es la sucesiéon x, es claro que
el complejo que se obtiene es:

Ke(z):  0—= A" M- N0 M—0
1Y
A A

entonces se tiene el complejo siguiente, tal como se esperaba:

Ke(z) : 0 A—"sA 0
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~

ya que en este caso M = A% y por lo tanto /\IM = /\OM >~ A, y el morfismo
©: N' M — A° M resulta ser la multiplicacién por z.

Para el caso de sucesiones de longitud dos, es decir dado (z,y) € M = A2, se tiene
que:

Ke(z,y) : 0 /\ZTM L A%Mﬂ) /\OTM*)O
A A? A

De acuerdo con la férmula anterior, los morfismos quedan definidos de la siguiente
manera.

Dado el elemento e; A ey € /\2 M,

p1(e1 Aeg) = (—=1)%xes + (=1)'ye; = —yeq + zea, que se corresponde con la matriz
horizotal (—y,x).

A su vez, dados los elementos ej, ey en A' M

wole1) = (—1)%2.1 = z, y @o(e2) = (—1)%.1 = y que se corresponde con la matriz
horizotal (z,y)’.

Tal como se deseaba, se obtiene el complejo de Koszul KCo(x,y) ya calculado.

Finalmente, para el caso de sucesiones de longitud tres, o sea para elementos (z,y, z) €
M = A3, se tiene que:

®1 ®0

IC.(J},y,Z)ZOH/\?’M&/\QM /\1M /\OM*)(]

R

A A3 A3 A

Nuevamente de acuerdo con la férmula anterior, los morfismos quedan definidos de la
siguiente manera:

Se consideraran las bases ordenadas

B, = {1} de \° M,

Bl = {60, €1, 62} de /\1 M,

By = {61 N eg,e1 N es, e /\63} de /\2M,
Bs = {61 /\62/\63} de /\3M

Entonces, dado el elemento e; Aeg Aeg € /\3 M,
wa(er Nea Aeg) = (—1)%zex Aes + (—1) yer Aes + (—1)%ze; Aeg =
= ze1 AN eg —ye1 A eg + xea A e3, que se corresponde con la matriz horizotal (z, —y, x).
Ahora, dados los elementos e; A eg, e1 Aez vy es Aeg en /\2 M
p1(e1Aeg) = (=1)%zex+ (—1)lyer = —ye1 +xea, p1(e1Aes) = (—=1)ze3+(—1)'z.e1 =
—z.e1 +xe3y p1(ea Aes) = (—1)%e3 + (—1)'zes = —zea + yes. Esta o1 se corresponde
-y x 0
con la matriz cuadrada | —2z 0 =
0 —z y
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Finalmente, dados los elementos e, e2 y e3 en /\1 M

poler) = (=1)%.1 = =, y wo(e2) = (-1)°y.1 = y, wo(ez) = (-1)°2.1 = z que se
corresponde con la matriz horizotal (z,y, 2)t.

Tal como se esperaba, se obtiene el complejo de Koszul Ko(z,y, 2) antes calculado.

Se expondra a continuacién algunos ejemplos de sucesiones y sus complejos asociados.

1.1 Ejemplo. : Para comenzar, estudiaremos aqui el caso mas simple. Sea K un cuerpo,
A = K|[X] el anillo de polinomios con coeficientes en K, sea X una sucesién de longitud
uno, es decir X € A' = M.

Consideremos el complejos de Koszul asociado a la suesién mencionada:

Ke(X):  0—> A" M- N\ M—0
1

donde el morfsmo ¢y estd dado por la multipicacién, como se pudo estudia antes, es
decir, se tiene el siguiente complejo:

Ko(X):  0—=A-—Xs4— 50

Se introducird aqui la notacién de shift que se usara en el resto del trabajo. Dado
M = @,;c; M; un A-médulo graduado, se notara por M[n] al A-médulo que tiene en la
j-ésima posicién de su graduaciéon al objeto M;p,.

En este caso el anillo a considerar es el amillo de polinomios, que resulta Ng-graduado
de acuerdo al grado, es decir que se tiene que K[X| = @, .y Kn[X], donde por K,[X]
se entiende al espacio vectorial unidimensional formado por los polinomios homegeneos
de grado n con coeficientes en K (donde se entiende que Ko[X] denota las constantes
incluyendo al cero). Es claro que la multiplicacién por X es un endomorfismo de A
graduado, de grado 1, ya que dado a € A, resulta que deg(a.X) = deg(a) + 1, podemos
escribir entonces al complejo con su notacién estandar

Ko(X):  0—=A[-1]X>4—>0
Se procederd ahora al calculo de los grupos de homologia:

Hy(Ke(X)) = A/(X),
H(Ko(X)) = ker(X)/0 = Ann({X}) =0, ya que K[X] es integro.

Aunque este caso es poco ilustrativo, se pude observar que como X no es divisor de
cero en A, entonces la sucesion considerada es regular (se entinede por sucesién regular
a una sucesién regular sobre A, se asumird esto a menos que se explicite algo distinto).
Ademsds, se puede ver que el complejo de Koszul resulta ser una resolucién libre del anillo
cociente A/I, donde en este caso I = (X).
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Recuérdese que esto siguinifica que el complejo extendido

Ko(X):  0—=A[-1]X>A4—TA/]— >0
Es aciclico, es decir que tiene todos sus grupos de homologia nulos.
1.2 Ejemplo. : Consideremos ahora un caso apenas mas compejo. Sea K un cuerpo,

A = K[X,Y] el anillo de polinomios en dos variables con coeficientes en K, sea X,Y una
sucesion de longitud dos. Entonces el tiene el complejo:

Ke(X,Y):  0—= N2 M AP M2 A0 ——0
A

Reemplazando los morfismos por los correspondiente (que también resultan ser mor-
fismos graduados de grado uno) y usando la notacién de shifts, se obtiene:

Ko(X,Y) : 0—A[—2] 22 A1 4

Como se hizo antes, ahora calcularan los grupos de homologia:

Ho(Ku(X,Y)) = A/(X,Y) = A/,

Hi(Ke(X,Y)) =ker(X,Y)/Im(-Y, X), como dados p,q € A, se tiene que pX +qY =
0, y usando la unicidad de factorizacién en A, se tiene que ker(X,Y) C Im(-Y, X) y por
lo tanto se tiene que H;(Ko(X,Y)) =0

Hy(Ko(X,Y)) = ker(—Y, X)/0, por la integridad de A se tiene que
Hy(Ke(X,Y)) =0

Nuevamente, es facil ver que la sucesion considerada en este ejemplo es una sucesién
regular. Obsérvese también que este complejo calculado también resulta una resolucién
libre del anillo cociente A/I, donde I denotal el ideal cuyos generadores son los dos ele-
mentos de la sucesién. Se tiene entonces que el complejo extendido

YX) f(y x

Ko(X,Y): 0—>A[-2 AJ/T—>0

es aciclico.

1.3 Ejemplo. : Finamete se vera ahora un ejemplo de una sucesiéon que no es regular,
se podra observar que el complejo asociado no resulta una resolucién del anillo cociente.
Consideremos para ello K un cuerpo, A = K[X,Y] como antes, sea X, X? una sucesién
de longitud dos. Se notara I = (X, X?) = (X). Se construye el complejo:
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Ke(X,X%): 0—> N2 M AN M- N M—0
A A2 A

Obsérvese que en este caso también los morfismos resultan ser graduados, pero la
graduacién no es uno, ya que la multiplicacién por X? tiene grado dos. Por ello, usando
la notacion de shifts, se obtiene:

X2)t

—A——>0,

-X2 X X

Ke(X,X2)): 0 A[—3]( A)Z[—l, —(2]

donde claramente A*[—1, —2] = @, cny(Kn—1[X, Y] ® K, 2[X,Y]), y K1[X,Y] =0.
Como se hizo antes, ahora calcularan los grupos de homologia:

Ho(Ke(X, X?)) = A/(X,X?) = A/(X) ~ K[Y],

Hi(Ko(X, X?)) = ker(X, X?)/Im(—X2, X),
como dados p,q € A, se tiene que pX + ¢X? = 0, y usando la unicidad de factorizacién
en A, se tiene que X divide a p y que ¢X = —p, luego, ker(X, X?) es el submédulo de A?
generado por (—X, 1) y como I'm(—X?2, X) es el submédulo de A? generado por (—X?2, X).
Como el elemento (—X, 1) estd en el nicleo, pero no es nulo en el cociente, entonces se
tiene que Hi(Ko(X,X2)) #0

Hy(Ko(X, X?)) = ker(—X?,X)/0. Nuevamente por la integridad de A se tiene que
HQ(ICO(Xa X2)) =0

Aqui se puede observar que, como ya se dijo, la sucesién considerada en este ejemplo
no es una sucesion regular y que este complejo calculado no resulta una resolucion del
anillo cociente A/I, ya que la homologia en el lugar uno no es trivial.

Obsérvese entonces que hay alguna vinculacién entre la regularidad sobre A de la
sucesién coniderada y la aciclicidad del complejo extendido. (Aqui se consider6 la regular-
idad sobre A, pero esto se puede estudiar para un moédulo finitamente generado arbitrario,
como se hard mas adelante).

Se expondran a continuacién (sin demostracién), algunos de los resultados més impor-
tantes que vinculan estos conceptos. Lamentablemente el complejo no determina si una
dada sucesién es regular o no, pero determina que aun més importante: dada una sucesion
T1,..., Tn, éste permite determinar la longitud de una sucesién regular maximal en el ideal
I=(x1,...,2,).

1.4 Teorema. Sea N un mddulo finitamente generado sobre un anillo A. Supdngase
que Hj(N @ Ko(21,...,25)) = 0 para j > r, y H, (N @ Ko(21,...,25)) # 0, entonces toda
N-sucesion mazimal en I = (1, ...,x,) C A tiene longitud r.
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Se notard también por Ke(z1, ..., Tn; V) al complejo Ko(x1, ..., 2n) ® N. (Se suele notar
K1, ..., 2; N), cuando no se sobrentiende que el el anillo de base es A).

En particular se tiene el siguiente resultado:

1.5 Corolario. : Si x1,...,x, es una N-sucesion en I. Entonces el complejo extendido

Ke(x1,y.co.xn; N) :
0—=A"Mo N —EAN Mo N> N M o N—">A/T© N—>0

resulta aciclico, es decir, el complejo de Koszul asociado a la sucesion considerada es
una resolucion libre del modulo A/I ® N.

Como es sabido, todo médulo libre es proyectivo, entonces el complejo Ko (21, ..., Tp; N)
resulta una resolucién proyectiva del médulo A/I®@N. De esto dltimo, tomando homologia,
se obtienen los funtores derivados del funtor - ® N, con lo cual, resulta que:

H;(Ke(z1,...,20; N)) = Tor;(A/I, N), si se sobrentiende que el el anillo de base es A,
sino, mas correctamente se nota:

H;(K& (21, ..., xn; N)) = Tor{(A/I, N).

Ademas de acuerdo con los resultados anteriores se tiene que esta es la menor resolucién
del médulo. Y como la longitud del complejo es finita, entonces también se tiene que sélo
finitas homologias pueden ser no nulas, esto nos permite asociarle al médulo A/I ® N un
valor entero no negativo que se denominara: la profundidad del médulo

1.6 Definicién. Dado A un anillo, I un ideal en A y N un A-médulo. Se define la
profundidad de I en N como la longitud de una (cualquiera) N-sucesién en I, y se notard
por depth(I : N). En el caso en que N sea simplemente el anillo A, se hablard directamente
de la produndidad de I y se notara por depth(I). Si I.N = N, de dird que depth(I : N) =
0.

Lametablemente la reciproca del corolario anterior es falsa en el caso general, aunque
resulta cierta si el anillo de base es local. Més en general se tiene el siguiente resultado:

1.7 Teorema. Sea N un mddulo finitamente generado sobre un anillo local A con ideal
mazximal M. Sea x1, ..., xy una sucesion en M. Supdngase que para algin k se tiene que
Hi(N ® Ko(x1,...,25)) = 0, entonces se tiene que Hp(N ® Ko(x1,...,25)) = 0 para todo
Jj=>k.

En particular st HI (N @ Ko(21, ..., ) = 0, entonces 1, ..., T, una sucesion N-reqular

en M.

Esto permite dar para el caso local una versién mas fuerte del corolario anterior
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1.8 Corolario. Dado un anillo local A con ideal maximal M, y N un A-mddulo finita-
mente generado . Sea I = (x1,...,xy) un ideal propio de A, que contiene una sucesion
N-regular de longitud n. Entonces 1, ...,x, es una sucesion N-regular.

De aqui se deduce un resultado de importante valor geométrico, ya que éste expresa
la naturaleza geométrica del concepto de profundidad anteriormente encionado.

1.9 Corolario. Dado un anillo A y N un A-mddulo finitamente generado, se tiene que si
Z1,..., Ty €S una sucesion N-reqular, entonces x'*,...,z)" también lo es, para todo natural
m.

De lo cual se deduce que si I es un ideal de A, cuyo radical es J, entonces depth(I :
N) = depth(J : N)

Este corolario es de indole geométrico ya que: Dado I un ideal de A = k[X7, ..., X,],
el anillo de polinomios en n variables. Sea V = V(I) la variedad afin asociada a I en k™,
sea J = I(V) = rad(I) el ideal de la variedad (que es radical). Queda univocamente
deterinada la profundidad de I en A como depth(J) = depth(I(V(I))) = depth(V).
Ademsds, en el caso en que el ideal estd dado por una A-sucesiéon de longitud n, en-
tonces el complejo de Koszul es una resolucion libre del anillo coordenado de la variedad

Al =k[Xq,....,Xn]/I(V(]))
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2 Complejos de aproximacion

A continuacion se definiran los complejos de aproximacion asociados al ideal I =< f1, ..., fr >.
Se vera también que frecuentemente éstos resultan resoluciones proyectivas (libres???) del
algebra simétrica y de Rees asociada a I, Syma([) y R;(A) respectivamente.

2.1 Definicion y propiedades basicas

Sea A un anillos conmutativo y J un ideal de A generado por n elementos. Es conveniente
no perder de vista el problema original, en donde A = k[X1, ..., X, y J =< fi1,..., fn >.
Con esta notacion, se tienen dos complejos de Koszul asociados:

K:o(flv ] fna A[Tla >Tn]) ST /\1 A[Tl, ,TZ,L]L> /\0 A[Tl, ,Tn]

que se denotard KCo(J; A[T)), v

Ka(Ty, oo Tni A4, o Th)) £ oo— AL AT, o, T~ AC A[TL o, T

que se denotard Cq (T; A[T)).
Estos dos complejos son los asociados a los morfismos

AT, oo, TPl W T] s (b, ) > bif;
y

AT o, T ZA T s (b b) = SO BT
respectivamente.

Si denotamos (como antes) por dj y dr a los diferenciales de los correspondientes
complejos, se verifica (hacer la cuentital!!ll) que

dyjodp+drody=0,

O més correctamente
(dy)io(dr)i—1+ (dr)io(dy)i—1 = 0.

En particular esto dice dpr induce un morfismo en los ciclos, en los bordes y en las
homologias de ICo(J; A[T]). Esto se muestra de la siguiente forma:

Sea w tal que dj(w) = 0, para ver que dp(w) esta en los ciclos de Ko(J; A[T]) basta
observar que: dj(dr(dj(w))) = —dr(dsj(dj(w))) = —dr(0) = 0. Nétese también que si
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w estd en los bordes, entonces w = dj(f) para agun 6. Luego dr(w) = dr(dj(0)) =
—dj(dr(0)) = dj(—dr(8)) lo cual muestra que dr(w) estd en los bordes de Ko(J; A[T)).
Y por lo tamto como ciclos van a parar a ciclos y bordes a bordes los morfismos inducidos
en los primeros pasan al cociente por los segundos, es decir se inducen morfismos en las
homologias.

Si denotamos por Z;, B; y H; al i-ésimo ciclo, borde y homologia del complejo Ko (J; A[T])

respectivamente, entonces para todo ¢ se tiene lo anterior se resume al sisguiente diagrama
conmutativo:

Z;
iﬂ
H; =

Los complejos obtenidos con os ciclos,bordes y homologias, y los morfismos recién
construidos se denotaran con Z°, £°*, .#° respectivamente.

dr
Zit1
s
2 Zit1
Bit1

z; 4 L
EH i+1 —
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