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Notas de Analisis [ 1. Introduccidon

1- INTRODUCCION

Conjuntos y relaciones

Comenzaremos definiendo la nocién de conjunto, ya que es fundamental
en toda la matemadtica. No profundizaremos demasiado en este tema ya que so6lo
se pretende que el lector tenga los rudimentos bdasicos para una buena
comprension del texto especifico del libro. Si el lector esta interesado en
profundizar en este tema puede remitirse al apéndice B, o consultar la bibliografia.

Un conjunto es una coleccion de objetos bien definidos agrupados por
cierta caracteristica que los distingue del resto, por ejemplo el conjunto de las
mujeres involucra a todos los seres humanos de sexo femenino. El conjuntos de
numeros pares es aquel que involucra a los nimeros que son divisibles por 2 como
por ejemplo 4, 6, 8, ... En general cuando hablemos de conjuntos haremos
referencia a conjuntos numéricos, mas aun, hablaremos principalmente de los
nimeros naturales N, enteros Z , racionales QQ, reales R y de sus subconjuntos.

Asi mismo dos conjuntos que serds de gran importancia tener presente son el
conjunto vacio y el conjunto universal. El primero, el conjunto vacio (se lo nota
de la siguiente forma: ), que se corresponde con aquel conjunto que no posee
elementos, o si se quiere, con el conjuntos de los elementos que tienen la
propiedad de ser distintos de si mismos (claro estd que no puede haber elementos
distintos de si mismos, por ello, el conjunto por ellos es el conjunto vacio). Esto es

mas formalmente: & = {X / X+ X} y esto se lee: “El vacid es el conjunto formado

por los X tales que X X”. El segundo, el conjunto universal (se lo nota de la
siguiente forma: 2l ), este es el conjunto que contiene a “todos” los elementos. Mas

formalmente: 2l = {X /X= X} y esto se lee: “El conjunto universal es el conjunto

formado por los X tales que X=X".

Cada vez que se tiene un conjunto, se pretende establecer una vinculacion
entre éste con algun otro conjunto (que podria ser si mismo). Pensemos por
ejemplo un caso muy sencillo: queremos comprar manzanas, sabemos que el kilo
esta a dos pesos, es decir por cada kilo que compre pagaré 2 pesos. Estoy
estableciendo una relacion entre el conjunto de precios y el conjunto de kilos
posibles, en este caso como los precios posibles son 1, 2, 3,.... Pesos y los kilos 1,
2, 3,... kilos ambos conjuntos se representaran con los nimeros naturales N, o
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talvez con N que es el conjunto de los naturales agregandole el elemento O,
observar que N; =NuU {0} . (Ver apéndice B)

Podiamos pensar que ahora un kilo de manzana cuesta 1,50, con lo cual el
conjunto de precios no estaria bien representado por los nimeros naturales, ya que
1,50 es un precio posible pero no un natural. Representaremos entonces a los
precios por los nuimeros racionales Q. Teniendo aqui una relacion entre el
conjunto de niimeros naturales (que representa los kilos) y el de los racionales
(que representa los costos). A esta altura no es dificil ver que si decidiéramos
comprar un kilo y medio, o admitiendo que nuestra compra de manzanas no es
exactamente una cantidad de kilos entera, la relacion seria entre los racionales con
ellos mismos.

Pensemos por un momento que al tener un conjunto de Kilos posibles (A)
y otro de Costos posibles (B) nos podria interesar vincularlos, es decir establecer
una relacion entre los valores de A y los de B. Para fijar ideas pensemos en la
siguiente relacion: R que vincula un valor de A (es decir un peso determinado)

con el valor de B correspondiente al costo de esa cantidad de manzanas. En el
primer ejemplo esto seria: (1; 1,5)€ R, esto quiere decir que el valor 1 esta

relacionado con el valor 1,5. Otra relacion posible seria: R la cual relaciona el

precio con el valor de las peras: Defino R de la siguiente manera:
(k5 1,70k) e R, sik <4 yno es cliente
(k5 1,60k)e R, sik >4 yno es cliente, en este caso el precio dependera de que
(k ; 1,50.k) € R, si es cliente

el comprador sea o no cliente y en caso de no serlo dependera de si su compra
supera o no los 4 kilos. Es decir, una relacion es una vinculacién entre elementos
de dos conjuntos A y B, que a un elemento del conjunto A puede hacerle
corresponder tanto uno, ninguno o mds de un elemento del conjunto B, y
viceversa.

Para fijar ideas sean A y B dos conjuntos tales que A:{l,2,3}y
Bz{a, b,C} todas las relaciones posibles estdn dadas por los siguientes pares:
(1,a); (2,a); (3,a); (1,b); (2,b); (3,b); (L,c); (2,¢); (3,c)en el primer caso
diremos que 1 se relaciona con ay se nota (l,a) e R.

A lo largo del libro trabajaremos con algunos objetos que denominaremos
funciones, que resultan ser casos particulares de relaciones, cuyo estudio
comenzaremos en el préximo capitulo,

Naturales, Enteros, Racionalesy Reales

Daremos entonces una definicion un poco mas detallada de los conjuntos
numéricos que usaremos de aqui en mas.
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1) Naturales: N= {1,2,3,...} no daremos una definicion formal de estos
numeros, para ello ver bibliografia [1CDIN]

ii) Enteros: Z=-NU{0}UN donde —N={-1,-2,-3,...}i.e. los naturales
con signo opuesto.

iii) Racionales: Q= {% / aceZ y be N} observemos que los numeros

racionales son los nlimeros fraccionarios, para los cuales el denominador
no se anula ya que es un niamero natural.

iv) Reales: R no daremos una descripcion formal de los niimeros reales, solo
diremos que son aquellos numeros con los que el alumno de secundario
estd acostumbrado a trabajar. Podemos pensar que son todas las posibles
tiras de  numeros que  sepamos  construir, como  Ser:
234,23411213567899000044... ; 0,45454545... observar que todos los
nimeros racionales son reales, ya que si q=a/beQ, ie. aeZy

b € Nentonces podemos hacer la division y obtenemos que el numero
q=¢,...9.,%,, ...,  por  ejemplo 26/7=13,714285714285714...

observemos ademas que los nimeros racionales tienen una periodicidad en
su expresion decimal. Los niimeros enteros y naturales son racionales, por
lo tanto son periodicos 5 = 5,00000000... . Los nimeros racionales no son
los  Unicos reales, por ejemplo: e€=2,71828182846... 'y

7 =3,14159265359... son reales no racionales.

No es dificil ver que NcZ < Qc R y mas alin, no vale en ninguno de

estos casos la igualdad.
Para esto es necesario ver que todo natural es entero, todo entero es

racional (si N€Z y como nznl :n:%e@,yaque neN=neZy leN),
y segun la definicion aceptadade R, Qc R.
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2 — GENERALIDADES SOBRE FUNCIONES

Nocién de funcion

Para hablar de funciones debemos recordar la idea de relacion dada en el
capitulo 1. Supongamos entonces que tenemos dos conjuntos A y B, y una regla
que los vincula a la que llamamos una relacion (R).

Definicion: Diremos que (R)es una funcion si cumple las siguientes condiciones:

1) A cada punto de A le asigna un punto de B
i) Para un punto dado aeA fijo, si

3 b,b’e B/(a,b) e Ry(a,b) e Rentonces b=b’

Notacion: en el caso anterior se escribe R: A— B, por lo general se suele notar a
las funciones con las letras f,g,h.

En conclusion diremos que f:A— B es una funcion si cada elemento
a € Aes asignado a uno y sélo un elemento be B .

Definicién: Si f : A— B es una funcidon llamaremos:

1) Aces el dominio de la funcion f (y se nota Dom(f)=A)
i1) B es el codominio de la funcién f (y se nota Cod(f)=B )
1i1) f(A) es un subconjunto de B (no necesariamente igual a B ) que se

denomina imagen de f (ysenota Im(f)=A)

Si recordamos los ejemplos de relaciones dados en el capitulo 1, la primera
relacion que mostramos era R, que vinculaba los valores de los pesos de las

manzanas con sus respectivos costos. Pensemos por un instante que
A= {|OS pesos} y B= {IOS precios} entonces podemos pensar que ahora R
asigna a un peso dado un costos determinado (en este caso serd 1,5 veces el peso
en kilos), o sea R (a)=1,5.a. Observemos ademds que si suponemos que los
pesos solo pueden ser positivos o cero, entonces a cada peso se le asigna un costo

11



Notas de Analisis | 2. Generalidades Sobre Funciones

y soOlo uno. Por lo tanto resulta que R es una funcion, para la cual
Dom(f):A:{Ios pesos} y Cod(f)= B:{Ios precios}.

Gréfico

Siguiendo con el ejemplo anterior nos gustaria tener una forma mas
tangible para poder comprender el comportamiento de nuestra funcién. Una forma
posible es mediante un grafico.

Recordamos del secundario el concepto de plano (espacio euclideo

bidimensional) o también R*, formado por dos ejes ortogonales (perpendiculares)
comunmente denominados eje X (o eje de abscisas) y eje Y (eje de ordenadas), el

primero horizontalmente y el segundo vertical. En este nuevo espacio
(R?) llamaremos puntos a sus elementos que tendran la forma de pares ordenados
(X,,Y,) donde la primera coordenada corresponde a la posicion vertical (posicion

sobre el eje de las abscisas) y la segunda corresponde al valor de las ordenadas.
Para fijar ideas veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Consideremos una funcion que tiene como dominio y codominio al
conjunto de todos los numeros reales, es decir, sea f:R —> R, definida de

manera tal que mande a cada elemento a su doble, o sea f(X)=2.x
Es claro entonces que en este caso la imagen de f coincide con el codominio de
f . Para ver esto basta tomar un valor en codominio, b € Cod( f) y ver que existe

un valor a € Dom(f) tal que f(a)=Db. Para ello basta tomar a = % .

Si realizamos un grafico de esta funcion colocando tanto en el eje de abscisas
como en el de ordenadas al conjunto R , obtenemos:

yeR“ f(xX)=2x

(x,2.X)

12



Notas de Analisis | 2. Generalidades Sobre Funciones

Inyectividad, sobreyectividad y biyectividad

En el estudio de las funciones podemos distinguir a las funciones segun su
comportamiento respecto de los elementos de su dominio y de su codominio.
Quisiéramos poder distinguir a una funciéon que siempre manda dos elementos
distintos a dos distintos y aquellas que no. Para fijar idea, pensemos en la funcion
del ejemplo anterior, es bastante claro que esta funcion siempre envia dos
elementos a elementos distintos, matematicamente decimos que si a #b entonces
f(a)= f(b). Supongamos que f(a)=f(b) y veamos que a=Db. Si
f(a)= f(b), entonces como f(X)=2x tenemos que 2.a=2b y multiplicando
por el inverso multiplicativo de 2 a ambos lados obtenemos que a=Db.

Como para que esto se vea mas claro, consideremos la funcion g(x) = x°,
que dado un valor real cualquiera lo multiplica por si mismo. Tomemos a=1,
b=-1,yclaramente a # b ,pero g(a)=1y g(b)=1, luego g(a)=g(b).

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion: Una funcion f:A— B se dice inyectiva si dados X,X, €A vy
f(x)=f(X)=>Xx =X,.

Con respecto a lo observado anteriormente, podemos decir que con las
funciones f y g definidas como antes, f es inyectiva, y que gno lo es.

Por otro lado hay diferencia sustancial entre estas dos funciones: como ya
observamos Im(f)=R, lo cual coincide con su codominio. ;Sera esto cierto para

la segunda? jClaramente no! Tomemos un elemento particular en el codominio y
veamos que no pertenece a la imagen, por ejemplo que pasa si tomamos b =—1,

(sera cierto que existe ae Dom(f)=R tal que f(a)=b? Responder esto es

equivalente a preguntarse si existe aeDom(f)=R tal que a’=-1, y

claramente la respuesta a esto es negativa, no hay elementos que elevados al
cuadrado sean iguales a -1.

Esto motiva una nueva definicion:

Definicion: Una funciéon f:A—> B se dice sobreyectiva (o suryectiva) si
VyeB Ixe A talque f(X)=Y.

13
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Diagrama que representa a Diagrama que representa a
una funcién no inyectiva. una funcion no sobreyectiva.

Un teorema importante que caracteriza a las funciones sobreyectivas el es
siguiente:

Teorema: Sea f : A— B una funcion. Son equivalentes:

i) f essobreyectiva

ii) f(A)=B donde f(A)={yeB/3xe Atalquef(x)=y]}

iii) Im(f)=Cod(f)
Demostracion: veremos entonces que i) = ii), ii) = iii) y finalmente iii) = 1).
i)=1ii)) Sabemos f es sobreyectiva, luego VyeB Ixe A tal que f(x)=vy,
entonces por la definicion de f(A) obtenemos que B < f(A), y como f(A) es
un subconjunto de B entonces vale f(A)c B,y porlotanto f(A)=B.
ii) = iii) Sabiendo que f(A)=B, como por definicion f(A)=Im(f) vy
B =Cod(f), obtenemos que Im(f)=Cod(f)
iii) = 1) Sabiendo que Im(f)=Cod(f) entonces podemos afirmar que para
cualquier valor y e Cod(f), entonces y e Im(f)= f(A), por lo tanto como Y es
un elemento de f(A), entonces por definicion de f(A) existe un elemento luego
xe A tal que f(xX)=Yy, lo cual nos da exactamente la definicion que dimos de

sobreyectividad.
Y con esto queda probado el teorema. O

En conclusion podriamos haber adoptado cualquiera de estas como la
definicién de funcidn sobreyectiva.

Es importante observar que la inyectividad no esta necesariamente ligada
la sobreyectividad. Estos son conceptos que dependen fuertemente de la eleccion
del dominio y codominio de la funcion. Se deja como ejercicio para el lector
encontrar funciones que sean de un tipo y no del otro.

Concluiremos dando un nombre a aquellas funciones que cumplen las dos
caracteristicas anteriormente mencionados.

Definicion: Una funcion f:A—>B se dice biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva.

14
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Para ver cdmo estos conceptos se relacionan con el codominio de la
funciéon, basta analizar el grafico de la funcion. Si para todo valor
y € B=Dom(f) sucede que al trazar una recta horizontal corta en al menos un
punto al grafico de la funcién, entonces diremos que es sobreyectiva, ya que
entonces podemos encontrar un elemento X € A tal que f(X)=y. Si para todo
valor ye B =Dom(f) sucede que al trazar una recta horizontal corta en a lo
sumo un punto al grafico de la funcién, diremos que es inyectiva ya que la funcion
no repite valores del codominio. Luego en el caso en que para todo valor
y € B=Dom(f) suceda que al trazar una recta horizontal corte en uno y sélo un
punto al grafico de la funcidn, diremos que es biyectiva, ya que sera inyectiva y
sobreyectiva a la vez.

10 g y

0.5

2]

1

0 i 3 3 4 G hi b ns i (GRS RS-
2]

Ejemplo de funcion no- Ejemplo de funcion no- Ejemplo de  funcion
inyectiva sobreyectiva biyectiva

Otras consideraciones sobre funciones
En la seccion anterior hemos estudiado como clasificar a las funciones de
acuerdo con su comportamiento respecto de su dominio y codominio, veremos

ahora como clasificarlas segun su simetria respecto de los ejes coordenados.

Definicion: Una funcion f se dice par si f(—Xx)= f(X)para todo X en el
dominio.

Notar que esta definicién nos esta diciendo que toda funcidon par es
simétrica respecto del eje Y, ya que la funcion toma el mismo valor en los puntos

Xy —X.

Definicion: Una funcion f se dice impar si f(—x)=—f(X) para todo X en el
dominio.

Observara ahora que esta definicién no nos dice nada sobre su simetria
respecto de alguno de los ejes, sino que dice que toda funcidén par es simétrica

15
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respecto del origen, ya que toma el mismo valor en los puntos (X, f(X)) y

(=x,—f(x).

Definicion: Una funcion f se dice periddica con periodo p(p>0)si
f(x+ p)= f(x) paratodo x.

Si realizamos un grafico de una funcion periddica notaremos
inmediatamente que existe un intervalo en el cual la funcidon toma ciertos valores
y que en el resto del dominio repite periddicamente estos valores tomados. Para
ver esto con mas claridad grafiquemos alguna de las funciones trigonométricas
clésicas, por ejemplo el seno.

VA BVAYA

Graéfico de la funcion f (X) =sin(X — 7). Periodo: 27 , amplitud: 1.

Obs.: El periodo de la funcion f(X)= Asin(Bx+C) 6 f(X)=Acos(Bx+C) es
2z
Bl

Se deja como ejercicio para el lector determinar cudl es el periodo de la
funcion f(X)=tanX.

Para las funciones trigonométricas definiremos su amplitud como |A

, esto

indica la diferencia entre las ordenadas de los valores méaximos y los valores
minimos

Veamos ahora algunos ejemplos que ayudaran a clarificar lo visto en las
secciones anteriores de este capitulo.

Ejemplos:
e Sea f:R-H>R, f(X)=mx+b, mbeR, entonces si m=#0, f es
sobreyectiva ya que dado Yy,eR=Cod(f), basta tomar

X, = Yo _% e R=Dom(f), y se verifica que f(x,)=Y,, (observar
que Im(f)=Cod(f)). f es inyectiva ya que si f(x)=f(X,),
entonces Mx, +b=mx, +b, luego despejando X, =X, . Por lo tanto f

es biyectiva y se ve que como f(a)=ma+b vy como
f(-a)=m(-a)+b=-ma+b, resulta ser par si

16
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f(a)=f(-a) <

m(-a)+b=ma+b< m(-a)=ma<2ma=0< m=0. Y resulta ser
impar si f(a)=-f(-a)< < -m(-a)-b=ma+beob=-b<
< 2b=0<b=0. Observar que la tinica funcion par impar a la vez
es la funcion f(X)=0 VX.

e Sea f:R—>R, f(x)=x’, entonces f no es sobreyectiva ya que
existe un valor y,eR=Cod(f) para el cual no existe
X, e R=Dom(f) tal que f(x,)=Y,, en este caso basta tomar
Yo=—1, y claramente no existe XeR=Cod(f) tal que
f(x)=x> =y, observar que Im(f)=R_j#R=Cod(f). Y f no es
inyectiva ya que existen X,X, € Dom(f) tales que f(x)= f(X,), en
este caso basta tomar x,=1, x,=-1, y se ve que
f(x)=(1)=1=(-1)>=f(x,) . Por lo tanto f no resulta ser
biyectiva. Se puede ver que f(a)=a’=(-a)’ = f(-a), luego f es
par.

e Sea f:R,, >R, f(X)=x". Se deja de gjercicio mostrar que f es
biyectiva, y analizar los casos f:R,, >R y
f:R>R,, con f(x)=x".

e Sea f:R-{a}>R-{b}, con f(x)= 2 +b=bX+(2—ba)’
X—a X—a
veamos que es biyectiva. Es  sobreyectiva ya  que

Im(f)=R—-{b}=Cod(f) (se deja de ejercicio verificar esto). Es
inyectiva ya que si f(x)=f(x,) entonces

2 +b= 2 +b< 2 __2 S2(X,—a)=2(X, —a) = X, =X
X, —a X,—a X—-a X,—a
. Por lo tanto f es biyectiva. Se deja como ejercicio para el lector
verificar que f no es ni par ni impar.

Composicion de funciones

En esta seccidon veremos una propiedad que tienen las funciones que es de
mucha utilidad, veremos que dos funciones se pueden componer. Para comenzar
supongamos que queremos tapizar un cuadrado de 10 cm. de lado, con una tela
que cuesta $0,2 el cm?, entonces primero calculamos el 4rea (10 cm. . 10 cm.=100
cm?) y luego calculamos su valor (100 . 0,2 = 20).

Pensemos matematicamente como fue nuestro proceder.

17
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f(x)=x’ , g(x)=0,2.X
Lado Area Costo
10 > 100 > 20
a » f(a) » 9(f(a)

Esto indica que estamos aplicando dos funciones, primero f(X)= X", que

es la funcién encargada de vincular el tamafo del lado con el area, y luego
g(x)=0,2.X que es la que relaciona el valor del area con el costo por unidad.

Podemos resumir todo este trabajo construyendo una Unica funcién que sea la
encargada de calcular el valor total a partir del tamafio del lado directamente.
Veamos que el resultado final es g(f(a)), es decir, aplicar g al resultado de

aplicarle f a a. Entonces definimos h(x)=g(f(X)) y lo notamos como
h=gof.

Definicion (Composicion de Funciones): Sean f:A—>B,g:B—>C dos
funciones. Definiremos la composicion de g con f como gof, tal que
(geo F)(X)=g(f(x)), es decir que g compuesta con f aplicadaaun x funciona
como aplicar ¢ al resultado de haber aplicado f a x.

A B g(B)

Veamos algunos ejemplos que nos servira para clarificar como se realiza
una composicion de dos funciones:

Ejemplos:
i) Sean f:R-{3} >R, g:R—>R dos funciones definidas como
f(x)= 2X+31 g(X)=x>+2. Veamos ahora como se comporta
X —
h=gof. La funcion h=gof esta  definida  como

2 2x+1)
h(x)=g(f(x))zg(“”):(zx”j 2o (24D

=-—+2. Notar que
X—3 X-=3

(x=3)°

como dom(h) =dom(f)=R—-{3} la funcion no se indefine.
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ii) Pero si decidiéramos componer en sentido inverso es decir | =fog,
luego I se define como I(x)=f(g(x)):
2(x* +2)+1

I(x)= f(X*+2)= , deberiamos tener mucho cuidado con

(x> +2)-3
cual es el dominio de |. Ya que dom(l)= {X eR/(X*+2)-3# 0} , €s
decir dom(l) =R —{-1,1}. Esto es algo que no esperabamos a priori.

iii) Supongamos ahora que componemos dos funciones f y g cuyos
dominios son dom(f)=R-— {a} y dom(g)=R- {b} (Qué podemos
decir del dominiode h=gof yl=fog?

Calcules cual es dom(h)=dom(geof), para empezar como
h(x)=g(f(x)) es necesario que f esté definida donde h esta
definida, luego a ¢ dom(h). Pero ademas hay que tener cuidad de que
g no reciba valores que no estdn en su dominio, es decir ;qué pasa si
f(c)=Db, no podriamos calcular g(f(c))=h(c)? Entonces tenemos
que sacar todos los valores tales que vayan a paraa b via f, es decir

debemos quitar todo el conjunto f~'(b)= {C e Dom(f)/ f(c)= b} )
Con lo cual obtenemos que dom(h) =R —( f'(b)yu {a}).

Se deja como ejercicio para el lector verificar que

dom()=R—(g™"(a)u{b}).

Funcion inversa

Supongamos ahora que estamos en las condiciones anteriores:
f:A—>B,g:B—>C dos funciones, y definimos h=gof, es decir, hel

resultado de aplicar f y luego g. ;Qué pasa si la eleccion de hace de forma tal
que g deshaga los cambios que produjo f ? Como se muestra en el siguiente
diagrama:

l g(B)C_fk
Q | = |
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Dicho de otro modo, la composicion de g con f no produce ningin
cambio, g(f(x))=X. Pensemos en el siguiente caso: f(X)=2x+7 vy

900 =X-74.
Calculemos h=go f : h(x)=g(f(x)) = f(X)—%:(2X+7)—%:X.

Se deja como ejercicio para el lector verificar que 1(X)=(f oQg)(X)=X.

Esto nos indica que las composiciones resultan ser las identidades de A y de B
respectivamente, estoes h=1d,, | =1d;.

En este caso diremos que f y ¢ son funciones inversas y resultara que
C=A(f:A->B,g:B—>A).

Definicion: Sean f : A— B, g:B — A dos funciones tales que f(g(x))= X para
todo X en el dominio de g y g(f(X))=Xx para todox en el dominio de f,
entonces f y g se dicen funciones inversas (se suele decir que g es la funcion

inversade f ysenota g=f").

Ejemplos:
e Sea f:R—>R, f(X)=mx+b, mbeR, como f es biyectiva si

m =0, entonces admite inversa. Calculemos f': tomo y=mx+b y

despejamos. y=mx+b< y-b=mx< y_V

m =X yaque m=0,

luego f':R — R, se define como f‘l(x)=x_bm.

e Sea f:R—>R, f(x)=x*,como f no es biyectiva no admite inversa.

e Sea f:R,—>R,, f(X)=x>. Se deja de ejercicio mostrar que existe
f ' definida como f':R.,, >R, yque f'(x)= JX y analizar los
casos f:R,, >Ry f:R—>R,, con f(x)=x".

Sea f:R—{a}aR—{b},con f(x)= 2 +b:bx+(2—ba)
X—a X—a

es biyectiva luego admite inversa y despejando obtenemos que como

. Hemos visto que

y=i+b<:>y—bzi<:> X—a=

—— (ya que y-b#0, porque
X—a X—a y-b

bgCod(f)) <wx= Lb-f- a, luego existe f'  definida como

f":R—-{b} >R—{a} donde f‘(x):ib+a.
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El siguiente teorema nos da una caracterizacion de las funciones que son
invertibles.

Teorema: Una funcion f:A— B, con A,Bc R admite inversa si y solo si es

biyectiva.
Demostracion: =) Supongamos primero que f admite inversa, entonces

podemos definir una funciéon g:B — A que resulte ser la inversa de f de lo cual
sale que (gof)(X)=x para todo xXe A y (fog)(X)=x para todo xeB.
Supongamos que existen X,X,€A tales que f(x)=f(x,) entonces
9(f (%)) =g(f(x,). luego (g F)(x)=(ge F)(x,) y por lo anterior X, =X, lo
cual prueba la inyectividad. Por otro lado, sea Y, € B, queremos ver que hay un
elemento x, € A tal que f(x,)=Y,. Si consideramos X, =0(Yy,) resulta que
f(x,)=f(9(y,)) =Y, exactamente como queriamos.

<) Supongamos ahora que f es biyectiva y veamos que admite inversa, es
decir, debemos definir una funciéon ¢g:B — A tal que (geo f)(X)=X para todo
xe Ay (fog)(X)=X paratodo X e B. Tomemos entonces un elemento y, € B,
por la sobreyectividad de f sabemos que existe un elemento X, € A tal que
f(x,) =Y, y sabemos por la inyectividad que ese elemento X, es unico. Entonces
definimos g(y,)=X,. Veamos que de esta forma obtenemos una funcion
g:B — A, que por construccion es la inversa de f .O

Daremos ahora nombre a otros tipos especiales de funciones, y usaremos
el teorema anterior para poder sacar conclusiones sobre la existencia de sus
funciones inversas.

Definicion: Sea f:A—R diremos que f es creciente en A si, para todo
X, X, € A, X <X, entonces f(x)< f(x,).

Definicion: Sea f:A—>R diremos que f es decreciente en A si, para todo
X, X, € A, X <X, entonces f(x)= f(Xx,).

Observar que esto admite que en algunos puntos la funcién repita valores.
Daremos un nombre a aquellas funciones crecientes (o decrecientes) que no

repiten valores.

Definicion: Sea f:A—R diremos que f es estrictamente creciente en A si,
paratodo X, X, € A, X, <X, entonces f(X)< f(x,).
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Definicion: Sea f: A— R diremos que f es estrictamente decreciente en A si,
paratodo X, X, € A, X, <X, entonces f(X)> f(Xx,).

Notar que la desigualdad estricta impide que la funcion repita valores. Por
otra parte, es claro que si una funcién es estrictamente creciente (decreciente),
entonces es creciente (decreciente) a secas.

Para las funciones que son crecientes o decrecientes diremos que son
funciones monétonas, y este término involucra a todas las funciones que son de la
forma de las de las definiciones anteriores.

Veamos coémo aporta esto al objetivo de estudio de esta seccidbn que es la
existencia de la funcion inversa de una funcion dada.

Supongamos que f : A— B es una funcion estrictamente creciente, por lo

que vimos antes no repite valores en el codominio, ya que si X, # X,, entonces
X, <X, 0 X, <X yentonces f(x)<f(x,) 6f(x,)<f(x) luego f(x)= f(x,),
lo cual prueba la inyectividad. Por otra parte si modificamos el codominio de f
convenientemente, es decir, tomamos B =1Im(f), entonces resulta biyectiva, y
por lo que vimos antes esto es equivalente a decir que f admite una funcioén
inversa. Esto prueba el siguiente teorema:

Teorema: Sea f:A— R estrictamente creciente o decreciente en un intervalo,
entonces f admite inversa.

En los siguientes graficos se puede observar como la monotonia de la
funcion implica la biyectividad y esto permite definir la funcidn inversa. Ademas
asi se podra apreciar como el grafico de una funciéon y el de su inversa resultan
simétricos respecto de la recta y = X
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Funciones especiales

Dedicaremos esta seccion a estudiar algunos tipos de funciones
particulares, a saber: Funciones lineales, cuadraticas y polinémicas en general.

Funciones lineales

Definicion: diremos que una funcion f : A— B es lineal si responde a la
forma f(x)=mx+b,con mbeR.

La primera observacion serd que es grafico de una funcién de este tipo esta
representado por una recta. Es facil ver que si m=0esta funciéon resultara
constante, es decir, tendremos que f(X)=Db para todo valor de x, con lo cual su

grafico seria una recta horizontal a la altura del valor b. Al numero m lo
llamamos la pendiente de la funcion, ya que en un grafico de la funcion, éste
determina la inclinacion de la recta. Al valor b lo llamamos ordenada al origen.
En resumen toda funcidn lineal estd determinada por dos valores: la pendiente y la
ordenada al origen.

Una observacién elemental que esta relacionada con la geometria del
grafico de las funciones lineales es que como éste es una recta, bastaria conocer
dos puntos del plano por donde esta funcién pasa para determinar su grafico
completo. Esto es: dados los puntos (X,,Y,),(X;,Y,) € Ax B, existe una tnica recta

que pasa por esos puntos.
Mas atin, veremos que dada una recta en el plano (L < AxB < R?), hay
una Unica funcion cuyo grafico esL, esto junto con la observacion nos permite
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ver que dos puntos cualesquiera (X,,Y,).(X,Y,)€ AxB (no alineados

verticalmente) determinan una unica funcion lineal.

Veamos entonces que se cumple lo que afirmamos en el parrafo anterior,
es decir, que dada una recta determinada en el plano hay una tnica funcién lineal
para la cual esa recta representa su grafico. Construiremos una funcion lineal
donde el valor de m esté dado por la pendiente de la recta y el valor de b sea la
coordenada del eje de las ordenadas (Y) donde el grafico de la funcion corta a
este mismo eje. ;Como determinamos la pendiente? La pendiente esta dada por el
cociente entre el incremento en el eje de las ordenadas, y el incremento en el eje

. . . Y,y _AY .
de las abscisas. Es decir definiremos m="! %_XO— /AX y b estard

definido como el valor que hace que (0,b)e L.

Por construccion estos valores m y b son unicos. Supongamos que
hubiera otro valor posible para b entonces como b= f(0) ya que f(0)=mO+b,

este nimero determina que punto del plano de la forma (0,b) que pertenece al
grafico de f . Y nuevamente s6lo hay un posible valor para la pendiente de la

recta que es el valor de mpor definicion, luego hay una Unica funcion posible
para un grafico dado.
El grafico de abajo ilustra el proceder anterior.

A f
yeR .
AY Definimos:
I]I:II:|I - . AY
> m= /AX
(0, b) A Definimos la
/ 00— = ordenada al
> origen como el
xeR valor b hallado.

Se enunciardn a continuacion dos teoremas cuyas correspondientes
demostraciones quedan como ejercicio para el lector.

Teorema: Sea f:A—B una funcion lineal, f(X)=mx+b, con mbeR,
entonces f es creciente si m>0 y decreciente si m<0.

Teorema: Sea f:A—B una funcion lineal, f(X)=mx+b, con mbeR,
entonces f es estrictamente creciente si m>0 y estrictamente decreciente si
m<0.
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Funciones cuadraticas

Definicion: diremos que una funcion f:A— B es cuadratica si responde a la
forma f(x)=ax*+bx+c,con a,b,ceRya=0.

Notar que esta ultima condiciéon es fundamental ya que si afuera 0
entonces f seria una funcion lineal.

En este caso necesitaremos conocer estos tres valores para poder conocer
univocamente a la funcion cuadratica de la que se habla. Como sus grafico esta
representado por una parabola necesitaremos ahora conocer tres puntos del plano
(no alineados) por donde la pardbola pasa para determinarla de forma tnica. Y
como dada una pardbola hay una unica funcidn para la cual ésta es su grafico,
entonces tres puntos en el plano (no alineados) determinan una unica funcion
cuadratica.

Una propiedad importante que diferencia a las funciones cuadraticas de las
lineales es que para las primeras hay esencialmente una unica forma de
expresarlas ( f(X)=mx+Db), mientras que para las cuadraticas tenemos tres

maneras posibles, a saber:

i) Forma poli némica: f(X)=ax>+bx+c,con a,b,ceRy a=0.

ii) Forma canonica: f(x)=a(x—x,)>+Y,,donde X, representa el valor de
las abscisas del vértice y Y, el valor de las ordenadas del vértice.

iii) Forma factorizada: f(X)=a(Xx—-x)(X—Xx,), donde X, y X, representan
las raices de f . Notar que si f no tiene raices, es decir f(X)=# X para todo X,
entonces no es posible expresar a f de esta forma.

0 T T 1
15 2 2 3
AV’

O 2 e e 2 22 24 28 2R
X.
No tiene raices, a>0. Tiene raices =1, r,=2,5, a<0.

3

Revisemos los conceptos que se usaron en las definiciones:
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Llamamos eje de simetria de la funcion al valor X, de las abscisas para el
cual se cumple que f(x,—h)= f(X,+h), es decir, el grafico de la funcion es

simétrico respecto de la recta vertical X = X,. Llamamos vértice al punto del plano

(X, F(X,)) y lo notamos (X,,Y,) -

Con respecto al numero a diremos que su valor absoluto, que es el
coeficiente correspondiente al término cuadrético, es el que determina la amplitud
de la pardbola. Esto quiere decir que cuanto mayor es el nimero |a| la pardbola
que representa graficamente a la funcion f estara mas “abierta”, cuanto menor
sea |a|, la pardbola estara mas cerrada. Ademas si el valor de a es positivo la
parabola estard “apoyada en su vértice”, mientras que si a es negativo, entonces
la parabola estara “colgando del vértice”. Mdas formalmente diremos que: a >0
entonces la funcion tendra concavidad positiva, si a <0 diremos que la funcion
tiene concavidad negativa, o simplemente que es cOncava positiva 0 negativa
respectivamente.

Los valores X, y X, mencionados en la tercera definicion corresponden

como ya dijimos a los ceros de la funcion, esta claro que éstos podrian no existir.
Consideremos el caso de la funcion f(x)=x’+1, donde segin la notacion

adoptada a=1, b=0,y c=1. Deberia ser claro para el lector que esta funcion no
puede tener ceros, ya que buscar soluciones para la ecuacion f(x)=0 es

equivalente a buscar una solucion para x> +1=0, o sea Xx* =—1, lo cual sabemos
que no es posible sobre el conjunto de los nimeros reales. En casos como este en
el cual la funcion cuadratica que se nos dio no admite expresion factorizada
diremos que es irreducible, y graficamente se condice con el hecho que su grafico
no corte el eje de las abscisas (las abscisas de estos posibles cortes son los
candidatos a raices de la funcion).

Funciones polindmicas

Este tipo de funciones seran tratadas muy brevemente. Es probable que el
alumno esté acostumbrado a operar con polinomios, no haremos aqui ninguna
distincion entre polinomios y funciones polindmicas ya que no pretendemos
meternos en conceptos demasiado algebraicos, y escapa a los objetivos de este
curso.

Este tipo de funciones generalizan a las funciones anteriores, recordemos
que las funciones lineales son de la forma f(X)=mx+b, y las cuadraticas son de
la forma f(x)=ax’+bx+c, en las primeras el mayor exponente que acompafia a

las X es a lo sumo un 1, mientras que en las segundas es un 2. Llamaremos
funciones polindmicas a aquella funciones que son sumas finitas de coeficientes

de la forma ax", con aeR y neN, es decir ahora admitiremos que los
exponentes sean tan grandes como se deseen. Es importante que el alumno no
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confunda a las funciones polindmicas con aquellas sumas en las cuales se
permiten trabajar con infinitos términos, a estas se la llamardn series y las
trataremos en el ultimo capitulo.

Definicion: diremos que una funcion f : A— B es polinomica si responde a la
forma f(x)=a,x"+a, X"'+...+aXx+a,,con a € R paratodo i entre 0y n.

Con la notacion de la definicion anterior llamaremos grado de f al
exponente de la X del primer término de coeficiente no nulo. Entonces ahora
podemos formalizar la idea anterior de que las funciones polinémicas generalizan
a las funciones lineales y a las cuadraticas. Podriamos definir a las funciones
lineales como funciones polindmicas de grado menor o igual que 1, y a las
funciones cuadraticas como aquellas funciones polindmicas de grado 2.

Dadas dos funciones polindmicas f(x)=ax"+a, X" +...+ax+a, vy

g(x)=b,x"+b, X" +...+bx+b,, definimos la suma de f con g como:

(Supondremos que m>n) entonces completando con ceros los términos
correspondientes obtenemos que:
f(X)=0x"+...+0x" +a x"+a, X" +...+aXx+a, y luego sumamos término a
|\ —
se completa con 0 los
términos restantes
para llegar am

término obtenemos:

fO)+g(x)=(b, +0)x" +...+(b

n+1 n
L FOX™ + (b, +a ) )x"+...+ (b, +a,).
Para facilitar la notacion introduciremos aqui algiin simbolismo que puede
que al lector le resulte nuevo, es aconsejable que se asimile esta escritura lo mas

rapido posible, ya que sera de frecuente uso en todas las materias de matematica

n
desde aqui en adelante. Notaremos Zaix' =ax"+a_X"'+..+ax+a,, es
i=0

decir, la suma de los términos de la forma ax' desde i =0 hasta i =n.
Ahora estamos en condiciones de definir el producto de funciones
polindémicas. Dadas dos funciones polindémicas
f(x)=ax"+a_x""+...+ax+a, y g(X)=b x"+b _x""+.. +bx+b,,
definimos el producto de f con g como:

n+m

f(X).09(x)= Z((bo +a,)+(Mb +a )+...+(b_ +a)+(b +a0)) X', es decir, es una

suma desde i =0 hasta i =n+m, donde el i-ésimo sumando es la sumas de todos
los coeficientes (tomados de a dos) cuyos indices suman i. Notar que esto nos es
mas que una generalizacion la propiedad distributiva que el lector ya conoce, si se
quiere una forma “complicada” de escribir la distributiva de dos términos:

n n-1 m m-1
(a,x"+a, X" +...+ax+a,).(b,x" +b, X" +...+bx+Db)).
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Nuevamente la resta entre f y gesta definida como f +(-1).g donde,
tanto la suma como el producto, son los recién mencionados.
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3 - NUMEROS REALES

Nuestro objetivo principal es profundizar el estudio sobre el
comportamiento de las funciones ( f : A— B) y lograr operar con ellas. Para esto
sera necesario manejar bien el concepto de niimero real, ya que los conjuntos A y
B donde trabajaremos seran en general subconjuntos de los numeros reales, es
decir AcRy BcR.

Veremos en este capitulo como se representan los numeros reales sobre
una recta. Y estudiaremos algunas de las propiedades que tienen los niimeros
reales y algunos de sus subconjuntos, entre ellas se destacan dos propiedades muy
importantes como ser la propiedad de completitud y de densidad.

La recta real

Es conocido por la mayoria de los alumnos de secundario que los nlimeros
reales pueden ser representados sobre una recta. ;Esto no es acaso posible
también con los numeros racionales, enteros y naturales? ;Qué propiedad tan
importante cumplen los numeros reales que los distinguen tanto del resto?

Para empezar observemos que si colocamos los nimeros enteros o
naturales sobre una recta quedan “agujeros”, es decir, podemos observar que entre
un natural y otro, o entre un entero y otro hay un espacio libre.

S SR (S S S S S S— S— S—

Al final de este capitulo mostraremos que si bien los nlimeros racionales
parecen llenar la recta, de todas forman siguen quedando agujeros. Sin embargo
en cualquier segmento por mas pequefio que sea, podremos encontrar un nimero
racional ahi dentro (Propiedad de densidad). El resultado fundamental sera que si
colocamos todos los nimeros reales sobre la recta, esta se llena completamente
sin dejar agujeros, y este resultado sera el ya mencionado principio de
completitud.

Estudiaremos primero algunas propiedades elementales de los nimeros
reales en la seccidn siguiente, veremos como se comporta el conjunto R, de los
numeros reales, con respecto a las operaciones + (suma) y . (producto).
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Axiomas de cuerpo ordenado

Consideremos para comenzar en conjunto de los nimeros reales, un
conjunto como se indico en el capitulo 1, no es méas que una “bolsa de elementos”,
es decir, si pensamos en el conjunto de las manzanas, no podemos hacer ningiin
tipo de operacion adicion, multiplicacion, potenciacion, etc. En este caso decimos
que un conjunto no estd dotado de ninguna operacion, es decir, no es mas que los
elementos que lo componen. (Ver apéndice B) Sin embargo nos interesaria poder
definir sobre el conjunto de los numeros reales dos operaciones, para lo cual
consideraremos a partir de ahora la terna (R, +, .), o sea, el conjunto R con las

operaciones + (suma) y . (producto). Esta terna forma lo que se denomina una
estructura de Cuerpo (ver apéndice A).

Observemos que ahora ya tenemos estas dos operaciones se nos permiten
sumar y multiplicar nlimeros reales, y como -1 es un numero real también
tenemos la resta ya que a—b=a+(—1).b.A demas como todos los inversos de un

numero real no nulo también es un numero real, es decir, si

aeR-{0}= %1 =a ' eR, entonces la division es una operacion valida, ya que

% = a.% =ab™', yyasabemosque b eR si b=0.

Pero todo esto no nos dice nada a cerca de como se comparan dos nimeros
reales, es decir, nos gustaria poder decidir si dados a y b dos numeros reales
cualesquiera alguno es mayor, menor o igual que el otro. Para esto
consideraremos una nueva operaciéon que sera < (menor o igual que), donde
a<b se lee: a es menor o igual que b. Entonces agreguemos esta operacion a
nuestra terna anterior y la transformaremos en una cuaterna (R, +, ., <), donde

ahora ademds de tener las operaciones ya mencionadas tenemos una nueva
operacion, que nos permite comparar dos elementos cualesquiera.

Observemos que la operacion < nos permite obtener nuevas operaciones,
esdecirsi a<b y b<a, entonces diremos que a=b (a esigual a b), esto no es
una propiedad, estamos definiendo la igualdad entre nimeros reales, en el caso en
que no suceda que a=b, diremos a=b (a es distinto de b ). Ademas si sabemos
que a<b y a=#b, entonces diremos que a<b (a es menor que b),
nuevamente aqui estamos definiendo la operacion <.

Veamos finalmente cuales son los axiomas de cuerpo ordenado, es decir
las propiedades que una cuaterna debe cumplir para ser un cuerpo ordenado.

Axiomas de cuerpo ordenado para (R, +, ., <):

S1)  Conmutatividad:
Dados dos nimeros reales a y b vale que a+b=b+a
S2)  Asociatividad:
Dados tres nimeros reales a, b y cvale que a+(b+c)=(a+b)+c

S3)  Elemento neutro de la suma:
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Existe un ntimero real 0 (cero) para el cual, para cualquier nimero real a,
vale que a+0=a
S4)  Inverso aditivo:

Dado un nimero real a, existe otro nimero real que representa el inverso
aditivo de a, que notaremos —a, tal que a+(—-a)=0

P1)  Conmutatividad:

Dados dos nimeros reales a y b vale que ab=b.a
P2)  Asociatividad:

Dados tres nimeros reales a, b y cvale que a.(b.c) =(ab).c
P3)  Elemento neutro del producto:

Existe un numero real distinto de cero 1 (uno) para el cual, para cualquier
numero real a, vale que a.l=a
P4)  Inverso multiplicativo:

Dado un numero real a distinto de cero, existe otro niimero real que
representa el inverso multiplicativo de a, que notaremos a ', tal que a.(a™') =1

D) Distributividad: (este axioma vincula las operaciones +y .)
Dados tres nimeros reales a, b y cvale que a.(b+c)=ab+ac

O1) Tricotomia:

Dados dos numeros reales a y b vale una y s6lo una de las siguientes
posibilidades:

a<b, b<a, a=b.
02) Transitividad:

Dados tres numeros reales a, b y ¢ que satisfacen que a<b y b<c,
entonces necesariamente vale que a<c.
03) Monotonia de la suma:

Dados dos nimeros reales a y b que satisfacen que a <b, entonces para
cualquier niimero real ¢ vale que a+c<b+c.
0O4)  Monotonia del producto:

Dados dos niimeros reales a y b que satisfacen que a <b, entonces para
cualquier nimero real ¢ positivo (0 < ) vale que a.c<b.c.

Un hecho muy importante es que toda la aritmética se basa en estos 13
axiomas, es decir que cualquier propiedad aritmética se desprende de aqui,
veamos algunos ejemplos.

Teorema (O es el elemento absorbente para el producto): Para cualquier nimero
real a vale que a.0=0.

Demostracion: Partimos de que a.0=a.(0+0)=a.0+a.0, la primera igualdad se
debe a que aplicamos el axioma S3), y la segunda por el axioma D), de lo cual
sale que a.0=a.0+a.0. Si ahora sumamos a ambos miembros el inverso aditivo
de a0, es decir —(a.0) obtenemos que a.0+(—(a.0))=a.0+a.0+(—(a.0)).
Veamos ahora que pasa con ambos términos: por un lado a.0+(—(a.0)) =0 por el
axioma S3), por otro lado a.0+a.0+(—(a.0))=a.0+(a.0+(—(a.0)))=a.0,
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primero por el axioma S2) y luego por S3). Con lo cual si juntamos lo obtenido
llegamos a que 0 =a.0, que era exactamente lo que queriamos probar. O

Se deja como ejercicio para el lector probar que a.(—b)=(-a)b, a partir
de los 13 axiomas anteriores.

Supremo e infimo

El objetivo de este capitulo es principalmente exponer la nocidon de
densidad de los nimeros racionales y de completitud de los reales. Para entender
que significa la propiedad de completitud que posee R serd necesario dar algunas
definiciones previas, que sera lo que haremos en esta seccion y en la siguiente:

Definicion: Un conjunto Ac R (A=) se dice acotado superiormente si existe

un namero real M tal que cualquiera sea ae€ A, resulta que a<M . Un valor
M como el hallado se llama una cota superior de A.

Definicion: (analoga a la anterior) Un conjunto Ac R (A= &) se dice acotado

inferiormente si existe un niamero real m tal que cualquiera sea a € A, resulta que
m<a. Un valor m como el hallado se llama una cota inferior de A.

Observaciones:

1) Podria no haber cotas superiores, esto corresponde al caso en que el
conjunto continiie hasta el infinito positivo (observar que los numeros
naturales como subconjunto de los reales no estd acotados superiormente).
(Ver mas adelante, al final del capitulo: Principio de Arquimedes)

i1) Podria no haber cotas inferiores, como en el caso anterior esto corresponde
al caso en que el conjunto continte hasta el infinito negativo (observar que
los niimeros enteros como subconjunto de los reales no esta acotados
inferiormente).

ii1) Es facil observar que si un conjunto posee una cota superior, entonces
posee infinitas. Para esto no hace falta mas que ver que si M es cota
superior de Ac R, entonces los numeros reales M +1, M+2,
M +3...son también cotas superiores.

iv) Andlogamente sucede con las cotas inferiores, si hay una entonces puedo
encontrar infinitas.

v) Puedo definir un orden sobre el conjunto de cotas superiores, es decir
habra cotas mas grandes que otras, por ejemplo M <M +2.

vi) Puedo definir un orden sobre el conjunto de cotas inferiores, es decir habra
cotas mas pequeias que otras.

Las preguntas que podemos formularnos a esta altura son ;habra una cota
superior que sea la mas chica de todas? O sea una que sea la que esta mas proxima
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al conjunto ;podra pasar que ésta pertenezca al conjunto? Y andlogamente con las
cotas inferiores.

Con respecto a la primera pregunta, esta propiedad que habiamos
mencionado de los niimeros reales, que los diferencia de los racionales, o sea la
completitud de R en término de cotas inferiores y superiores nos permite asegurar
la existencia de una cota mas proxima al conjunto. Es decir en el conjunto de
todas cotas superiores de un conjunto, habra una que sea la mas pequena, y en el
conjunto de todas las cotas inferiores, habra una que sea la mas grande.

Esto motiva las siguientes definiciones:

Definicion: Un conjunto A< R, acotado superiormente posee una cota superior
S que es menor que las demas. Es decir, cualquiera sea M cota superior de A,
podemos afirmar que a < S <M para todo ae A. Un valor S como el hallado se
llama el supremo de A (este valor es Unico y se nota sup(A) ).

Definicion: (analoga a la anterior) Un conjunto Ac R, acotado inferiormente
posee una cota inferior | que es mayor que las demas. Es decir, cualquiera sea m
cota superior de A, podemos afirmar que m< | <apara todo ae A. Un valor
I como el hallado se llama el infimo de A (este valor es unico y se nota inf(A)).

La segunda pregunta motiva las siguientes definiciones:

Definicion: Sea Ac Run conjunto acotado superiormente con supremo
S decimos que S es el méximo del conjunto si S € A. Es decir, si el supremo esta
dentro del conjunto lo llamamos maximo (este valor es unico, por se unico el
supremo).

Definicion: Sea Ac R un conjunto acotado inferiormente con infimo | decimos

que | es el minimo del conjunto si | € A. Es decir, si el infimo estd dentro del
conjunto lo llamamos minimo (este valor es nico, por se Unico el infimo).

En conclusion, es supremo de un conjunto es la menor de todas las cotas
superiores y el infimo es las mayor de todas las cotas inferiores. Si es supremo
pertenece al conjunto se le dice maximo, si el infimo pertenece al conjunto se le
dice minimo.

Antes de dar ejemplos veamos algunas definiciones mas, que nos
permitirdn construir los ejemplos y mostrar dos teoremas importantes vinculados
con la completitud.

Definicion: Llamaremos intervalos a los segmentos de la recta real.

Definicion:  Diremos  que I es un intervalo  cerrado  si:
| ={xeR/3a,beR:a<x<b}=[a,b].
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Definicion:  Diremos  que I es un intervalo  abierto  si:
| ={xeR/Ja,beR:a<x<b}=(ah).

Definicion: Diremos que | es un intervalo cerrado a izquierda y abierto a derecha
si: | :{XER/EIa,beR:aS x<b}:[a,b).

Definicion: Diremos que | es un intervalo abierto a izquierda y cerrado a derecha
si: | :{XGR/EIa,beR:a< XSb}:(a,b].

Ejercicio: Convencerse de que la union de intervalos no es necesariamente un
intervalo.

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo: Dado el conjunto A, escribir A como intervalo o como union de
intervalo, graficarlo en la recta numérica. Calcular: sup(A), inf(A), y decidir si

estos son maximos o minimos.
Consideremos el conjunto dado: A= {X eR/2x* =3 >-2x"+ 1}

Aqui, los elementos del conjunto son los xeR y 2x*>—=3>-2x>+1 es la
condicién que deben cumplir los elementos para pertenecer al conjunto A.

Luego a partir de la condicion despejamos:
2 =3>-2x"+1 <
2X=3-(2x+1)>0 <

X -4>0 <

44X -1)>0 <

X >1 <

X|>1 <

Xx>1v —=x>1 &

Xx<-1v x>1 <

(U S O R

X € (—o0,—1) U (1,400)

En este caso es claro que el conjunto obtenido no estd acotado, tanto
superior como inferiormente. Luego no tiene sentido hablar de supremo o infimo,
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ni maximos o minimos, ya que para esto necesitamos que el conjunto esté acotado
superior o inferiormente respectivamente.

Observemos que si se considera un conjunto Ac R, no vacio, acotado
inferiormente, pareceria razonable pensar que hay una relacion entre inf(A) y

sup(—A), donde —A={-a/aec A}.

Para fijar ideas veamos que si consideramos el intervalo abierto A = (a,b),
con a<b, resulta que inf(A)=a. Por otro lado —A=(-b,—a), y entonces
sup(—A)=-a, ya que es un intervalo abierto donde —b<-a. En resumen,
pareceria que inf( A) = —sup(—A) . Formalicemos esto:

Teorema: Sea Ac R, un conjunto no vacio acotado inferiormente. Entonces
inf(A) = —sup(—A) . (Equivalentemente —inf(—B) =sup(B), con B=—-A).
Demostracion: Demostraremos que —inf(—B)=sup(B). Supongamos que
¢ =sup(B), tenemos entonces que es una cota superior de B, y que es la menor
de todas las cotas superiores de B, y queremos ver que —C =inf(—B), o sea que
—C es una cota inferior de —B, y que es la mayor de todas las cotas inferiores de
—B . Supongamos que —Ccno fura una cota inferior de —B, entonces existe un
elemento —r e —B, tal que —r <—C, pero entonces seria C<r y como —r€—B
entonces I € B, lo cual contradice que C es una cota inferior de B . Entonces —C
debe ser una cota inferior de —B .

Veamos ahora que es la mayor de todas. Nuevamente, supongamos que no, es
decir que hay una cota inferior de —B mayor que —C. Esto significa que existe
un elemento —S que es cota inferior de —B tal que —-C<-sS, entonces S<cC,
luego como —s es cota inferior de —B entonces S es cota superior de B y s<c,
lo cual contradice que ¢ =sup(B). Por lo tanto —C tiene que ser la mayor de todas
las cotas inferiores, lo cual nos indica que —C=inf(—B), y esto prueba lo que
queriamos. O

Abiertos y cerrados

Como vimos en las definiciones anteriores, podemos encontrar diversos
tipos de intervalos en R, pero ademas, los intervalos no son los unicos
subconjuntos posibles de R. Pensemos por ejemplo en la union de dos intervalos,
estd claro que eso no es necesariamente un intervalo, por ejemplo si uno el
intervalo (0,1)con el intervalo (3,4], esto es (0,1)U(3,4]y no resulta un
intervalo.

Veamos entonces coOmo se generaliza esto:

Definicion: Se dice que G es un conjunto abierto, si para cualquier elemento
g €G, se puede encontrar un intervalo abierto | que contenga a ¢, tal que |
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esté completamente contenido en el conjunto G. Usando notacion matematica
diremos que G es abierto si Vge G, 3 | intervalo abierto tal que gel cG.

Claramente el intervalo | depende de la eleccion de ¢ .

Pensemos ahora que tenemos dos intervalos abiertos (a,b), (c,d), la

unidn de ellos serd un conjunto abierto (se deja al lector verificar esta propiedad),
mas en general, si tenemos una union finita de intervalos abiertos, esta resultara
también un conjunto abierto.

Se puede ver en las definiciones del paragrafo anterior que si un intervalo
no es abierto esto no implica que sea cerrado. Sin mas, pensemos en el ejemplo
anterior (3,4], veamos que esta idea se extiende a conjuntos mas generales de la

recta. Es decir:

Definicidn: Se dice que un conjunto F es un conjunto cerrado si su complemento
(F*=R-F) es abierto.

Para ver esta idea pensemos en el intervalo | =[a,b], su complemento se
escribe como |°=R-[a,b]=(-w,a)u(b,+w)que es unién de dos intervalos
abiertos (se deja al lector hacer las demostraciones que se crean necesarias)

Proposicion: El conjunto vacio (&) es abierto

Demostracion: Para esto sera necesario que el lector tenga cierta madurez
matematica. La idea serd muy simple: tenemos que ver que se cumple la
definicion, es decir, para cualquier elemento que tome que esté en el vacio,
deberia haber un intervalo que lo contenga, y que a su vez, esté contenido en el
vacio, pero como no hay ningin elemento en el vacio, esto se cumple
trivialmente. (El lector que no maneje estos conceptos puede remitirse al apéndice
B, donde seran explicados con més detalles). O

Proposicion: El conjunto de todos los numeros realesR es abierto.
Demostracion: Esto también es facil y no hay mas que hacer que mirar la
definicion, si tomamos un elemento geR, considero el intervalo

I =(g-1,g+1) (que como dijimos antes depende de la elecciéon de g) y se
verifica que | R por ser este un intervalo de numeros reales (mds auln,
cualquier intervalo que contenga a g serviria para nuestro propdsito). O

Corolario: El conjunto vacio (&) es cerrado
Demostracion: para ver esto no hay mas que mirar la definicion, bastara ver que

su complemento es abierto. Sabemos que su complemento es J° =R-J =R,
que por la proposicion anterior sabemos que es abierto. Entonces queda probado
que el conjunto vacio es cerrado. O
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Corolario: El conjunto de todos los nimeros realesR es cerrado

Demostracion: Sabemos que su complemento es R°=J-R =0, que por la
primera proposicion sabemos que es abierto. Entonces queda probado que el
conjunto de todos lo niimeros reales es cerrado. O

Densidad de Q@ y completitud de R

Tal como advertimos en la primera seccion de este capitulo nos
dedicaremos de lleno a ver de qué manera se comportan los racionales al ser
colocados sobre la recta. Para empezar estos parecerian completar la recta un poco
mejor que los enteros y naturales. Esta claro que el racional 2/5 = 0,2 estara entre

el 0yell.Yell/5=0,1 estardentreel 0 yel 2/5.
Veamos entonces que si tenemos los nimeros racionales ayb (a<b)
reprensados en la recta entonces entre ellos dos podemos colocar algin otro

. . . , (a+ by _a/.b
racional. Pensemos donde deberia estar el numero 5= A+ A como

a<b tenemos que a:%+%<%+%<%+%=b por lo tanto
a< %+% <b, entonces esta entre a y b.

A esta propiedad que cumplen los racionales (entre dos racionales
cualesquiera hay uno en el medio) la llamamos la propiedad de densidad de Q en
la recta. Entonces obtenemos el siguiente

Teorema: Dados a,be @ (a < b) cualesquiera, existe un niumero racional C tal
que a<c<b.

Dicho de otra forma, si tomamos una porcidon cualquiera de segmento de la
recta construida anteriormente podemos observar que seguro que tenemos un
racional ahi metido, esto se debe a que si tomamos un racional a la izquierda del
segmento y otro a la derecha, considerando lo anterior y repitiendo el
procedimiento de calcular el racional medio entre los anteriores podemos colocar
uno dentro del intervalo.

Como bien sabemos los racionales son un subconjunto propio de los reales
(es decir que todos los racionales son reales, pero hay reales que no son
racionales). Pensemos entonces en el niimero X positivo tal que elevado al

cuadrado da 2, es decir X =2=>X= V2 . Vemos que este numero no es racional.

Supongamos que si lo es entonces V2 =% con aeZ,beNtales que % es

2
irreducible, por lo tanto 2:(%) :a%Z, luego 2b”> =a’ entonces a’ es
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multiplo de 2, pero por ser a’ un cuadrado entonces es multiplo de 4, entonces
b* es multiplo de 2, entonces a y bson ambos multiplos de 2, luego llegamos a

que % no es irreducible, esto es un absurdo ya que habiamos supuesto que si lo

era. Por esto es que V2 es irracional.

Hemos visto en el capitulo anterior algunos ejemplos de numeros reales,
nos dedicaremos a estudiar algunas de las propiedades mas importantes que tienen
estos nimeros en el analisis matematico.

Propiedad (de completitud): Todo conjunto AcR no vacio acotado
superiormente tiene supremo. Es decir, existe ¢ € R tal que ¢ =sup(A).

Veremos que esta propiedad no es extensible al conjunto de los numeros
racionales. Para ello consideremos el conjunto A= {X eQ/x* < 2}. Si pensamos

al conjunto A como un conjunto con elementos en los reales, es evidente que el
supremo seria V2, pero éste es irracional, supongamos entonces que hubiera otro
candidato a supremo para A, pero ahora en los racionales, digamos que
sup,(A)=c con ceQ, entonces como el conjunto de los racionales es un

subconjunto de los racionales entonces CeR. Hay dos posibilidades: o bien
c<+/2 o bien ¢>+/2. Supongamos que c<+/2 : entonces ¢* <2, por la propiedad
de densidad de los niimeros racionales (enunciada y demostrada al final de este
capitulo) existe un valor reQ tal que c<r<+2 y r’<2, luego reA, lo cual
contradice que ¢ sea el supremo, ya que no es cota superior. Analogamente se
procede si ¢>~/2. Este absurdo parte de suponer que el conjunto A admite
supremo sobre los racionales. Luego como no todo subconjunto de Q admite
supremo se deduce el siguiente

Corolario: Q no es un conjunto completo.

Estudiaremos ahora algunas de las propiedades que se deducen como
consecuencia de la propiedad de completitud de los nimeros reales.

Recordemos que entonces todo conjunto no vacio acotado superiormente
admite un supremo, mas aun, este elemento es unico, el siguiente teorema nos
permitird poder caracterizar a este elemento.

Teorema (caracterizacion del supremo): Sea A un conjunto no vacio acotado
superiormente. Un nimero C es el supremo de A si y solo si cumple las
siguientes condiciones:

1) C es cota superior de A.
1) Para cualquier valor real de ¢ positivo existe ae A tal que
c—e<a.
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Demostracion: Para esto sera necesario probar dos implicaciones. Veamos
primero que si € =sup(A) entonces C cumple 1) y ii):

Sabemos que por ser el supremo C es la mejor de todas las cotas
superiores, en particular es una cota superior de A (luego cumple 1)). Para ver
que satisface ii) veamos que C—& <C ya que € es positivo, luego C—¢ no puede
ser una cota superior de A, ya que C era la menor de todas. Entonces debe haber
algun elemento a€ A tal que c—e<a. (si no fuera asi c—¢ seria una cota
superior). Esto prueba ii) con lo cual queda demostrada la primera de las
implicaciones.

Veamos ahora la implicacion en sentido contrario, es decir sabiendo que
existe un elemento que cumple i) y ii), veremos que este serd el supremo del
conjunto:

Supongamos entonces que C satisface 1) y ii). Entonces ya sabemos que es
cota superior (por 1)) y veamos que es la menor de todas. Para esto supondremos
que existe un valor d que es una cota superior de A. Si d <C basta tomar
g=c—d >0, pero por ii) existiria ac A tal que c—eg<a,ycomo ae A tal que
c—eg=c—(c—d)=c—-c+d=d, entonces existiria ae A tal que d <a, lo cual
contradice que d sea una cota superior de A. Con lo cual no puede suceder que
d <c, entonces d >c y de aqui sale que de haber otra cota superior esta debe ser
mayor que €. Luego C es la menor de todas las cotas superiores de A entonces
c =sup(A).Lo cual prueba la segunda implicacion y termina la prueba del
teorema. O

Como deciamos antes, este teorema es una caracterizacion del supremo, es
decir que cada vez que queramos probar que un nimero C es supremo de un
determinado conjunto A no vacio y acotado superiormente, deberemos probar que
este elemento cumple las propiedades 1) y ii).

Ejemplo: Dado el conjunto A, escribir A como intervalo o como uniéon de
intervalo, graficarlo en la recta numérica. Calcular: sup(A), inf(A), y decidir si

estos son maximos o minimos.

Consideremos el conjunto dado: A= {%2 1 / neN }

Si calculamos los primeros términos de la sucesion (*) generada por los
elementos del conjunto obtenemos:

n 123 4 5 6 7 8 9
{/2 /n EN}: _)_7_)_’_7_)_7_’_7...
n°-+1 2 51017 26 37 50 65 82

No es inmediato, pero mostraremos que sup(A) = % y que inf(A)=0.

Esto probablemente sea inmediato para el alumno que tenga
conocimientos sobre limites (ya que esta sucesion es decreciente con limite cero).
De todas maneras haremos el andlisis completo:

Veamos que inf(A)=0: podemos observar primero que dado &£>0,

Jae A tal que 0 <a<e¢. Esto es claro por el principio de arquimedeanidad que
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nos indica que el conjunto de los nimeros naturales no esta acotado, luego como

%2+1<8<:>n<g(n2+1)<:>%<n2+%:n+(%)’ pero  esta  dlfima

condicion se satisface trivialmente ya que independientemente de cual sea el valor
de &> 0, podemos tomar n e N/y <n y por lo tanto y <n +(y) . (Al final de
£ £ n

este capitulo se enuncia el teorema de caracterizacion del supremo que permite
justificar tedricamente este proceder).

Volviendo teniamos que: para todo £ >0, 3ae A/l0<a<e¢ luego hemos
obtenido que el infimo del conjunto no puede superar a cero. Entonces inf(A) <0.
Veamos que no es posible que sea inf(A)<0, ya que podemos encontrar un
elemento X ajeno a A, que sea mayor que el infimo (basta tomar Xx=0).
Finalmente obtenemos que inf(A)=0. Y como inf(A)¢ A, este conjunto no
posee minimo.

Veamos ahora que sup(A) =y , esto es obvio ya que si fuera
sup(A) >y, dado un £>0 y tomando sup(A)= 12+g, podemos encontrar
X=é+% que cumple que %< x<sup(A), y Xx¢ A, lo cual es absurdo. Y

tomando sup(A) < y , basta tomar x = 1 y ver que sup(A)<X con Xe A, lo

2 >
cual también es absurdo. Por lo tanto tenemos que sup(A)= % Y en este caso

como sup(A) € A, este resulta ser un maximo del conjunto.
Se deja como ejercicio para el lector completar el ejercicio realizando el

grafico del conjunto en la recta. (Tener en cuenta que los puntos de este conjunto
son puntos aislados)

(*) estudiaremos mas adelante con mayor detalle estos elementos matematicos

Veamos ahora otras consecuencias importantes de la completitud. El
resultado que se enuncia a continuacion formaliza un hecho bastante trivial que es
que el conjunto de los nimeros naturales no esté acotado superiormente. Este
Teorema conocido como el Principio de Arquimedeanidad o Principio de
Arquimedes, tiene consecuencias muy importantes en el analisis matematico.
Veremos posteriormente reformulaciones de este mismo principio.

Teorema (Principio de Arquimedeanidad): Para cualquier nimero real a, existe
un niamero natural n tal que n>a.

Demostracion: Supongamos que esto no fuera asi, entonces para cualquier
nimero natural n, resultaria que n<a, lo cual es equivalente a decir que el
conjunto de los numeros naturales N estd acotado superiormente (mas aun,
estamos afirmando que a es una cota superior). Como el conjunto N no es vacio
(pues el elemento 1€ N) por la propiedad de completitud podemos afirmar que
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admite un niamero real ¢ =sup(N). Por el teorema anterior, para todo € >0 debe
existir un numero ne N tal que c—e<n. Como esto vale para todo €¢>0, en
particular podemos tomar €=1. Entonces tenemos que existe un ne N tal que
c—1<n, entonces C<nN+1, pero esto es un absurdo ya que como n e N entonces
n+1eN y entonces C no seria una cota superior de N lo cual contradice que
c=sup(N).O

Observar que como se muestra al comienzo de la demostracion anterior
este hecho es equivalente a que el conjunto N no este acotado superiormente, lo
cual era bastante previsible. Luego obtenemos el siguiente corolario que no es
mas que una reformulacion del teorema anterior.

Corolario: El conjunto N de los nimeros naturales no admite una cota superior.

Corolario: Si € es un numero real positivo, entonces existe un nimero natural n

tal que %<8.

Demostracion: este resultado es inmediato, ya basta aplicar el teorema anterior

tomando a = % , entonces existe N e N tal que a= % <n, pasando de términos

obtenemos lo deseado. O

Posiblemente uno de los resultados mas importantes que se desprenden del
principio de arquimedeanidad o de la propiedad de completitud, es el proximo
teorema, que nos dice que entre dos numeros reales cualesquiera, siempre
podemos encontrar un numero racional.

Teorema (densidad de @): Dados a y b dos numeros reales cualesquiera tales
que a<b, podemos afirmar que existe un niimero racional r tal que a<r<b.
Demostracion: Esta demostracion talvez resulte ser un poco mas técnica que las
anteriores y serda efectuada en varias etapas, se recomienda que sea leida mas de
una vez para una mejor comprension.

Para comenzar supondremos que 0<a<Db. Llamemos entonces e=b—-a, es
decir, € representa la distancia entre @ y b . Por el corolario anterior existe n e N

tal que % <. Consideremos ahora un conjunto A= {m € N/m.% > a} , 0 sea

m
los valores naturales m que son mayores que a.n. Luego es claro que — es
n

, . . m
nimero racional y como los valores de A satisfacen que — > a, buscaremos un
n

valor de m suficientemente chico como para no pasarnos de b, ya que queremos
un racional entre @ y b. Como AcN, es decir, es un subconjunto de los
naturales, entonces existe un numero que es el menor de todos, digamos que
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. m , m
m=min(A), y veamos que — esta entre a y b. Ya sabemos que — >a porque
n n

. ., . , , M
me A, por ser m=min(A). Ademas — <D, ya que si no fuera si seria —>b,
n n

de donde:
I m 1 1 1
(m=1).—=—-—>b—-—>b—-(b—a)=a, o sea que (m—-1).—>a con lo cual
n n n n n

m—-1e A, lo cual seria contradictorio ya que m-1<m=min(A). Luego

m .
a<—<b, con lo cual probamos la primara parte.
n
Los casos restantes son considerablemente mas sencillos.
Supondremos ahora a <0< b, pero esto es inmediato ya que 0 es racional.
Veamos que pasa si 0 =a <b. En este caso, existe un valor ne N tal que % <b.

Como % es positivo y es racional queda probado este caso.

Resta ver los casos a<b<0 y a<b=0, que seran dejados como ejercicio. El
primero ellos es muy similar al ultimo caso demostrado ya que multiplicando por
-1 obtenemos que 0<-b<-a, y procedemos como antes. En el ultimo de los
casos procedemos de la misma manera, multiplicando por -1 y aplicamos lo
obtenido para el primero de los casos. Y con esto queda probado el teorema. Ol
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4 - SUCESIONES

En el capitulo 2 estudiamos a las funciones en general, dedicaremos este
capitulo al estudio de un tipo particular de funciones. Trabajaremos con funciones
definidas sobre los naturales, es decir, su dominio serd N. A este tipo de
funciones las llamaremos sucesiones.

Notar que en realidad lo que estamos haciendo es crear una relacion entre
el conjunto de los naturales y un conjunto B (el codominio), que generalmente
serd el conjunto R . Por ser funcion sabemos que a cada natural le corresponde un
unico valor de la imagen, en definitiva, esta regla de asignacién que estamos
definiendo no es mas que una forma de numerar los elementos de la imagen.

f(1)=h
f(2)=h,
f(n)=b,

Como a cada elemento b, de Im(f) < B le corresponde un nimero natural
ieN tal que f(i)=b, entonces diremos que b, es el i-ésimo elemento de la
sucesion. Esto nos da una nueva forma de representar las sucesiones:
b,b,..,b,..,b, , .. donde b representa el primer término, es

decir f(1), b, el segundo, b. el i-ésimo, b, el n-ésimo, etc.

Deberia ser evidente para el lector que esta tira de elementos (sucesion de
elementos) es infinita, ya que corresponde uno por cada niimero natural

Definicién: Definimos una sucesion como una funcion f :N— R donde a cada

elemento f(n) lo llamamos a, , notaremos a las sucesion como (ap ),y -

Por ejemplo consideremos la sucesion dada por la siguiente regla

f(ny=a, = %2 o Los términos correspondientes serian %,%,%2,%0,...
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Término general

Llamamos término general de la sucesion a la expresion genérica, que nos
permite determinar cudl es la regla de asignacion. Es decir, en el caso anterior, el

término general es a, =%2 n esta expresion nos permite generar todos los

términos de la sucesion tan solo reemplazando la variable n por la posicion de
término que se desee calcular. Esto es, que si se desea calcular el término 137,

éste sera %372 137

Notar que no basta conocer los primeros 10 ni 100 ni 1000 términos de la
sucesion para generar los restantes, necesitaremos inevitablemente conocer un
patrén, o una formula para crearlos y esta es exactamente el término general. De
todas maneras, esta es una practica usual, muchas veces conociendo los primeros
términos de una sucesion podemos deducir un patrén y asi obtener el término
general y de esta manera poder generar la sucesion en su totalidad. Veamos
algunos ejemplos de esto:

Ejemplos: Deducir el término general de las siguientes sucesiones:

1) l’y’%’%&%S’““ En este caso no es dificil notar que los
denominadores corresponden a los cuadrados de los niumeros naturales, entonces

el término general serd a, = %2 .

i1) 1’_%’y’_%6’%5’_%6”" En este caso como los signos son

alternantes deberemos colocar un factor que asigne el signo correcto. Notar que

¢

n+l1
(menos) aparecen en los términos pares, luego a, =D 42 .

1) 1,y,3,y,5,y,7,y,.... Observar que en este caso los términos

impares son exactamente el valor que le corresponde a su posicion, mientras que
los pares son los inversos multiplicativos de éstos. Diremos entonces que el

n  sinesimpar
término general esta dado por a, = y , este tipo de definicion del

los signos

sin es par

término general se llama definicion por casos.

Propiedad del limite y convergencia
En esta seccidn trataremos un tema central en el estudid de las sucesiones

y es ademds una de las bases del analisis matematico. Introduciremos aqui la
nocion de limite.
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Definicion: Una sucesion (ap),.y tiene limite LeR , es decir, nlgnOO anp =Lsi

Ve >0, 3n, tal que Vn>n, |an—L|<g.

Graficamente el limite representa, en caso de existir, el valor al cual se va
aproximando la sucesion a medida que los indices de los términos crecen, notar
que la definicion dice que: llamamos L al limite de la sucesion (@p),.y Si para

todos los “valores grandes” de n(esto es 3n, tal que Vn >n,) la distancia entre el
supuesto limite y los valores de la sucesion es muy pequeia (|arI - L| <g, el valor

¢ indica el tamano de la distancia, como debe cumplirse para cualquier valor de
&, ya que dice V& >0, obliga a que a medida que el valor de n crece a, se

acerque a L).

L+eg °

En algiin sentido, al hablar de limites finitos, podemos decir que los
valores de (@p),.y se acumulan cerca de L a medida que el valor de ncrece. O

de otra manera, decimos que (@), convergea L.

Es posible también que la sucesion no se acumule cerca de ningln valor
real. Pero que aun asi los términos se comporten de forma “buena”, es decir que
los valores absolutos tiendan a agrandarse cada vez mas. Esto motiva la siguiente
definicion:

Definicion: Una sucesion (a@p),y tiene limite infinito positivo, es decir,
nli_r)nooan =400 si VM >0, In, talque Vn=n,, a, >M . Se dice que tiene limite

infinito negativo, es decir, nli_r)nOO ap =—© si Vm<O0, 3n, talque Vn>n,, a, <m.

Definicion:  Si L € R, entonces se dice que la sucesion converge a L.
Si L = (positivo o negativo) se dice que la sucesion diverge.
Si no existe el limite (ni finito ni infinito) se dice que la sucesion es
oscilante.
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Veamos ahora un ejemplo de sucesiones para cada uno de los casos de la
definicion anterior:

Ejemplos:
1) Un ejemplo de sucesion convergente: Considerar a, =—, si bien aiin no
n

tenemos todas la herramientas para demostrar lo afirmado, el lector puede
(deberia poder) convencerse de que la sucesion escogida converge. Mdas aln
converge a cero (Usar principio de arquimedeanidad)

ii) Un ejemplo de sucesion divergente: Considerar a, =n, nuevamente
como en el caso anterior, el lector deberia poder ver que como esta sucesion toma
los valores correspondientes a los nlimeros naturales equivalentes a sus indices, el
valor del limite serd infinito porque el conjunto de los nimeros naturales no esta
acotado superiormente. Nuevamente el principio de arquimedeanidad nos permite
afirmar esto)

ii) Un ejemplo de sucesion oscilante: Considerar a, = (—1)", nuevamente

nos encontramos faltos de herramientas para demostrar que esta sucesion no
converge, pero el lector deberia poder ver que como la sucesion toma el valor 1 en
todos los términos pares y -1 en todos los impares, es de esperar que los valores

de (ap),y no se acumulen entorno de un unico punto. Notar que la distancia

entre dos términos consecutivos cualesquiera es siempre 2, luego tomando & =1
podemos ver que no se cumple la definicion de limite (no existe un valor n, como

el buscado en la definicion).

Como deciamos antes, al decir que la sucesion converge estamos diciendo
que valores de (@p),.y se acumulan cerca de L, observar que estamos hablando

de los valores de la imagen de funcion asociada a la sucesion. Es decir que los
valores que toma la sucesion se acercan cada vezmasa L.

Podemos considerar el conjunto A={al,a2,a3,...,an,...} formado por

todos los valores que toma la sucesion, y sobre este aplicar todos los
conocimientos adquiridos en el capitulo 3. Daremos ahora una definicién de
sucesion acotada. Que se corresponde directamente con la idea de conjunto
acotado.

Definicion: Una sucesion (ap),.y se dice acotada inferiormente si 3m>0 tal que
a,>m Vn e N. Andlogamente se dice acotada superiormente si 3 M >0 tal que
a,<MVneN. Si las dos anteriores se cumplen simultineamente decimos que

(@n)nen €8t acotada (a secas).

Proposicion: Sea (ap),.y sucesion son equivalentes:

1) (8 ),y ©s acotada inferiormente (superiormente)
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ii) el conjunto A={a,a,.a,,....a,,...; es acotado inferiormente

(superiormente)
Demostracion: Se deja como ejercicio para el lector. O

El siguiente teorema nos dice que si una sucesion converge, entonces el
valor al cual converge, o sea su limite, es tnico.

Teorema (unicidad del limite): Sea (ap),.y una sucesion convergente, entonces
lim ap =L eR y su limite es unico.

n—o

Demostracion: Sabemos que como la sucesion converge, entonces tiene limite y
éste es un valor real, luego n1i_r>noo an =L eR. Razonaremos de la siguiente
manera, supondremos que hay dos valores posibles L ,L,eR tales que
nh_r)noo an=Ly nh_r)noo an =L,, y mostraremos que L, =L,.

Sea ¢ > 0 cualquiera, por la definicion de limite y lo anterior sabemos que existe

n, €N tal que para todo n>n,, |a, —L, |< % Analogamente existe otro valor

existe N, e N tal que paratodo n>n,, |a, —L, |< % . Tomemos ahora un valor n
que sea mayor que N,y que n,. Entonces obtenemos lo siguiente:
L-LHL-a+a,-L|

JL-a,|+|a,-L |=|a,-L |+]a,-L, |<%+%=8. Entonces tenemos que
|ILL-L, <& y como esto vale cualquiera sea ¢>0, entonces|L, —L, =0,

entonces queda probado que L, =L,.

Se deja como ejercicio para el lector convencerse de que si un numero real I es
tal que r<¢ para todo £>0, entonces =0, y tomando r=L,—L, sale lo

anterior. O

Proposicion: Sea (ap),.y una sucesion convergente tal que nli_r)nooan #a,

entonces 3n, tal que ap #a vnxn,.

Demostracion: Idea: (Razonado por el absurdo) Supongamos que el consecuente
no es cierto y llegaremos a un absurdo. Decir que no es cierto el consecuente es
equivalente a decir que para cualquier n, existe un me N tal que a, =a, y como

(an),n ©8 una sucesion convergente, entonces |a, —L |<¢& para todo n>n,, en
particular para m, luego |a—L|=a,—-L|<e&, entonces a=L, y por lo tanto

lim ap =a, lo cual genera un absurdo. O
N—o0

Ejemplo:
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1) Calcular el limite de a, = % y demostrarlo por definicion.
n

: . e 2
Primero podemos observar que la sucesion a, decrece mas rapido que b, =— (ya
n

que N<n’ para cualquier natural), entonces uno esperaria que el limite fuera
menor o igual que el limite de ¢, y como todos los valores de a, son positivos

entonces afirmamos que n1i_r)nOO ap =0. Para demostrar esto hay que ver que :

Ve>0,3n, tal que Vn=xn, |an—L|<£. Luego Ve&>0,3n, tal que

2 2 .
vnzn, — <& de lo cual sale que ,/[—<n, entonces deberiamos tomar
n &

2
n, = \/: +1 y como n>n, se cumple lo deseado.
&£

Aqui se ve claramente que el valor de n, =n, (&) depende de la eleccion de ¢.

i1) Calcular el limite de a, = Calcularemos este limite de manera

n+n’’

intuitiva (el uso de la intuiciéon es muy importante en la matematica). Veamos

. . 1 1 ,
primero que N+n’*>n para cualquier ne N luego > <—, entonces seria
n+n

. . .1
razonable pensar que si @, converge entonces lim ap < lim —=0. Por otro
n— N—® n

i i iti lim ap > lim 0=0
lado como la sucesion a, es siempre positiva entonces A an = i .

lim ap =0
Entonces no nos queda otra que noao 4N .

El préximo teorema formaliza la idea de los ejercicios anteriores.

Teorema (del sandwich): Sean (an),y> (Bndoey ¥ (Cn)hen  Sucesiones
convergentes tales que lim ay= lim ch=L y ay<by<c entonces
g q n—o0 N~ n—w N Y én=%=%n>
lim by =L.

N—a0

Demostracion: Sea ¢ >0 cualquiera, existe un natural n, € N tal que para todo
nxn, |a,—Li<e,y existe otro valor existe n, e N tal que para todo n=n,,
|c, —L|<&. Entonces si tomemos ahora un valor n que sea mayor que N, y que
n, (podemos tomar N mayor o igual que n, = méx{nl, nz}) obtenemos que:
L-b,<L-a,5|L-a,Ha,-Llkeyhb —-L<c,-L<|c,—L|<¢.Y deaquisale

que L-b <& y que b—L<eg, entonces |L—-Db, |<&. Luego mostramos que
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existe un valor n, =max{n;,n,} tal que para todo n>n, vale que |L-b <¢,

esto es la definicion de limite, entonces nl'g)nOO bp=L.O

Una interpretacion geométrica de este teorema mostraria que si se quiere
estudiar la convergencia de una sucesion (bp),.y y se tienen dos sucesiones
(@n)nen ¥ (Cn)noy tales que encierren a la sucesion (bp),.y, una por arriba y la

otra por debajo, y que ademas sus limites coinciden, entonces como los valores de
(bn)ney estan en el medio, el limite de la sucesion (b ),y no puede ser otra que

el mismo que el las otras dos sucesiones.

o (Cn)neN
(0] (bn)neN
¢ ° ° ° u (an)neN
0 ° y r.\ 8 r
L n [ o o e ] ] -
| | | | |
o 1 2 3 4 n,

Ahora estamos en condiciones de formalizar las ideas de los ejemplos

. . .2 L
anteriores. Mostremos entonces que lima, =lim—-=0. Esto es bastante facil
n—o n

n—o

ahora. Consideremos dos sucesiones: b, =0 (es la sucesion constantemente nula)
2 , . .
y C,=—. Ademas se verifica que b, <a <c,. Y por el teorema anterior
obtenemos que como _lim ap= lim ch =0 y ap <by<cnh entonces
d n—co N~ nooo N Y én=Fn="n

. .2

lima, =lim—=0

nN—o0 n—>oon

Algebra de limites

En esta seccidon veremos como operar con sucesiones y cOmo se
comportan al tomar limites.
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Teorema (Algebra de Limites): Sean (ap),.y ¥  (bp),.ydos sucesiones

convergentes tales que lim ap=acR y lim by =beR, entonces valen los
N—00 N—00
siguientes resultados:
e lim k.ay=k.a, VkeR constante
N—a0
li +by =a+
* lim an by =a+b
li -by=a-
* lim an bh=a-b
li by =a
* lim an by, =ab
. nhl)nooan/bn =a/b, sian, talque Vn>n, by #0yb =0
Demostracion: Probaremos primero que nli_r)nOo k.an =k.a, Vk eR constante:

Sabiendo que Ve >0, 3dn,tal que para todo nx=n,, |a,—al<e, acotemos la

distancia | ka, —ka|=k |a, —a|< ke = &" como & es arbitrario entonces
1 lim k.ay=ka.

se cumple que  lim k.an =ka

Probemos que nli_r)noo apn +bp =a+b: Sabiendo que V¢ >0, 3n tal que para todo

nxn, |a,—-al<g,y que Ve, >0, 3n,tal que para todo n>n,, |b, -bl<s,
acotemos la distancia
la, +b, —(a+b)|=|(a,—a)+(b,-b)|<|a,—-a|+|b,—b|<eg +e&, =¢. Luego,
hemos mostrado que se cumple lo deseado.

Los casos restantes seran omitidos ya que las demostraciones son técnicas y no
contienen mas ideas que las anteriores. De todas maneras el lector deberia estar
capacitado para poder reproducirlas, teniendo en cuenta las ideas anteriores. Para
ver las pruebas completas consultar en la bibliografia [ICDIN]. O

2
- . 2 r
Ejemplo: Supongamos que se desea calcular lim w+2, veamos de qué
N—o 3n° -1
n*+n

manera podemos partir esta tarea en tareas mas simples, y luego juntar todo
nuestro trabajo usando el teorema anterior. Ya sabemos, por ejercicios anteriores

1 , . 3n’ -1
=0, intentemos entonces calcular lim
N— n’ 4n

ue [im
a N—oon? 4 n

nuevamente este cociente podemos partirlo en dos cocientes cuyos limites son

-1 3n’

; =— —— , calcularemos entonces
nP+n n'+n n’+n
303 -1 3n’

y lim Para calcular lim
n—on’ 4n N—on’ 4n

, pero

mas faciles de calcular. Como

usaremos un truco

lim
n—on’ 4n
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frecuente (tomar factor comun) ya que en este caso tenemos que salvar una

indeterminacion (del tipo “f"):
o0

.3 : 3n’ : 3 s
lim ———= lim —————= lim ————=3. Notar que este ultimo paso
N—opi+n N—H® n3(l+%2) =014+ %2
— >0

n—w

usamos el algebra de limites ya que como sabiamos que %2 —n=x—0, 0 sea

converge, y todo los demds elementos que intervienen convergen por ser
constantes entonces el limite total es el cociente entre el limite del numerados y
del denominador, que a su vez éste es suma de dos limites de sucesiones
convergentes.

consideremos dos sucesiones: a =0

Calculemos ahora I,]lim .,

—on +n’
-1
(constantemente nula, que converge a cero) y a, =— (el lector a esta altura
n

deberia poder probar por definicion que converge a cero). Ademas es claro que
-1

5 <a, =0 y por otro lado como
n+n
n“+nn"=—>——=bh =—<— obtenemos que b, <——<a,.
n n"+n n n" +n n"+n
. . . . -1
Aplicando el teorema del saindwich, podemos mostrar que lim ———=0.
N—%n’4+n

Ahora aplicando 4lgebra de limites (segundo caso) como las dos sucesiones
3

convergen es decir los limites lim —— y lim — existen, obtenemos
N—=©n’+n ° N—0p’ +n
3n*-1 .. 3n’ -1
que Jlim ——= lim ——+ lim =3
N—%p’+n N=op’+n N—=onp’4n
1
2
Recapitulando: querfamos calcular  lim 3+n +2, y llegamos a que
N— 3n° —1
n’+n
2 } -
lim ——=0y lim — =3, y como el denominador no se anula y su
N—%n” +n N—% n’ +n
limite es finito y no nulo, usando nuevamente algebra de limites (quinto caso)
1
2
obtenemos que lim W= 0. Como acabamos de probar que esta sucesion
N— 3n° -1
n’+n

converge y la sucesion constantemente igual a 2 también converge (y lo hace a 2),
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nuevamente usando el segundo caso del algebra de limites, podemos afirmar que
1

2
N +0 5=,
N—0 3n° -1

n*+n

Hemos usado en el ejemplo anterior otras herramientas como que
lim
N—%n’ +n
valores infinitos.

=0. Extenderemos, para casos como este, el algebra de limites a

Teorema (Algebra de Limites para valores infinitos): Sean (an),.y v (bp), dos

sucesiones. Entonces valen los siguientes resultados:
1) Si_lim ap =+ lim by=beR
) St i, an Y nBeon

o nli_r)nOO k.ap =sg(k)e, Vk e R constante (donde sg(k) representa el signo de k (+)

o nhl)nooan +bp =+

* lim an —bp =+

o I,]hl)noo an b =sg(b)oo (siempre y cuando b # 0)

J I,]hl)noo an /bp =sg(b)w, sidn, tal que Yn=n, by =0

L4 nli_l')nwbn/an =O, sib=0

i) Si lim ap =+ y lim by=+0eR
N—00 N—o0

e lim apn+by =+
n—co NN

e lim ap—bp =indeterminacion
n—oo

e lim ap.by =+
N—oo NN

e lim ap/bp =indeterminacion
n—oo

e lim b, /ap =indeterminacion
N—o0

(Veremos en la proxima seccion qué es una indeterminacion)

1 sik>0
(*) La funcion signo se define como sg(k)=<-1 sik<0la funcion signo
0 sik=0

representa el signo de la variable k, asignandole 1, -1 6 0 seglin corresponda.

Teorema: Toda sucesion convergente es acotada.
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Demostracion: Sea (ap),,y una sucesién convergente y supongamos que

lim a,=L.0O sea Ve<0, 3dn,tal que para todo n>n,, |a,—L|<¢, de lo cual
N—a0

obtenemos que -¢<a,—L<g, y finalmente L-e<a, <L+¢. Como por

definicion esto estd valiendo para todo & <0, entonces vale para &=1. Hemos
obtenido que para todo n=n, se cumple que L—-1<a, <L+1, es decir pudimos

acotar la cola de la sucesion. So6lo nos falta poder mostrar que podemos también
acotar los primeros N, términos. Pero esto es obvio, ya que como son finitos,

podemos tomar como cota superior al mayor de todos (M = max {al, ay,...,a, } )y

como cota inferior al minimo de todos (m=min{a1,a2,...,an0}), entonces la

sucesion queda encerrada. Pode debajo la podemos acotar por el menor entre m y
L —1, y por arriba por el mayor entre M y L +1. Luego la sucesion es acotada. O
El siguiente grafico ilustra la idea de la demostracion.

M .
L+1 ° _
L . A e o ¢
L-1 . e
m .
| | | | |
0 1 2 3 4 n,

Indeterminaciones

En el ejemplo de la seccidon anterior nos topamos con un problema que lo
. H H H4 H 113 o 7 L4
denominamos como una indeterminacion del tipo “—’, veremos en esta seccion
o0

qué es una indeterminacion, y cudles son los posibles tipos de indeterminaciones.
Ademas extenderemos al algebra de limites para los casos infinitos.
Cuando se calcula un limite de una sucesion (ap),.y que viene dada, por

ejemplo, por un cociente (ap = b%] ), donde el numerador (bp),. converge a

una valor b e R y el denominador (Cp),. convergea ceR y c#0, entonces el
algebra de limites nos permite afirmar que la sucesion converge a b .- Y para

poder afirmar esto no es siquiera necesario conocer explicitamente de qué
sucesion (@p),.y se trata. (En algin sentido, podemos operar sin necesidad de

estudiar este caso particularmente). Pero, ;qué pasa si las sucesiones (D), ¥
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(Cn),ey tuvieran limites infinitos? ;Cual es el valor del limite de (ap),.y ? Aqui
comienza el problema, podria pasar cualquier cosa. Mostraremos ejemplos de
sucesiones (bp),.y ¥ (Cn)ney con limites infinitos y donde el limite del cociente,

(8o » toma valores distinto en cada caso, o bien, ni siquiera existe este limite.

Ejemplos:
i) Consideremos b, =3n, ¢, =n, y notemos que lim b = lim c =+o0.
n n n—oo N n—ooo "

: b : . 3n : -
Entonces si ap= " resulta que lim a, = lim —=3. Si hubiéramos
Cn N—00 N—o0 n

definido b, =kn, con keR y k#0, tendiamos que lim a = lim m =k, es
N—o0 N— n
decir cualquier valor real no nulo.

1) Consideremos: b,=n, c,=n", y notemos que

. . . . b
lim b = lim ¢ =+w. Si definimos como antes ap= " resulta que
N " n—ooo " Cn

.n .1
lim a, = lim —= lim —=0.
N—a0 N—oop2 N—wn

n
iii) Consideremos: b, = (_1)/, C,= y, como d = _% <b, <c, y
sabemos que C, converge a cero, por el teorema del sandwich afirmamos que b,

también converge a cero. Veremos que 0 este también un tipo de

. L, , . bn . .

indeterminacion. Asi definimos ap = c.» o so6lo podemos conseguir casos
n

como los anteriores, sino que, peor aun, puede ni siquiera existirle limite del

- 1)/  CL0

cociente. Calculemos 11m a, = hm —nlg)noo( D" y ya

vimos que este limite no existe.

Definicion: Decimos que el calculo de un limite es una indeterminacion si no se
puede conocer cudl sera su resultado sin apelar al estudio del caso particular del
que se trata. Estos son casos en los cuales no podemos aplicar el algebra de limites

inmediatamente.

Veamos ahora cuales son los tipos de indeterminaciones posibles:
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Indeterminaciones:

. . Lo . . n+1
1) del tipo = Por ejemplo nh_r)nOo T
0 Ml
1) del tipo s Por ejemplo nh_r)nOO y .
n2

iii)  del tipo “0.0”. Por ¢jemplo lim (n+1).

©n?4n

: : 113 2 3 1 2 2
v) del tipo “o0—o0”. Por ejemplo nlg;noox/n +n—\/n -3.

b €610 99 b b 1 "
V) del tipo “1””. Por ejemplo nh_r)n@(l +Hj .
1

: : « 09 . : n_ 1 n
vi) del tipo “oo””. Por ejemplo n11_r)noon = nh_r)noo\/ﬁ .

. 0o . . 1)y 1
vii)  del tipo “0"”. Por ejemplo nh_r)nw(n = lim -

Se deja como ejercicio para el lector verificar que efectivamente se trata de
indeterminaciones. Esto significa que para cada uno de los tipo antes enunciado
hay que encontrar ejemplos de sucesiones (al menos dos) que tengan limite
distintos o una converja y otra que no, tal como se hizo en el primer ejemplo de la

2

., ©
seccion para el caso “—”.
o0

Veremos en lo que resta del capitulo, algunos métodos para poder salvar
estas indeterminaciones, es decir, poder solucionar este problema de
incertidumbre del limite y calcular los limites deseados.

Sucesiones mondtonas

Definicion: Una sucesion se dice creciente si @, >a, para todo ne N, y se dice

n-+1

decreciente si a,,, <a 6 para todo valor de neN. Si la sucesiéon cumple es de
cualquiera de estos dos tipos, diremos que se trata de una sucesion mondtona.

Teorema: Toda sucesion (@p ),y , monodtona y acotada es convergente.

Demostracion: Consideraremos el conjunto A={a,a,,a....,a,,...;. Como
(@n)nen €8 acotada entonces A es acotado y entonces por la completitud de los
niumeros reales podemos afirmar que existen S=sup(A) y i=inf(A)
(i=-sup(—A)). Ademas como (ap),,y €S monotona entonces es creciente o

decreciente. Supongamos que es creciente, y veamos que tiene limite. Como
s=sup(A), entonces por la caracteristica del supremo sabemos que para todo
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>0 existe 8, €A tal que s—&<a, , como (an),y s creciente, para N >N,
tenemos que S—&<a, <&, y por ser S=sup(A)tenemos que S—£<a, <a,<s
y ademds s—g<a, <a,<s<s+¢, esto dice que S—&<a, <s+¢. Entonces
hemos llegado a que para todo &>0 se cumple que para todo n=n,,

S—&<a,<S+¢&,0sea |a,—s|<e&. Esto ultimo dice que la sucesion converge a

s. Para el caso en que la sucesion sea decreciente, se repite el mismo
procedimiento, pero esta vez considerando i =inf(A).O

Pero, ;/qué pasa si la sucesion no es acotada? Notemos entonces que si la
sucesion es monotona entonces sera creciente o decreciente, en el primer caso
tomara valores cada vez mayores y como no es acotada entonces no podremos

fijar una cota superior M para el conjunto A={a,a,,a,....,a,,...}. Es decir,
existe n,, tal que para cualquier n>n,, a, =M , lo cual nos dice que la sucesion

tiene limite +oo. Para el caso en que sea decreciente se repite el razonamiento
anterior. Esto se formaliza con el siguiente teorema.

Teorema: Toda sucesion (ap)

creciente) y —oo (si es decreciente).
Demostracion: Se deja como ejercicio formalizarla (basadas en las ideas del
parrafo anterior) O

ey » MoONotona y no acotada tiene limite +oo (si es

Subsucesiones y teorema de Bolzano-Weierstrass

Ya hemos visto algunas herramientas para calcular limites de sucesiones, y
mas adelante veremos algunos resultados que haran esta tarea mas facil. Pero no
tenemos hasta ahora un método efectivo para probar que una determinada
sucesion no posee limite (ni finito ni infinito). Veremos en esta seccién una
herramienta de gran valor para lograr esto tltimo.

Consideremos para comenzar una sucesion (ap),.y convergente. Es de

esperar que como todos los valores de la sucesion se acumulan cerca del limite a
medida de que el valor de n crece, entonces si uno escoge de la sucesion original
un subconjunto de los elementos, estos también se estarian acumulando cerca del
mismo limite. Es decir si, (ap ),y converge a L entonces todos los elementos de

A={a, .a

subconjunto de A, sus elementos también estaran cerca de L. Esto nos dice que
si una sucesion converge y uno extrae términos de ella (esto es obtener una
subsucesion de la sucesion original), esta nueva sucesion converge también, y mas
aun, converge al mismo valor que la sucesion original. Esto motiva la definicion
de subsucesion y el siguiente teorema:

nOﬂ,élnoﬂ,anoﬂ,...,an,...} estan cerca de L. Luego si se extrae cualquier
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Definicion: Dada una sucesion (ap),.n: &,,8,,8;,...,apn,..., decimos que

(ank)neN: a,,8,,8,,..-,8, ,...s una subsucesion de (ap ),y - Mas formalmente,

n > n, 2 Ny
si (8n),.y representa a:N — R, una subsucesion de (ap ),y €s una composicion

aon:N —= R donde n:N — N es una funcion estrictamente creciente. Llamamos
n, =n(k) de lo cual sale que a, =a,(k)=a(n(k)) =(a-n)k).

Teorema: Sea (@p),.yuna sucesion convergente, con limite L (podria ser

(an),y divergente con limite infinito). Entonces toda subsucesion (ank )oeny de

(an)nen converge, y lo hace al mismo limite L.

Pensemos ahora en el contra reciproco del razonamiento anterior.
Supongamos que (ap),.y €S una sucesion que no posee limite. Para fijar ideas

consideremos la sucesion ap =(—1)", la cual, como ya fue explicado antes, toma

el valor 1 si n espary —1 si n es impar.

Observemos que si nos quedamos solamente con los términos pares
obtenemos una sucesion que vale constantemente 1, a la cual la llamaremos la
subsucesion de los términos pares y si nos quedamos con los impares obtenemos
una sucesion que vale constantemente -1, a la cual la llamaremos la subsucesion
de los términos impares. Hemos aqui obtenido dos Subsucesiones convergentes,
que convergen a distintos limites, pero esto muestra que la sucesion original no
puede converger, ya que si convergiera, el limite seria Unico, y las dos
Subsucesiones obtenidas deberian tener el mismo limite.

Entonces, ;como mostramos que una sucesion no tiene limite? Deberiamos poder
conseguir dos subsucesiones que converjan a valores distintos. Veamos un
ejemplo de esto:

Ejemplos:
i) Mostraremos que la sucesion ap =(—1)" no tiene limite. Bastaria para

ello encontrar dos subsucesiones de la anterior que converjan a valore distintos.
Tomemos (a2n)”€N’ la subsucesion de los pares y (8, 1)ney la de los impares.

Como A, = (-)" =1, entonces converge a 1, y
_ (_1)\2n+1 —(— 2n, - _ _

a1 =(-1) (=)™ (-1)=—1, entonces converge a -1.
i1) Mostraremos ahora que la sucesion ap :sen(n%) no tiene limite.

Debemos construir dos subsucesiones con distintos limites. Tomemos

_ anrz/ \_
a an = sen( A ) =0, que converge a cero, y

57



Notas de Analisis | 4. Sucesiones

Y Sen(4n” +%) =sen (%) =1 que converge a 1. (Queda como ejercicio

para el lector llenar los detalles faltantes).

Enunciaremos a continuacion un lema que nos servird para probar el
teorema que le da nombre a esta seccion.

Lema (de los puntos panoramicos): Dada una sucesion (ap),.y, podemos extraer

una subsucesion mondtona (ank )

Demostracion: Diremos que @, es un punto panoramico de la sucesion si para
todo n>m, a, >a, . Intuitivamente esto dice desde a, en adelante todos los

valores son menores que ¢l. (Notar que si todos los puntos son panordmicos
entonces la sucesion es decreciente).

Notemos que puede darse dos situaciones: Primero, que haya infinitos puntos
panoramicos. En este caso tomaremos un valor n, tal que &, sea un punto

panoramico. De esta forma a, >a, para todo n>n,. Como hay infinitos puntos
panoramicos tomamos N, >N, tal que &, sea un punto panoramico. Notemos que
a, >a, . De esta forma, como hay infinitos puntos panoramicos, repitiendo este

procedimiento  podemos construir ~ una subsucesion decreciente
(ank)neN ‘a, >a, >a, >...>a, >..., que es justamente la subsucesion

monoétona que buscabamos.
El segundo caso se corresponde con el hecho que haya s6lo un nimero finito de
puntos panoramicos. Como hay un nimero finito, a partir de un cierto valor n, no

encontramos mas puntos panoramicos. Esto quiere decir que no hay valores que

sean mayores que todos los siguientes. Como @&, no es panoramico luego
podemos encontrar un valor n,>n, tal que & <a,, pero claramente &,

tampoco puede ser panoramico, entonces podemos tomar un valor n; >n, tal que

a, <a, ,y prosiguiendo como hasta ahora podemos construirnos una subsucesion
creciente (ank Dneny - a, <a, <a, <...<a, <..., que es justamente la subsucesion

mondtona que buscabamos. O

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema.

Teorema (Bolzano-Weierstrass): Sea (ap),.y una sucesion acotada, entonces
posee una subsucesion (ank )nn COnvergente.

Demostracion: Por el lema anterior podemos construirnos una subsucesion
monotona (ank )nery - Como la sucesion (ap),. esta acotada, entonces es evidente
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que la subsucesion (ank)neN es acotada. Tenemos entonces que la subsucesion

(ank)neN es monotona y acotada. Y sabemos que toda sucesion con estas

condiciones es convergente (ver seccion anterior). Con esto queda probado el
teorema. O

Ejemplo importantes (limites especiales)

Dedicaremos esta seccion a generar herramientas que nos permitiran salvar
algunos tipos de indeterminaciones.

13

. . . o0 .
Trataremos primero las correspondientes al tipo “—”. Consideremos el
(e8]

ejemplo dado: lim n+l . ({Como logramos eliminar la variable del numerador?

N—%n® +n
Un procedimiento comun suele ser sacar factor comin tanto en el numerador
como en el denominador, con el objetivo de poder eliminar la variable deseada.

n(1+ 1) 1+ 1
Esto seria lim rl+1 = lim —A: lim —A
N—%n“+n N0 nin+1) N> n+l]

un limite conocido, donde se puede aplicar el algebra de limites. Por un lado

. Ahora solo resta resolver

tenemos que nhl)nool+% =1 en el numerador, y claramente el denominador

. . n+1
diverge, luego nh_r)noo T 0.

(Podria entonces decirse que el método para solucionar indeterminaciones

. 0 , .
del tipo “— es sacando factor comun y luego operar algebraicamente para poder
e}

aplicar el algebra de limites? Si, en general este procedimiento funciona de
maravilla.

Pasemos ahora al segundo tipo de indeterminaciones, las del tipo “6”.
Notemos primero que cualquier indeterminacion de este tipo se puede transforma
inmediatamente en una indeterminacién del tipo anterior. En algun sentido

, . 1 . ,
podriamos decir que un “0” es de la forma “— . Dicho de otra manera podriamos
o0

|
G60,7 Gi/w”

rescribir la indeterminacién “—” como VA lo cual equivaldria a una
0 Vo

indeterminacion del tipo anterior. Es importante aclara que este manejo algebraico

que se acaba de hacer con las indeterminaciones no es mas que un abuso de

notacion, es claro que nadie va a pasar dividiendo ni multiplicando un cero o un
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infinito, so se escribe asi para ilustrar la idea de rescribir la indeterminacion de un

tipo en otro. Hagamos esto con el siguiente  ejemplo:
1
A +1_ n’

lim = lim ———, que no es mas que una indeterminacién del tipo
n—o yz N—% 3(n+1)
n
anterior, la cual ya sabemos resolver.
Notar que este mismo proceder se aplica alas indeterminaciones del tipo

o . o . 1
“0.0”, que puede rescribirse como indeterminaciones del tipo “—.0”, lo cual
o0

equivale a una indeterminacién del primer tipo.

Las indeterminaciones del tipo “o—o0” también puede ser rescrita en su
mayoria como indeterminaciones del primer tipo, veamos un ejemplo.
Aplicaremos para esto un método algebraico que se conoce como multiplicar por

el conjugado. Supongamos que se quicre calcular lim Jn2+n-+/n?-3,

llamaremos conjugado de ~/n>+n—+/n*—3 a la expresion Vn>+n++/n’>=3,y
operaremos de la siguiente manera:

Jn?+n++/n* =3

9
Jn?+n++/n> =3
observemos qué tenemos en el numerador, aplicando la regla distributiva

: 2 2 _ 2 . In2
nh_r)noox/n +n—\/n —3_n11_r)noo(\/n +n \/n 3)

llegamos a que
2 2 2 2
n@l@(\/n2+n_\/n2_3)\/n +n+\/n 3 . (n+nm)-(n 3), notemos

It +n+4n? =3 O Un? in+n? -3
que ahora ni el numerador ni el denominador son indeterminaciones, ya que

: 2 2 1 1= . 2 2 _ 3 _
nh_r)ngo(n +n)—(n 3)_nh_r>noon =0 y rl11_r)noo\/n +n+\/n 3=0 por ser

una suma de infinitos positivos. Hemos entonces obtenido una indeterminacion
del primer tipo, tal como queriamos.

13 IOC 2

Veremos ahora como tratar las indeterminaciones de la forma , estas
no siempre se puede rescribir como algunas de las de los tipos anteriores. Para
resolver alguno de los casos mads tipicos apelaremos a un teorema cuya
demostracioén no serd dada. Pero si el lector desea, puede verla en la bibliografia
[ICDIN].

Teorema: Sea (ap),y Uuna sucesion tal que nlgnooan:oo, entonces

an
lim (1+yj =e. En particular tomando ap=n se obtiene
N—o0 an

nli—r>noo(l+%)n =€
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Notemos que el limite del teorema, lim |1+ } corresponde uno
N—c0 an

del tipo “1””. Como para entender como resolver una indeterminacion de este tipo
usando el teorema  anterior resolveremos el  siguiente  limite:

s 3n-1
. n~+n ,
lim | ———— . Para comenzar observemos que el limite de la base es 1,
N—=o{ n*+3n-2

mientras que el del exponente es infinito, con lo cual estamos en las condiciones
que esperabamos. Tratemos mediante métodos aritméticos elementales conseguir
una expresion como la buscada.

2 2 2 2
2n +n s 2n +n _1:1+(n +n)2 (n“+3n-2) _
n“+3n-2 n“+3n-2 n“+3n-2
-2n+2 1
=1+— =1+— . Obtenemos de esta manera lo
n“+3n-2 n~+3n-2
-2n+2
3n-1
. : 1
siguiente: lim | 1+— , para obtener en el exponente lo
N—0 n“+3n-2
-2n+2
deseado multiplicaremos y dividiremos por lo que se pretende tener, obteniendo:
-2n+2
nZ+3n-2 n2+3n—2'(3n_1)
| -2n+2
lim (| 1+—
n—0o n~+3n-2
-2n+2

Aplicando el teorema anterior a la parte interior a los corchetes, obtenemos que su

limite es el nimero e. Por otro lado, en el numerador, obtenemos una

indeterminacion  del  primer tipo. Calculando llegamos a que
-2n+2

im —————.(3n—-1)=-6. Finalmente por el élgebra de limites con los
N—%n°4+3n-2

5 3n-1
I . . . n°“+n
limites obtenidos recién tenemos que lim | ——— =e
N—%{ n°+3n-2

Antes de estudiar las indeterminaciones de la forma “o’”, veremos que
n n

. . r . .,
lim — =+ si r>1. Sea a, =—, veamos primero que esta sucesion es
N— n n

n+1

. . , , . a
creciente, a partir de algun n,. Para ello veremos cuando el cociente —— es
a

n
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n+1

r
a nr nr 1
mayor que 1. = ntl = . Pero —>1l< nr>n+1< n>——. Luego
. r n+1 n+1 r—1
n

. 1 , .
es creciente tomando valores de n>——. Entonces por ser mondtona existe el
r—1
limite (finito o infinito positivo). Queremos ver que es infinito, asi que
supondremos que es infinito y llegaremos a wuna contradiccion:
n

. r , Y
nh_r)noo—: L <+oo. Entonces desarrollando segun la definicion tenemos que:
n

lim a,,, lim a
S . nr S L

N> ™ _ fim ——=r>1, ypor el otro lado 122" = = 1 luego 1<I, lo
lim a, "M2>%n+l lim a

n—aoo " n—o0 "

n

. . r
cual es evidentemente un absurdo. Entonces tenemos que r]h_r)noo— =+ .
n

Ejercicio: Se deja como ejercicio para el lector demostrar que nli_r)nOO r"=0 si

r<li.

Consideremos la siguiente sucesion: a, = n . Es claro que 1= Y<in.y

si podemos ver que 1=¥1<Yn<1+e=r habremos visto que su limite es 1.
n

r .
Operando obtenemos que 1< Yn<reon<r"el<—. Lo cual es cierta por el
n

resultado anterior para todos los n a partir de algun n,.

Asi como vimos que limYn =1, también se puede demostrar que

n—o0

limQ/polinomio en funciéon de n =1. Por ejemplo: lirnQ/Sn12 +7n* =3n+1=1.

nN—oo

Estos resultados sirven para tratar los limites de los dos ultimos tipos.

Veamos ahora otros teoremas muy importantes a la hora de calcular
limites.

Teorema (cero por acotado): Sean (ap),.y Y (Bn),y dos sucesiones acotadas tal

ue lim ap =0, entonces lim anb,=0.

e % on ’ n—co NN

Demostracion: Queremos probar que lim an.b, =0, sabiendo que lim an =0
Q p que Jm apn.n =0, que hm an =0,

y que —M <(bp),oy <M, luego |(bp),y <M. Sabemos que para todo ¢>0,

existe un valor n,, tal que para todo n>n,, |a |[<e. Luego acotemos
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la,.b, = a,].1b, I<la, |M <eM =¢", entonces tenemos que para todo &>0,
existe un valor n,, tal que para todo n>n,, |a,.b, |[<¢& (donde eM =¢"), lo cual

muestra que lim an.by =0.0
q nN—o0 n-+n

Veamos un ejemplo de como se aplica esto.

2
sen(n” +n L 1
g, podemos ver facilmente que —=Ssen(n’ +n) es un

N N

) . ) 1
producto de dos sucesiones: una con limite cero, y la otra acotada. nhm —=0,

—>00 /n

1 jz

Vn
1Y 1Y

( [im —j = lim [—] =L*, entonces ’=0=1L=0. Claramente

sen(n’+n)

Jn

Veremos ahora un ultimo teorema, que también serd una herramienta para
calcular limites. La demostracion de este teorema no se dara, si el desea leerla
puede consultar la bibliografia [1CDIN] o [2NRSSFEC].

Teorema: Sea (ap),, una sucesion tal que nli_r)nooanzo, entonces

Calculemos lim
Nn—oo

. 1 , .. 1
ya que si nh_r)nooﬁ— L, entonces por el algebra de limites como [ =

—1<sen(n”+n)<1. Luego por el teorema anterior nli_r)nOO 0.

. sen(a
lim Sen(@n) =
N—o0 an

1

Veamos algun ejemplo de aplicacion de este teorema.

sen(3 21 j
Ejemplo: Calculemos el siguiente limite: nli_r)n n+n

T )
sen 5
mn°—n

a la forma adecuada para poder aplicar el teorema anterior:
- sen(1/(3n* +n)) - lim sen(1/(3n* +n)) '3n2 +n m*—n
n— sen(1/(7n* —n)) N—>%sen(1/(7n* —n)) 3n°+n 7n*—n
Reagrupando obtenemos:

. Intentemos llevarlo

1
sen(1/(3n*+n)) .. sen(1/(3n” +n)) 7’ —n 3n* +n
N— sen(1/(7n* —n)) N—H® 1 “sen(1/(7n* =n)) 7n* —n’

3n* +n
Estudiemos cada cociente por separado: Por el teorema anterior tanto el primero
como el segundo cociente convergen a 1, mientras que el tercero es una
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: o : o0 . 3n*+n 3
indeterminacién del tipo “—7. Calculando obtenemos que lim ——=—.
0 nN—©7n*—n 7

2
Luego aplicando el algebra de limites tenemos que _lim sendl /(3n2 n) = E
N—%sen(1/(7n* —n)) 7

Sucesiones dadas por recurrencia

Concluiremos con el capitulo correspondiente a sucesiones estudiando
sucesiones descritas de una forma que no fue mencionada anteriormente. Hasta
ahora hemos visto que las sucesiones se pueden describir mostrando su término
general y muchas veces, podemos conociendo tan s6lo algunos términos de la
sucesion predecir como se comportard. Otra forma que describir el
comportamiento de una sucesion es de forma recurrente, esto es: describir el n-
ésimo término de la sucesién en funcion de alguno (o algunos) de los anteriores.

Para fijar ideas, pensemos en un ejemplo muy elemental:

Ejemplo: La sucesion se define como: a,=2, a, =2.a, ,, h e N. Esto nos indica

n-1>2
que el primer término toma el valor 2, y que un término cualquiera toma el valor
equivalente al doble del anterior. Surgen aqui algunas preguntas: ;por qué es
necesaria poner cuanto vale el primer término? ;Como calculo cuanto vale un
término determinado, por ejemplo el término a;? Respondamos primero la

segunda y caera de maduro la respuesta de la primera. Si miramos la definicion de
a,=24a,, podemos deducir que a,=2.a,,=2.a, (basta tomar n=5 vy

reemplazar). Pero a su vez a, estd definido recurrentemente. Con lo cual
a,=2.4a,=2.(2.4a,), y como a, también estd definido recurrentemente se sigue
que a,=2.4a,=2.(24a,)=2.(2.(2.a,)). Este proceso se continia hasta
a,=2.4a,=...=2.(2.(2.(2.(2.3))))) . Aqui se ve la importancia de a,, tenemos que
reemplazar por a,=2. Notemos entonces que
a, =2.(2.(2.(2.(2:4))))=2.2.2.222=2°,y por el mismo procedimiento que el
anterior se deduce a, =2.(2.(2.(2.3,)))=2.2.2.2.2=2’. Propongamos entonces,
mirando casos de a, y a,, que a,=2"" (si el lector necesita més casos, es

fundamental que los desarrolle). Notar ademas que se verifica que a, =2"" =2.
Veamos ahora un ejemplo un poco mas complicado:

Ejemplo: Consideremos la sucesion definida por: a,=-2, a,=3.4a,, +24/n,

n e N. Desarrollemos algunos términos para comprender su comportamiento:
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a, =34, +21=3.(-2)+2.1
a, =34, ,+242 =3.3.(-2)+2.1)+22 =3.3.(=2)+3.2.1+242
a,=3.a, , +23=3.3.3.(-2)+2.1)+242)+2+/3=3.33.(-2)+3.3.2.1+3.2/2+2./3

Rescribamos el término a, de forma tal que nos sea mas fécil deducir el término

general.
a,=3.3.3.(-2)+3.32.143.242+ 23 =3 (=2) +3224/1+3.24/2 +3°24/3,

escribamos el término a, =3*(-2)+3°2/1+32242 +3'243+3°24/4 (se deja
como ejercicio par el lector desarrollar el cuarto término y llegar a la expresion
anterior). ;Podemos ahora deducir cémo seran los términos sucesivos? Si,
podemos intentarlo, notemos que el primer sumando del término a, siempre es de

la forma 3"(-2). En cuanto a los demds, podemos ver que hay n sumandos en el
cual, el exponente del 3 decrementa su valor y el argumento de la raiz cuadrada se
incrementa. En general escribiremos:

a, =3"(-2)+3"241+3"224/2+...43.24/n=1+3%2+/n. Usando la notacién

con  sumatorias  introducida en el capitulo 2  escribiremos:

a, = 3”.(—2)+z3”_i.2.«ﬁ . Verificar que a, =-2, y que se verifica para todos los
i=1

casos desarrollados.

A continuacién desarrollaremos otro ejemplo, en el cual no calcularemos
su término general, sino que mostraremos la importancia que tiene que haya una
expresion como la anteriormente calculada.

Ejemplo: Consideremos la sucesiéon definida como: a,=1, a =1,

a,,=24a,+a,,, neN, n>1. Notar que la recurrencia depende ahora de los

n-19
términos anteriores, entonces es de esperar que el término a, dependa de &, y a,.
Esto muestra que la importancia de definir dos casos bases. Desarrollando (para
valores de n grandes) obtenemos que:
a,, =2.2a,,+a,,)+2a,,+a,;,
an an
a,, =2.2.2a,,+a,;)+(2a,;+a,,)+2.2a, ,+a, ,)+(2a, ,+a, ;)=
an A
=222a,,+22a, ;+22a ,+24a, ,+2.24, ,+248, ,+a,
Notar que en este caso la recurrencia comienza a hacerse cada vez mas
complicada. Es importante que el lector note que si este calculo lo tuviera que

hacer uno a mano, seria una tarea enormemente larga, incluso para cuando el
valor de n no es tan grande, por ejemplo tomar N=35, y obtenemos la siguiente

expresion: a, =2.2.2.a,+2.2.a, +2.2a, +2.a,+2.2.a,+2.a,+4a,.
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Reemplazando  los  valores conocidos por las  hipotesis:
a,=222a,+22a,+2.2a,+2.1+2.2.a,+2.1+1. Y aun falta desarrollar algunos

términos.

Supongamos entonces que decidimos pasarle esta espantosa tarea de
calculo a una computadora. Si volvemos a mirar la féormula:
a,, =222a, ,+22a ,+22a ,+2a, ,+224 ,+24, ,+a
incluso en una etapa del desarrollo muy temprana (so6lo hicimos unos pocos
reemplazos), estamos calculando varios valores més de una vez, es decir, la
computadora calculard a, ,, para lo cudl necesitara calcular a,_, y a, ,, y luego

s, hotamos que

n-2 n—4

en el segundo y tercer sumando volvera a calcular a,_, para lo cual volvera ser
necesario calcular a, ,. Por supuesto que en la practica existen método que

permiten eliminar la recursion en una sucesion, lo cual nos permite tener un
algoritmo mas eficiente para el calculo. Dejemos de lado el enfoque
computacional, ;Qué significa esto desde un punto de vista matematico? jSimple!
Es importante eliminar la recurrencia en una sucesion, es decir, serd importante,
siempre que se pueda, obtener el término general.

Mostraremos a continuacion otro ejemplo de sucesion muy conocido:

Ejemplo (sucesion de Fibonacci): la sucesion de Fibonacci es una sucesion
recurrente, lineal (esto quiere decir que si se reemplazan la llamada a los términos
anteriores por la variable X, el polinomio obtenido tiene grado 1). Se define
como: a,=0, a, =1, a,,=a,+a,,, neN, n>1. Se generan de esta forma los
términos:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,...

Desarrollemos un arbol donde se muestren los célculos necesarios para
obtener el quinto término de la sucesion.

a, 8,
| I
v v v v
8, a, a, a=1X
a, a=1Xx a=1X a,=0X a=1X a,=0X
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Podemos observar en el arbol anterior que el célculo del quinto término de
la sucesion de Fibonacci, involucra el calculo de a,, dos veces el célculo de a,,

tres veces el de a,, y evaluar un total de 8 veces los casos bases, lo cual hace que

el proceso de calculo de los términos de la sucesion sea sumamente costoso. Lo
cual confirma lo expuesto en el ejemplo anterior.
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5 - LIMITE DE FUNCIONES Y CONTINUIDAD

En este capitulo generalizaremos nociones vistas en los capitulos
anteriores, estudiaremos las propiedades de los limites pero sobre funciones mas
generales, es decir para funciones reales cualesquiera. Las funciones que
consideraremos son las estudiadas en el capitulo 2, y combinaciones de ellas, y
contamos con la teoria desarrollada en el capitulo 3 sobre la completitud de los
nimeros reales, la densidad de los nliimeros racionales, y el principio de
arquimedeanidad.

Limites en el infinito

Anélogamente a lo hecho para sucesiones definiremos el concepto de
limite en el infinito de la siguiente forma.

Definicion: Una funcion f:R—>R tiene limite LeR , es decir,
Jim f()=L si V>0, 3x, €R tal que Vx> X, [f(0)-L|<e.

Asi como en el estudio de limites para sucesiones, en el estudio de limites
de funciones nos centraremos en adquirir herramientas para poder salvar las
indeterminaciones que aparezcan. Y veremos en el capitulo siguiente una

: : o . 0
herramienta muy poderosas para poder salvar las indeterminaciones del tipo “6”

13 2

o0
y — .
o0

Definicion: Decimos que el calculo de un limite es una indeterminacion si no se
puede conocer cual serd su resultado sin apelar al estudio del caso particular del
que se trata. Estos son casos en los cuales no podemos aplicar el algebra de limites
inmediatamente (el lector ya estd familiarizado con el algebra de limites para
sucesiones y veremos que se extiende sin problemas para el estudio de limites de
funciones).
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Veamos ahora cuales son los tipos de indeterminaciones posibles:

Indeterminaciones:

o0 X+1
i del tipo “—". Por ejemplo hm .
) P Jemp X—=%0 x? + X
.. . « 0 9 . . A +1
i1) del tipo 0 Por ejemplo Xh_r)n e el

oo%2

ii1) del tipo “0.00 ”. Por ejemplo hm

1).
0 x2 4 X (x+1)

. : 13 EL) . 5 2
iv) del tipo “o0—00”. Por ejemplo Xh_r)noo\/x +X—X =3,

i : , 1Y
V) del tipo “1””. Por ejemplo xh—r>noo(1+;J .

1
vi)  del tipo “o””. Por ejemplo Jim x* = lim_ Yx.

. . 6 0,, . .
vii)  del tipo “0" . Por ejemplo Xh_r)nOO (—j = Xh_r)nOO //—

Nuevamente dejamos deja como ejercicio para el lector verificar que
efectivamente se trata de indeterminaciones. Esto quiere decir que para cada uno
de los tipo antes enunciados hay que encontrar ejemplos de sucesiones (al menos
dos) que tengan limite distintos o una converja y otra que no, tal como se hizo en
para el estudio de indeterminaciones en el capitulo 4.

Introduciremos a esta altura el primer concepto novedoso del capitulo. Era
evidente en el capitulo anterior que cuando toméabamos un limite infinito este
limite tenia que ser indefectiblemente un limite con n tendiendo a infinito
positivo, ya que los valores que alcanzaba la variable n eran valores naturales.
Pero en el estudio actual los limites dependen del valor de la variable X, que bien
podria moverse por todo el conjunto de los numeros reales. Imaginense que
tenemos una funcion definida como f:R—>R y queremos estudiar su

comportamiento cuando tomamos valores muy negativos. Es claro que este
planteo no tiene sentido en el estudio de sucesiones. De esta manera introducimos
el concepto de limite hacia infinito negativo.

Definicion: Una funcion f:R—>R tiene limite LeR , es decir,
Xl_i)rgoo f(x)=L si Ve>0, 3X, R tal que VX< X, |f(X)—L|<g.
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L+E
L
f{x) L-E
| /
. Xo

Definicion: Una funciéon f:R—>R tiene limite infinito positivo, es decir,
Xli_r)noo f(X) =+ si VM >0, 3x, tal que VX x,, f (X)>M . Se dice que tiene limite

infinito negativo, es decir, Xli_r)noo f(X)=—0 si Vm<O0,3x, tal que

VX2 X, f(X)<m.

Veremos atn asi algunos ejemplos del calculo de limites.

Ejemplos: Calcular los siguientes limites
iy tim 2L XG0 270X 2
x40 I 4D Xt X(3+2/X) x—>+w3+2/x 3

Observemos que el célculo de lim es idéntico al anterior ya que

x=—0 3X 42

lim 1/x = lim 2/x = lim l/X = lim 2/X =0. Luego lim 2x-1_2
X—>+00 X—>+00 x——0 IY + 2 3

il) lim |x| N . Intentemos aplicar el algebra de limites tal como

-1
X
_ _|x[+1
la conocemos para sucesiones. Por un lado lim ‘——=1 ya que X toma
X—>+00 X

valores positivos. Luego el denominador tiene limite cero. Entonces el
cociente tiende a infinito. Pero /serd infinito positivo o negativo?
Analicemos con mas cuidado el limite calculado, como siempre vale que

|X|+1 > X entonces ——— >1 cuando x>0, y entonces tenemos que si bien

_|x[+1 ,
lim ~—/—— =1 podemos ademas afirmar que nos acercamos al valor 1 por
X—>+00 X

los mayores que 1, lo notaremos agregando un signo + como “exponente
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N (B S _|x[+1 N
del 1”: lim ——=1", entonces tenemos que lim ———-1=0", y como
X—>+00 X X—>+00 X
el numerador es siempre positivo, obtenemos que lim |X|—1 =+,
X—>+0 —+
=1
X
. . 2 . , .
Analicemos lim |x|—l . Veamos primero qué pasa con el denominador.
X—>—00 +
=1
X
_|x+1 . y ,
Calculemos lim -——: Por la definicion de la funcibn modulo
X—>—0 X

X six=0
f(x)= debemos reemplazar X por —X y obtenemos que

-Xs1x<0

R B | R
lim ———= lim ——=-1, luego lim*——-1=-2, con lo cual se
X—>—00 X X—>—00 X X—>—0 X
obtiene que lim =-1.

o X[ +1

-1
X

Como se puede observar el procedimiento para calcular limites a mas o
menos infinito es muy similar, y no varia mucho de lo estudiado en el capitulo
anterior. Los procedimientos para salvar indeterminaciones también se copian y
se aplican al calculo de limites funciones.

Veremos ahora que también se obtienen resultados similares a los del
capitulo anterior, que son de gran importancia a la hora de calcular limites.

Teorema (cero por acotado): Sean f:R—>R y g:R—>R dos funciones
acotadas tales que lim f(x)=0, entonces lim f(x).g(x)=0. Y
X—>00 X—>00

analogamente si _lim f(x)=0, entonces _lim f(x).g(x)=0.

X—>—00 X—>—00
Demostracion: Queremos probar que Xli_r)noo f(x).g(x)=0, sabiendo que
Xli_r)noo f(X)=0, y que —-M<f(X)<M, VxeR, luego | f(X)|<M, VxeR.

Sabemos que para todo &>0, existe un valor X,, tal que para todo X=X,
| f(X)|<e. Luego acotemos | f(X).g(X)|=H f(X)|.]gX)|< f(X)|M <eM =¢",
entonces tenemos que para todo &>0, existe un valor X,, tal que para todo
X=X, |f(X).9(X)|<eg" (donde &M =¢"), lo cual muestra que
Xh_r)nOO f(x).g(x)=0.0
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El lector podra observar que esta demostracion es una copia de la prueba
realizada para sucesiones.

Si recordamos el ejemplo de aplicacion dado para sucesiones podemos
obtener un ejemplo de aplicacion de este teorema para el caso de funciones.
Veamos un ejemplo de como se aplica esto.

2
sen(x” + X 1
#7 y tenemos que ——=Sen(x> +X) es un producto de

NF RE

. . ) 1
dos funciones: una con limite cero, y la otra acotada. nh_r)noo—:O (ver

Jx

demostracion hecha para sucesiones). Claramente —1< sen(x” +x) <1. Luego por
sen(x> +X) _

Ix

Asi como sucede en el estudio de sucesiones de aqui se desprende el
siguiente teorema.

Calculemos lim
X—00

el teorema anterior lim 0.
X—>

Teorema: Sea f:R—>R una funcion tal que Xli_r)noof(x)=0, entonces

sen(f(x)) =1. Tambiénsi _lim f(x)=0, entonces _lim sen(f(x)) =1
X—=>%  f(x) X—>—00 X—>=0  f(x)

Para obtener un ejemplo de este teorema, basta con mirar el ejemplo dado
para sucesiones

Limites en el punto

Una de las principales diferencias en el estudio de limites de funciones
con el correspondiente estudio para sucesiones es la existencia de limites
puntuales. Como el conjunto de los niumeros reales es un conjunto continuo, esto
es, verifica la propiedad de completitud, tiene sentido pensar en “tender” o
acercarse a un determinado punto Xo moviéndonos desde la izquierda o desde la
derecha. Veamos el ejemplo que clarifique la situacion.

Sea f:R — R una funcidn, cuyo grafico no presenta “saltos”, es decir, la

funcion no presenta discontinuidades, y tomemos un punto cualquiera,
X, € Dom(f)=R. Tiene sentido preguntarse: ;a qué valor se acerca f(X) cuando

nos acercamos al punto Xo? Sin querer necesariamente preguntar cuanto vale la
funcion en el punto Xo.
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{ L+E

En este caso pareceria sensato pensar que a medida que nos acocamos al
valor Xo (en el dominio de la funcién - por el eje de las X -), nos estamos

acercando al valor f(X;) (en la imagen de la funcion - por el eje de las Y -).

Esto no parece tener mucho sentido cuando la funcién se comporta
“bastante bien” cerca del punto al cual tendemos.

Consideremos el siguiente ejemplo, dado por una funciéon homografica que
presenta una discontinuidad (un salto) en el punto Xo.

Sea f:R— {XO} — R una funcién cuyo grafico es el siguiente:

X<Xy | Xg X>X,
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Analicemos cual es el comportamiento de la funcién cuando nos
acercamos al valor Xo. Esta claro que en este caso no podemos decir que a medida
que nos acocamos al valor Xo, nos estamos acercando al valor f(x,), ya

que f(X,) no esta definido porque X, ¢ Dom(f). Estamos en una situacion en la
cual no hay mas alternativa que hacer el calculo del limite “a mano”.

Si observamos el grafico con detenimiento podemos ver que el valor del
limite varia dependiendo si nos acercamos a Xg por la derecha o por la izquierda,
deberemos calcular ambos limites laterales, para comprender el comportamiento
de la funcion cerca del punto en cuestion.

Limites a derecha e izquierda

Siguiendo con el ejemplo anterior (y sumandole un poco de imaginacion)
podemos observar que a medida que nos acercamos a Xo por su derecha la funcién
toma valores cada vez mayores, mientras que si nos acercamos por su izquierda
los valores son cada vez mas negativos. Diremos entonces que el limite a derecha
del punto Xp serd infinito positivo, mientras que el limite a izquierda del punto Xg
sera infinito negativo, y lo notamos asi: lim f(X)=+40 y lim f(X)=-oo0.

X—=Xg X=Xy

Formalmente decimos:
Definicion: Xl;n;g f(X)=40 si VM >0, 36>0 tal que si X, <X<X,+0,
entonces f(X)>M . Analogamente decimos que xlgrxl(; f(X)=+0 si VM >0,
36 >0 tal que si X,—J < X<X,,entonces f(X)>M .
Definicion: Xhﬁn)g0+ f(X)=—0 si Ym<0, 35>0 tal que si X, <X<X,+7,
entonces f(X)<m. Analogamente decimos que Xl—i)n)(l_ f(X)=—0 si Vm<O0,
0

36 >0 tal que si X, —J < X<X,, entonces f(X)<m.

Este valor 6 >0 que buscamos en la definicién representa una distancia en el
dominio, para la cual siempre que estemos dentro del rango pedido
(X, =0 <X<X, 0 X, <X<X,+0), podamos asegurar que se cumple la condicion

buscada ( f(x)<m 6 f(X)> M ). Graficamente esto se ve de la siguiente manera:
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Xpib,  Xo+5,

u

X<Xg 1| Xp X>Xg

Veamos ahora un ejemplo de limite puntual en el cual los valores a los
cuales uno tiende sean finitos, es decir: Consideremos wuna funcion

f:R—{x,} >R, tal que los valores de los limites laterales sean finitos (no

necesariamente iguales) cuyo grafico es el siguiente:

f(x)

Xg~&q Xo+8;
I 1

] \

] —H—
] Xo
] H

Decimos en este caso que el limite a derecha del punto X sera L, y el
limite a izquierda del punto Xo serd Lp, y lo notamos asi: lim f(x)=L, y
X=Xy

lim f(x)=L,.
X—)XO

76



Notas de Analisis | 5. Limites de Funciones y Continuidad

Formalmente decimos que:
Definicion: lim f(x)=L, si V&>0, 36, >0 tal que si X, <X <X, +0,, entonces
X=Xy
| f(x)- L1| < &. Andlogamente decimos que lim f(X)=L, si Ve>0, 36,>0
X=Xy

tal que si X, —0, < X< X, , entonces |f(X)—L2|<8.

En el caso el caso en que los valores de L; y L, coincidan (L; = L, = L)
diremos que el limite cuando X tiende a Xg es Ly, y lo notaremos lim f(x)=L (o
X—)XO

sea no haremos distincion entre limite a derecha o izquierda). Formalmente
decimos que:

Definicion: lim f(x)=L si Ve>0, 36 >0 tal que si 0<|X—X0|<5, entonces
X—)XO

[fO0-L|<e.

Notar que la condicion 0<|x—X|<& involucra las dos condiciones
anteriores X, —0 <X <X, y X, <X<X,+0.Y que la condicion | f(x)— L| <¢ dice

que L—¢ < f(X) < L+e¢&. Graficamente se ve lo siguiente:

f(x)

Veamos algunos ejemplos concretos:

Ejemplos: calcular los limites laterales a Xo de las siguientes funciones y en caso
de existir calcular el limite en el punto.
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i) f(x)=2x>, con x,=-1. Observamos primero que la funciéon es

“bastante buena” (es continua). Si calculamos el limite lateral derecho decimos

que como lim1+ x* =—1, entonces lim1+ 2x* =-2. De forma similar tenemos que
X—>— X—>—

lim1 2x’ =-2, con lo cual podemos afirmar que existe el limite en el punto
X—>—1"

_ . 3_
X, =—1,y que Xll>rr_112x 2.

i) fx)= 3:

homografica, que presenta “problemas” en X, =1, ya que este valor no pertenece

2 .,
, con X,=1. Nuevamente tenemos una funcion

al dominio de la funcion. Si calculamos el limite lateral derecho al punto X, =1,

tenemos que el denominador tiende a anularse, es decir que linll+ X—1=0, pero
X—>

podemos saber mas, como nos acercamos al valor 1 por su derecha, la variable X
toma valore mayores que 1, con lo cual X-1 toma valores cercanos a 0, pero

positivos, es decir que lirrll+ X—1=0", mientras que cuando tendemos por la
X—>
izquierda obtenemos que linll X—1=0". Si estudiamos el numerador de la
X—1~
funciéon tenemos que lim 3X—2= lim 3x—2=1, con lo cual el limite del
x—>1* X—1"

cociente serd infinito. En el primer caso tenemos que tanto el numerador como el

denominador son positivos, mientras que en el segundo caso tenemos que el

numerador es positivo, pero el denominador es negativo. De todo esto se deduce
X—=2 3x-2

.3 .
aue Jim 2=y i S

—00 ,

2x+1
iii) f(X):{2X+3, con X, =4. Estudiemos este ejemplo, y observemos

que linll 2X+1=3 y que linll 2x+3=5. Este es un caso donde ambos limites
x—1* x—-1*
laterales son finitos, distintos, luego no existe el limite en el punto.
Definicion: Sea f:A— R tal que ambos limites laterales existen, son finitos y
coinciden (o sea lim f(x)= lim f(X)=LeR), pero que la funciéon no esté
X—Xg X=Xy
definida en el punto (X, ¢ Dom(f)) o que f(x,)=L, entonces diremos que f

presenta una discontinuidad evitable en Xo.

Definicién: Sea f:R—{x,} >R tal que no est¢ definida en el punto
(X, € Dom(f)),y:

1) ambos limites laterales existen, son finitos pero no coinciden (o sea
lim f(x)# lim f(x)),
X=X X=Xy
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i1) alguno de los limites laterales es infinito (en el peor de los casos ambos
son infinitos), o

i11) alguno de los limites laterales no existe (en el peor de los casos
ninguno de ellos existe),

diremos que f presenta una discontinuidad inevitable (o esencial) en Xo.

Continuidad

Hemos mencionado en el capitulo 2, qué significa intuitivamente que una
funcion sea continua, esto era que su grafico se podia hacer sin levantar el lapiz,
es decir la funcidn “no pega saltos”. Desde aquel hasta ahora hemos desarrollado
varias herramientas que nos permitiran formalizar la idea de continuidad.

Supongamos que se tiene una funcion f, y que se quiere estudiar su
comportamiento en un determinado punto, llamémoslo Xo. Como no aclaramos
que la funcidon esté definida en el punto en cuestion no seria prudente calcular f(Xg)
ya que podria no tener sentido. Calculemos entonces ambos limites laterales, y
supongamos que ambos existen, son finitos y coinciden. Sean ahora
xlg% f(x)= Xl;n;a f(x)=LeR. Si resultara que el punto X, ¢ Dom(f)o que

f(x,)# L, por lo visto antes diriamos que f presenta una discontinuidad evitable
en el punto Xo. Pero, ;qué sucede si f(X,)=L?, es decir que ambos limites

coinciden con el valor que la funcién toma en el punto. En este caso resultara que
f es continua en el punto Xg. Mas formalmente decimos que:

Definicion: Sea f una funcion definida en un entorno del punto Xo. f se dice

continua si Ve >0, 36 >0 tal que si |X—X0|<5, entonces |f(x)— f(X0)|<g.

Observemos que la condicion “

X— X0| <9, entonces | f(x)— f(x0)| <g”
implica “0< |X—XO| <o, entonces |f(x)— f(x0)| <g” y como ademas
X, e Dom(f), y f(x,)=L, esto implica que “0<|X—X0|<5, entonces
|f(x)— L| <e”y f(X,)=L. En resumen tenemos que el limite en el punto Xg

existe y coincide con f(Xo). Luego tenemos las siguientes equivalencias:

Teorema: Sea f definida en un entorno del punto Xo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
i) f es continua en el punto X (0o sea Ve>0, 36>0 tal que si

|X—X0|<5, entonces |f(x)— f(X0)|<g),

i) lim f(x)eR, lim f(x)eR, lim f(x)= lim f(x)=f(x,),
X—=Xg X—Xg X—=Xg X=Xy

i) Lim f(x)=f(x,).
X—)XO
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Consideremos ahora una funcion f que presenta una discontinuidad evitable en el
punto Xo. Supongamos ademds que la funcion no estd definida en ese punto.
(Podremos hacer algo para que la funcion resulte continua en Xo? Nuevamente
tomemos la definicion de discontinuidad evitable, sabemos que los limites
laterales en el punto Xo coinciden, y que f no estda definida en el punto Xo.
Extendamos el dominio de la funcion agregando el este valor y hagamos que en Xg
tome el valor de los limites. Es decir, si se tiene que f:A—>R,

X, € A=Dom(f), lim f(x)= lim f(x)=LeR, definimos entonces una nueva
X=Xy X—=Xg

f(x) sixeA

funcion %(X)z{L N
siX =X,

, entonces resulta que lim lz(x) = lim f(x)=L
X=X X=X

y ademas f(x,)=L, entonces por el teorema anterior (iii)=>1)) vale que
f:AU{x,} >R,y f coincide con f sobre A, esto Gltimo suele escribirse

1:‘ =f.
A

Ejemplo: Encontrar todos los posibles valores de k de forma tal que la siguiente
funcion resulte continua. f :R — R, definida como:
4426 six<0
f(xX)= .
2x+k* six>0
Primero observemos que para estudiar la continuidad de f (en todo su dominio),

nos bastara tan sélo con ver qué sucede con la rama que la define a la izquierda
del cero, a la derecha del cero y en el aquel punto.

Esté bastante claro que la funcion f(X)=4+2e
/x

* no presenta problemas

a la izquierda del cero, ya la funcion e"* esta bien definida sobre todos los valores
negativos de X y luego al multiplicar por 2 y sumarle 4 esto se mantiene. Si bien
esto parece muy intuitivo, formalmente estamos haciendo uso del algebra de
funciones continuas, el lector a esta altura puede imaginarse de que se trata, pero
de todas maneras sera explicado en la proxima seccion.

Esto mismo sucede con la segunda rama, la funcién f,(x)=2x+k* por
ser lineal resulta continua en todo su dominio, es decir, f, es continua para todos

los reales mayores que cero independientemente del valor de k. ;jPor qué no
podemos afirmar que la funcién sea continua en el cero; Para esto deberiamos
verificar que se cumple la definicion de continuidad o alguna de sus
equivalencias. Por simplicidad buscaremos que los limites laterales existan, que
sean finitos y que lim f(x)= lim f(x)= f(X,).
Xx—0* X—0~

Calculemos lim f(x)= lim f (X)= lim 4+2e" =4+2. lim " =4+2.0=4

X—0* X—0* X—0" X—=0"
(Observar que nuevamente hemos usado el algebra de limites).
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Si calculamos lim f(x)= lim f,(x)= lim 2x+k*=k* lo cual coincide con
X—0* X—0* X—0*
f(0)=k*>. Es decir, queremos que 4= lim f(x)= lim f(x)=f(x,)=k".
X—0" X—0*

Entonces pedimos k> =4 =k =42.

Algebra de limites y continuidad

En esta seccion extenderemos el algebra de limites para funciones, lo cual
no resultara mas que una copia de lo ya hecho para sucesiones:

Teorema (Algebra de Limites): Sean f:A—-{x}—>B y g:A-{x}—>C dos
funciones tales que Xh_r)nxo f(x)=1eR y Xh_r)nx0 g(x)=1, e R, entonces valen los

siguientes resultados:
e lim k.f(x)=kl , Vk eR constante
X=X,

o Xli_r)nxof(x)+g(x):ll+lz
o i F00-g00=1 -1,
o Xli_r)nxof(x).g(x):ll.lz

o Xli_r)nx0 f(x)/9(x)=1,/1,, suponiendo que g(x)# 0 y que |, =0

Teorema (Algebra de Limites para valores infinitos): Sean f :A—{xo}—> By
g: A—{XO} — C dos funciones. Entonces valen los siguientes resultados:

i)Sixlgnx0 f(X)=w0 y xh—r>nxog(x)=|26R

Xli_r)nx0 k.f(X)=sg(k)wo, Vk € R constante (donde sg(k) representa el signo de k)

xh—r>nx0 f(X)+g(X)=0c0

o xh—r>nx0 f(X)—g(x)=+x

. Xli_r)nXO f (x).9(x) =sg(l,)o (siempre y cuando b # 0)

. Xli_r)nxo f(x)/g(x)=sg(l,)oo, suponiendo que g(x) #0 y que |, #0

. Xli_r>nXOg(x)/ f(x)=0, sil,#0
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ii) Si Xh;r)nx0 f(X)=40 y Xlir)nx0 g(x)=+o0

o lim f(X)+9g(X)=+x

xli>x0
. xh—r>nx0 f (X)— g(X) = o0 = indeterminacién
o xh—r>nx0 f(X).g(X) =400

. xh—r>nx0 f (X)/ g(x) = indeterminacién

o Xh_r)n)(O g(x)/ f(x) =indeterminacion

Con respecto a las funciones continuas, no podemos decir mucho mas que
repetir lo ya dijimos varias veces. Dado que la nocidon de continuidad se desprende
de la nocioén de limite, resulta que la suma, la resta, la multiplicacion, etc. De
funciones continuas resultard continua. Lo formalizamos con el siguiente
resultado.

Teorema (Algebra de funciones continuas): Sean f:A—B y g:A—C dos
funciones definidas en un entorno del punto X, y continuas en X,. Entonces se

tiene que valen los siguientes resultados:
e k.f(X) escontinuaenX,, VkeR constante

e f(X)+g(X) escontinuaen X,

f(X)—g(x) es continua en X,

f (x).9(X) es continua en X,

f(X)/g(x) es continua en X,, suponiendo que g(X) # 0 cerca de X,
Ademas se verifica que:

Teorema: Si f:A— B, g:B — C son dos funciones definidas en un entorno del
punto X, y f(X,) y continuas en X, y f(X,) respectivamente. Entonces la

composicion resulta continua en X,

Teoremas sobre continuidad

Consideremos ahora, funciones que sean continuas en un intervalo
cerrado, es decir, sea f:A— B sdlo pediremos que la funcion f esté definida en
el intervalo [a,b], y que ademas resulte continua ahi adentro, notar que la
continuidad en los bordes del intervalo indica que el limite por izquierda al punto
b coincida con el valor f(b) (sin importarnos que sucede con el limite por derecha,
f podria ni siquiera estar definida a la derecha de b). Analogamente sucede con a,
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solo pediremos que el valor del limite por derecha coincida con la valuacién en el
punto, y no nos detendremos a estudiar el limite por izquierda a ese punto.

A continuaciéon se estudiardn algunos teoremas que nos permitirdn
comprender el comportamiento de las funciones continuas.

Teorema: Sea f:A— B una funcion continua en el intervalo [a,b], afirmamos
que f es acotada en todo el intervalo.

Demostracion: Sea f continua en el intervalo [a,b], pero supongamos que nos es
acotada. (Esto nos indica que o bien no es acotada superiormente o bien
inferiormente). Supongamos primero que no es acotada superiormente, entonces
para cualquier valor de M >0, existe x €[a,b] tal que f(x)>M . Como esto lo

podemos hacer para cada valor de M, tomemos M =n, y llamemos X, €[a,b] al
correspondiente valor de X, que hace que se cumpla f(x,)>n. Repitiendo esto
para cada numero natural n, conseguimos una sucesion  (X,),.x:
X(> Xy, X3,-.., X,,..., totalmente contenida en el intervalo [a,b], con la propiedad
que f(x,)>n VneN. Entonces esto ultimo nos indica que la sucesion estd

acotada. Y por el teorema de Bolzano-Weierstrass (ver capitulo 4) afirmamos que
la sucesion (X,),,y contiene una subsucesion convergente(X, ),y que tiene
limite &1&1@ X, =l, y como se verifica que a<(x,),y<b , entonces

a< (Xnk )ven <D, y por lo tanto | €[a,b], y entonces afirmamos que existe f(l).

Por ser f continua en [a,b], afirmamos que %im f(xnk)= f(1) (se deja como

ejercicio para el lector convencerse de esto). De aqui se obtiene que ( f (Xnk ))kEN

es una sucesion convergente que tiene como limite a f(l). Pero por otrio lado

tenemos que f (Xnk )>n, 2k, entonces ( f (Xnk )) no es acotada.
keN

Claramente estos dos resultados son contradictorios, ya que hemos visto que toda
sucesion convergente es acotada. De lo cual se obtiene una contradiccion que
parte de suponer que f no era acotada superiormente. Este mismo razonamiento se
copia suponiendo que f no era acotada inferiormente. O

Tenemos ahora que la imagen de una funcidon continua sobre un intervalo
cerrado es acotada (y claramente no vacia), entonces por lo estudiado en el
capitulo 3, existen valores llamados supremo e infimo, que por pertenecer al
conjunto imagen decimos que son maximos y minimo respectivamente. En los
proximos teoremas serd de gran importancia la propiedad de completitud de R.
Esto motiva el siguiente

Teorema (Weierstrass): Sea f : A— B una funcion continua en el intervalo [a,b],
afirmamos que f alcanza un maximo y un minimo en el intervalo.
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Demostracion: Como f es continua en el intervalo [a,b], el conjunto
A=Im(f)={f(x)/xe[a,b]} es acotado (tanto inferior como superiormente por

lo que explicamos en el parrafo anterior). Llamemos: s=sup(A), i=inf(A).
Debemos ver ahora que existen valores X, X, tales que f(x)=sy f(x,)=i.
. . 1
Supongamos que no fuera asi, consideremos ademads la funciéon g(X) :T),
S—T(X

que por nuestra suposicion estd bien definida ya que es el cociente de dos
funciones continuas que no se anulan. Y como g es continua en un intervalo
cerrado, por el teorema anterior g es acotada, es decir existe un valor M tal que

g(x)zs;f()SM Vxe[a,b]. De aqui sale que 1<M(s—f(x)), o sea
—f(x

f(x)<s —ﬁ Vx e[a,b]. De esto se deduce que S —ﬁ es cota superior de A, lo

cual contradice que S sea el supremo. Esta contradiccion provino de suponer que
no existia ningin valor X, tal que f(X)=s, entonces S es un maximo del

conjunto A, o sea que f(x)= f(x) Vxe[a,b].De la misma manera se procede

1
— se
f(x)—i
llaga a una contradiccion. (Se deja como ejercicio para el lector completar esta
demostracion) O

con X,. Suponiendo que no existe y considerando la funcion h(x) =

Es bueno que el lector que este en condiciones se habitue a demostrar
formalmente ya que en la matematica las cosas mas esperadas pueden resultar
falsas y las mas increibles pueden resultar ciertas.

Recordemos ahora la definicion informal de continuidad dada en el
capitulo dos. Deciamos que una funcién es continua si podiamos graficarla so
levantar el 1apiz del papel. Por otro lado supongamos que se tiene una funcién
continua que toma valores negativos y valores positivos. Para fijar ideas
supongamos que a,be Dom(f) y que f(a)<0 y que f(b)>0, intuitivamente
esperariamos que la funcion corte en algin lugar (entre a y b) al eje de las X. Lo
que es mucho menos obvio es que para afirmar esto estamos usando la propiedad
de completitud de los numeros reales. Formalizaremos a continuacion este
resultado y lo demostraremos con méximo detalle para que el lector pueda
observar que la propiedad de completitud es indispensable. Se recomienda que se
haga una lectura detenida de la demostracion del teorema.
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FB)=0 yd

fla)<0
Teorema (Bolzano): Sea f : A— B una funcion continua en el intervalo [a,b], tal
que f(a)<0 y que f(b)>0 (o al revés, se suele escribir f(a).f(b)<0).
Entonces existe un punto € € (a,b) tal que f(c)=0.
Demostracion: Consideremos el conjunto formado por todos los puntos del
intervalo donde la funcién es negativa. A= {X ela,b]/ f(x)< O}. Este conjunto
esta acotado superiormente por b (ya que si Xxe A= xe[a,b]= x<b), y ademas

es no vacio ya que ae€ A, luego (por la propiedad de completitud) existe un
elemento ¢ =sup(A). Como el conjunto A esta totalmente incluido en el intervalo

[a,b] entonces ¢ e[a,b]. Queremos ver que este valor C es el valor buscado, es
decir que f(c)=0.

Supongamos que no. Si f(€) <0, entonces afirmamos que existe un valor 6 >0
(*), tal que para cualquier X que cumpla c—d <x<Cc+J vale que f(x)<0. Sea
X, un elemento tal que C< X, <C+J, entonces f(X)<0, entonces X, € A. Lo

cual es una contradiccidon ya que es un elemento de A y es mayor que el supremo.
Si f(c)>0, también afirmamos que existe un valor ¢ >0 tal que para cada X tal

que C—o<X<C+d se cumple f(x)>0. Sea ahora X, un valor tal que
C—-0<X,<c. Es claro que X, no puede ser cota superior de A ya que C es la
menor de todas, entonces existe un elemento X, € A tal que X, <X; <C, pero
entonces como X, € (C—3J,C+9) tenemos que f(X,)>0 y ademas f(x;)<0 por
estar en A. Lo cual es absurdo. Con lo cual tenemos que f(c)=0 y como
cela,b] y c#a yaque f(a)<0 y c#b yaque f(b)>0, entonces ce(a,h),
lo cual prueba el teorema. O

(*)(se deja al lector convencerse de esto, basta mirar con cuidado la definicion de
limite)

Veamos que la idea que aporta este teorema puede ser generalizada un

poco mads, es decir, este razonamiento puede ser trasladado horizontalmente y
tenemos el siguiente corolario:
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Corolario: Sea f:A— B una funcion continua en el intervalo [a,b], tal que
f(a)< f(b) (oalrevés)y sea y, tal que f(a)<y, < f(b). Entonces existe un
punto C € (a,b) tal que f(c)=Yy,.

Demostracion: Para demostrar esto no hay mas que considerar la funcion f,
definida sobre el mismo intervalo, tal que f,(x)= f(x)—Yy, (desplazamiento de f
Yo puntos en sentido vertical) y aplicar el teorema de Bolzano a la funciéon f,.
Tenemos entonces que existe un valor ce(a,b) tal que f(c)=0, luego
f,(c)=f(c)-y, =0, entonces f(c)=y,.0O

B0
1. %,
}’E_
(fe)=";)
f(a)::ﬂ__j = Tomando f(x)=f(X)-y, y
luego aplicando el teorema de
Bolzano.
@)=0.]
I AR
¢ (Hc)=0)
He)<0 ]

Ejemplo (Aplicacion del teorema del Bolzano): Sea f:R—>R una funcién
polindmica definida como f(X)=x*—-3x>—4x>+12x. Sabiendo que f(3)=0,
calcular los conjuntos de negatividad (C_(f)) y positividad (C,(f)) def.

Primero observamos que la condicion f(3) =0 equivale a decir que X—3
divide a f, y ademas podemos observar que de la expresion de f podemos extraer
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un factor comun, la variable X. Obtenemos de esta manera una expresion mas
factorizada de f: f(X)=x(Xx’ =3x* —4x+12) = x.(x—3)(algo de grado 2).
Determinemos cudl es la cuadratica restante, mediante una simple division de

polinomios:
X =3x* —4x+12 I x=3
X o3 X —4
—4x+12
C_4x+12
0

Obtenemos entonces que f(X)=Xx.(Xx—3)(x>—4) y por ser una diferencia de

cuadrados sabemos que X —4=(X—2)(x+2), con lo cual obtenemos que f se
escribe como: f(X)=X.(X—-3)(X—2)(X+2) y queda claro que las raices de f son

{—2, 0, 2,3}. Veamos como se aplica el teorema de Bolzano. Sabemos que la

funcién entre raiz y raiz, no corta el eje de las X, y usando el contrareciproco del
teorema de Bolzano, que dice:

Teorema de Bolzano (contrareciproco): Si f :R — R es una funcion continua en
[a,b] y no contiene ningln cero en el intervalo [a,b], entonces f es positiva o
negativa en el intervalo (pero no puede ser ambas).

Esto nos dice que en los intervalos restantes (—,-2), (-2,0), (0,2), (3,2), la

funcién so6lo puede ser positiva o negativa. Para determinar es cual de los dos
casos estamos, vasta tomar un punto en cada intervalo y el signo del valor de la
valuacion en el punto nos determinara el signo de f en todo el intervalo:

3e(-0,-2)  f(=3)=90>0
“le(-2,0) f(-1)=-12<0

1€(0,2) f(1)=6>0
2,5¢(2,3)  f(2,5)~-2,8<0
10e(3,0)  f(10)=6720>0

f es positiva en (—o0,-2)
f es negativa en (-2,0)
f es positiva en (0,2)

f es negativa en (2,3)

p Ul

f es positiva en (3,0)
Entonces tenemos que:

C+( f ) = (_OO’_Z) U(O,z)U(3,00) y C—( f ) = (_2>O)U(253)
Limites especiales

Al igual que para sucesiones, mostraremos aqui algunos limites conocidos
que nos serviran como herramientas para resolver indeterminaciones. Como se ha
visto a lo largo del capitulo gran parte de los resultados obtenidos para sucesiones
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se copian para el tratamiento de limites de funciones. Es por esto que pasaremos
directamente a estudiar una reformulacion de un resultado obtenido en el capitulo

cuatro, que nos permite salvar algunas indeterminaciones de la forma “1””. Como
hicimos en el capitulo anterior, enunciaremos el teorema y dejaremos que el lector
interesado consulte la demostracion en la bibliografia [ ICDIN].

Teorema: Sea f :R — R una funcién (no necesariamente definida en X, ) tal que

f(X)
|

lim f(X)=+o0, entonces _lim (1+y =e. En particular tomando
X=X, X=X, f(X)

X
f(X)=x se obtiene Xgn}roo(lJr%) =e. Y tomando f(x)=1/x se tiene

lim (1+ x)l/x =e
X—0"

Teorema (cero por acotado): Sean f:R—R y g:R—>R dos funciones (no
necesariamente definidas en X;), acotadas tal que Xh—I>nx0 f(x)=0, entonces

xh—r>nx0 f(x).0(x)=0.
Demostracion:  Queremos  probar  que xli—r>nx0 f(xX).g(x)=0, sabiendo
que Xh—I>nx0 f(x)=0,yque -M <g(X) <M, luego | g(X)|< M . Sabemos que para

todo £>0, existe un valor 6 >0, tal que si |X—X0|<5, | f(X)|< &. Luego
acotemos | f(X).g(X) = f(X)[.]g(X)|<| f(X)|M <&M =¢", entonces tenemos
que para todo &> 0, existe un valor 6 >0, tal que si |X— X0| <o, | f(X.gX)<ée

(donde M = ¢"), lo cual muestra que Xh_r)nxo f(x).0(x)=0 nh_r)nOO anbp =0.0

El ultimo teorema también resulta ser una copia del teorema enunciado
para sucesiones, y la demostracion de este teorema no se dard, pero podra ser
consultada en la bibliografia [ICDIN] o [2NRSSFEC].

Teorema: Sea f:R—>R (a),,y una funcion (no necesariamente definida en

. B .sen(f(x)) . B
X,), tal que Xh_r)nx0 f(x) =0, entonces Xhm ————==1. Si tomamos X, =0y

=% ()

sen(x) 1

f(X) = x obtenemos que lim
X—=>0 x
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6 — DERIVADAS

Asi como estudiamos en el capitulo anterior la nocién de continuidad de
una funcién en un punto veremos en este capitulo la nociéon de derivada puntual.
Este concepto aportara una herramienta potente para comprender el grafico de una
funcion expresada analiticamente. La mayoria de la teoria desarrollada en este
capitulo servird principalmente para poder realizar un estudio de funcidén competo.
Asi mismo obtendremos una herramienta potente para calcular limites.

Definicién

Supongamos ahora que se tiene una funcidén continua, cuya grafica es
suave, es decir, no presenta puntas ni quiebres bruscos.
Consideremos ahora un punto Q y otro punto P; sobre el grafico de f , luego
trazamos L; la recta secante al grafico de f que pasa por los puntos marcados.
Podemos repetir este procedimiento trazando las rectas Ly, Lo, L, ... Ly, que pasan
por los puntos Pi, Py, P3, ... Py y Q respectivamente, notemos que las rectas son
cada vez mas parecidas a la recta tangente al grafico de f en el punto Q, a la cual
hemos llamado L.

El grafico siguiente ilustra este procedimiento.

89



Notas de Analisis [ 6. Derivadas

Formalicemos esta idea: Sea f una funcién continua definida en un
intervalo [a,b], tomemos X, € (a,b) y sea P =(x;, (X)) puntos sobre el grafico

de f de forma tal que la sucesion formada por los X, — X, cuando i tiende a
infinito (es decir los valores de X, se aproximan a X;). Por otro lado, notemos que

las  pendientes de las rectas L; definidas como antes son:

f(x)—f(x
pend (LI) — M .
X =X,
En definitiva afirmamos que el limite de este cociente, si existe, sera el

valor de la recta tangente en el punto Q.

Matematicamente decimos que

lim pend (L) = _1imM = pend(L).
|—>00 |—00 Xi —

0

Definicion: Si este limite existe lo llamamos la derivada de f en Xx,. Lo
o . fx)— (X , . .
escribimos como: lim Te)=100) f’(x,), o mas usualmente, directamente
X=X X=X,
o o . . f(x)—f(x ,
suprimimos los subindices y decimos: lim M= f(X,) -
XX X=X,

_ff}; ELF

También podemos llamar h a la distancia entre X y X,, es decir
h =X —X, y como X se aproximan a X, tenemos que h, se aproximan a 0.
Luego, tomando h=X-X, podemos rescribir el limite anterior de la siguiente

manera:
lim M - lim (% +h) - T(X) = f(x,)
X=X X — XO h—0 h
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Definicion: Decimos que una funcion f es derivable en un punto X, si el limite

h—0 h

existe (es finito), y en ese caso decimos que su derivada en

ese punto es f'(X,).

Definicion: Decimos que una funcion f es derivable en un intervalo (a,b), si es
derivable en cada uno de sus puntos.

Observacion:

1) La nocién de derivabilidad (al igual que la de continuidad) es una
nocion local, es decir nos informa sobre el comportamiento de la
funcién en un entorno del punto.

i) Ademas es importante notar que la definicion de funcion derivable
en un intervalo automaticamente requiere que éste sea abierto ya
que deben existir los limites al punto, tanto por izquierda como por
derecha.

Si el intervalo fuera cerrado a izquierda (a derecha) no seria posible
tomar limite por izquierda (derecha) al punto minimo (maximo) del
intervalo.

Derivada y recta tangente

Como hemos visto en la seccion anterior la derivada de una funcion f en un
punto X, se interpreta geométricamente como la pendiente de la recta tangente al

grafico de f en el punto X, .

Esto nos brinda una forma practica para conocer la recta tangente una
funcion derivable en un punto dado. Sabemos que la recta tiene pendiente f’(x,)

y sabemos que pasa por el punto (X, f(X,)) Luego m= f'(x,). Por lo

0
tanto se obtiene que:

y=f'(x,)(X=%,)+ f(X,) es laecuacion de la recta tangente.

Veamos algunos ejemplos de calculos de derivadas

Ejemplos:
i) Calcular la derivada de fen X, =3 de f(Xx)=2x-4.Y calcular la recta

tangente al grafico de f en ese mismo punto.
(3= limtCN=T®) _ 26+M-4-2 , 6+2h-4-2 . 2h_,
h—0 h h—0 h—0

h h—0 h

Calculemos ahora la recta tangente correspondiente:
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y=fF(X)(X=X%)+ f(X)=2(x=-3)-2=2x-4.

No es casualidad que en este caso la recta haya resultado idéntica a la
funcion lineal original, deberia ser bastante claro para el lector que la recta
tangente (la recta que mejor aproxima a la funcion en el punto), es la funcion
misma.

Es de esperar que para cualquier funcion lineal la recta tangente a su
grafico en cualquier punto sea el grafico de la funciéon misma, y por lo tanto la
derivada de la funcidn sera su pendiente independientemente de la eleccion del
punto.

Es decir, si f(x)=mx+Db,

f(x,+h)—f(x,) im m(x, +h)+b—[mx, +b] lim mh
- = -

f (XO) - rl]l_I)l’(l) h—0 h h—)OT =My por
lo tanto la recta tangente a f en X, es:
y=F(X)X=%)+ f(X,)=m(X=X,)+(mx,+b)=mx+b, tal como se

esperaba.

ii) Determinar si existe la derivada de la funcion f(x)=|X| en el punto
X, =0. Para ello deberiamos ver si existe el limite del cociente incremental.

X six=>0 )
, por lo tanto calculemos primero

Recordemos que |X|= )
—X six<O0

f/(x,) = lim T +M=1(x) y luego f'(x,)= lim T +M=1(x) . Tenemos
h—0* h h—0" h
s Ihl o ho iy T
que f+(XO)—h1Ln01+——hh_>r{)1+ . =1y que: f_(XO)—hILrg _hlg{)l* F= 1 luego el

limite no existe, entonces decimos que f no es derivable en el cero.

iii) Calcular la derivada de f(X)= x> en el punto X,.

(% +h)" =%’ _ fim X, +2%h+h*—x%" _ lim h(2x, +h) _
h h—0 h h—0

Observamos en este caso que el valor de la derivada depende de la
eleccion del punto.

f (XO):rlgr(l) rl11Lr(1)2X°+h

iv) Calcular la derivada de f(Xx)=¢€" en el punto X, .

Xo+h _aX Xo h _ h _
o) =lim 8 im0 iy @D e ge geja
h—0 h h—0 h h—»0 h
h
€-D_;

como ejercicio para el lector verificar que r11i1’1’(1)
5
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Funcion derivada

Los ejemplos iii) y iv) muestran casos en los cuales los valores de las
derivadas de las funciones dependen de los puntos en los cuales se las quiera

calcular (cosa que no sucedia en el primer ejemplo). Tenemos que si f (X) = X

entonces f'(X,)=2X, yquesi f(x)=e" entonces f(x,)=e".

Esto motiva pensar si se tiene una funcion que es derivable en (@,b)
entonces para cada punto X e(a,b) esté definida f'(X), es decir que para cada

punto tenemos una derivada, lo cual nos da una funcién la cual llamaremos
funcion derivada.

En los ejemplos tenemos que si f (X) = x> entonces su funcién derivada

serd f'(X)=2X y quesi f(x)=e" entonces su funcion derivada sera f(x)=¢e".

Se deja como ejercicio para el lector verificar la siguiente lista de
correspondencias:

f(x) (%) f(x) (%)

k (constante) 0 sen(X) cos(X)
X 1 cos(X) -sen(X)
mx +b m e~ e~

x* (aeR) ax®”! In(x) X!

Reglas de derivacion

Como hemos podido apreciar en las secciones anteriores el céalculo de
derivada no parece una tarea practica, ya que esto involucra el célculo de n limite
el cual en la mayoria de los casos se presenta como una indeterminacion del tipo
cero sobre cero.

A continuacion desarrollaremos técnicas que facilitardn el calculo.

Teorema: Sean fy g dos funciones derivables en X,. Entonces:
1) (k.f) =k.f’ vk e R
i) (f+g9)="1"+¢d'
i)  (f-g)=f'-¢
iv) (f.g)=~1f.g+g.f

V) i =M (siempre y cuando el denominador no se
g 9’
anule)
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Son derivables en X, y sus derivada correspondientes son los términos de la
derecha.
Demostracion: Probaremos i), ii), iii), iv).

i (k.f)’(xo):%i_r}(l) k.f(x0+hr:—k.f(x0) K lim f(x0+hr:— f(x,) K F(x).

h—0
i) (f +9)(x,)=
i QOO+ =(F+9)0) _ £ 040+ 904 +M)=(F )+ (%) _

h—0 h h—0 h

o FOG+h) - (%) g +h)—g(x) _ ,
—rl]li% n + h = f (%) +9'(%) -

1ii) (f - g)’(xo) = (f + (_l)g)’(xo) = f ,(Xo)"‘((_l)g)’(xo) = f ,(Xo)_ g'(xo)

1v)

(£.9)(x) = lim

(f-g)(xo +h)—(f.g)(X0) = lim f(XO + h)-g(xo +h)_ f(Xo)-g(Xo) _
h h—0 h

= lim f (Xo + h)-g(xo + h) —f (Xo + h)-g(xo)"‘ f (Xo + h)-g(xo)_ f(xo)-g(xo) —

h—0 h
= lim f (Xo + h)-(g(xo + h)_ g(Xo)) +lim ( f (Xo + h)_ f(xo))-g(xo) —
h—0 h h—0 h

=}]1_r>% f(x, +h).%1_r)1(1) +g(X0).%1_r>%

= £0%).9'(%) + 9(X)- F'(%)) = £(%)-9(%)) + 9'(%,)- F (%))
Para la demostracion de v) consultar la bibliografia [2NRSSFEC]. O

g(x0+h)—g(x0) f(X0+h)_f(Xo):
h h

Ejemplo: Calcule la funcién derivada de f (x) =tg(x)

tg'(x) = (SW j _ (sen(0)) .cos(x) = sen(x).(cos(x)) _ cos*(x) +sen’(x) _
cos(X) cos’(X) cos’(X)
I S sec’(X).
cos’(X)

Regla de la cadena
El siguiente teorema nos da una herramienta para derivar una composicion
de funciones. Esta forma de derivacion se la suele conocer como Regla de la

cadena.

Teorema: Si f:A— B, g:B — C son dos funciones definidas en un entorno del
punto X, y f(X,) y derivables en X, y f(X,) respectivamente (es decir existen
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f'(x,) y 9'(f(x,))). Entonces la composicion resulta derivable en X, y mas aun

(go f),(xo) =g'(f (%)) f ,(Xo) .
Para ver una demostracion de este teorema consultar la bibliografia [2NRSSFEC].

Ejemplo: Calcular la derivada de la funcién f(x)=a" con aeR_,

f00 =) =(e" ) = (e""®) =" (x In(a))' = a".In(a)

Notar que cuando a =e obtenemos la conocida formula f'(x)=¢".

Se deja como ejercicio (recomendable) que el lector verifique que la derivada de
la funcion f(x)=x* es f'(X)=ax*", y que mas generalmente la derivada de la

funcion  f(X)=g(x)"® es f'(X)= g(x)h(x).(g’(x).ln(f(x))+%f)(x)j.

X
notar que si g(X)=x y h(X)=a estamos en el caso anterior y que
sig(X)=a h(x) =X entonces estamos en caso del ejemplo dado.

Derivabilidad y continuidad

Estudiaremos en esta seccion algunas vinculaciones entre la nocién de
continuidad y la de derivabilidad. Como ya dijimos, ambos conceptos nos
informan sobre el comportamiento local de una funcién en un punto.

Esto es claro ya que el estudio de la continuidad en X, so6lo involucra el
calculo de los limites laterales y la valuacion de la funcion en el punto, es decir
so6lo nos interesa qué pasa en un entorno del punto. Para el estudio de la
derivabilidad de la funcién en ese punto, s6lo debemos calcular el limite del
cociente incremental (lo cual requiere que la funcion esté definida en X,), si este
existe, ese valor sera la derivada, si no existe, diremos que no es derivable en el
punto.

Las preguntas que se nos plantean son: ;serd posible que la funcion sea
continua pero no derivable? ;serd posible que la funcion sea derivable pero no
continua?

Hemos mostrado un ejemplo de una funcién que es continua en X, =0

pero no es derivable en ese punto. Estamos hablando de la funcion f(X)=| X|: es
claro que f es continua en cero (sus limites laterales y la valuacion en el punto
cero coinciden con cero), pero mostramos que no es derivable en el punto ya que
f/(0)=1y f'(0)=-1, con lo cual afirmadbamos que no existia el limite del
cociente incremental en el punto. Con lo cual se ve que la respuesta a primera
pregunta es que si es posible.
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Veremos ahora que la respuesta a la segunda pregunta es negativa, y para
ello enunciamos el siguiente teorema.

Teorema: Sea f:A— B una funcion definida en un entorno del punto X, y

derivable en X,. Entonces f es continua en X, .

FOO= () _

Demostracion: Como f es derivable en X,, entonces lim ——————== f'(x,)
X=X X=X
0

Queremos ver que thrxi f(x)=f(x,) osea Xlin)}o f(x)—f(x,)=0.

Xh_)n;(lo f(x)— f(x,)=lim M.(x—x

% X%, 0) = 106).Jim (x=x;) = £'(x,).0=0

tal como queriamos. O

Geométricamente las preguntas anteriores se traducen de la siguiente
manera: jserda posible que la funcidén sea continua (no tenga saltos) pero que no
sea suave? ;sera posible que la funcion sea suave pero que tenga saltos? Es claro
que la respuesta a la primera pregunta es si, ya que la funcion f(X) = X| no pega
saltos, pero no es suave en el cero, ya que en ese punto su grafico se quiebra. La
respuesta a la segunda pregunta es no, eso es lo que dice el teorema anterior, y
geométricamente es visible, si la funcion es suave, no deberia pegar saltos.

Teoremas del valor medio (Fermat, Rolle, Lagrange y Cauchy)

En esta seccion nos concentraremos en construir herramientas que seran de
suma utilidad para comprender el grafico de las funciones.

Antes que nada el lector deberia convencerse de que existe una relacion
muy estrecha entre la recta tangente al grafico de una funcion f en un punto X, y

el comportamiento local de la funcién en un entorno del punto X,. En el grafico

de abajo se observa que al calcular la recta tangente al grafico de f en un punto de
un intervalo de crecimiento de f la recta también resulta creciente, esto es: su
pendiente es positiva. Mientras que para los puntos de los intervalos de
decrecimiento, la pendiente de la recta tangente es negativa. Asi mismo la recta
tangente en el maximo de la funcion resultd ser horizontal, es decir que la
pendiente de la recta tangente en ese punto es cero. Recordemos que la derivada
de la funcién en el punto representa la pendiente de la recta tangente al grafico en
el punto. Esto nos muestra de qué manera la nocion de derivada se vincula con el
estudio del crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos de una funcion.
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SR %

Formalizaremos ahora las nociones de crecimiento y decrecimiento, y las
de maximos y minimos.

Definicion: Sea f:A— B una funciéon definida en un entorno del punto X,
decimos que X, es un maximo local de f, si existe un entorno | de x, tal que

f(x)< f(x,) paratodo xel.

Definicion: Sea f:A— B una funciéon definida en un entorno del punto X,
decimos que X, es un minimo local de f, si existe un entorno | de X, tal que
f(x)= f(x,) paratodo xel.

Definicion: Sea f : A— B una funcién decimos f es creciente en A si se cumple
que X, <x, = f(x,)< f(X) paratodo x,,X €A.

Definicion: Sea f : A— B una funcién decimos f es creciente en A si se cumple
que X, <x, = f(x,)= f(X) paratodo x,,X €A.

El primero de los teoremas nos da un resultado bastante esperado, que ya
hemos mostrado al comienzo de la seccion.

Teorema (Fermat): Sea f una funcién definida en un intervalo abierto (a,b). Sea
X, € (a,b) tal que f tiene una maximo o un minimo en X,, entonces si f es

derivables en x,, f'(X,)=0.

Demostracion: Haremos la demostracion suponiendo que X, es un minimo de f.

Sea Xe(a,b), sabemos que f(x)= f(x,). Calculamos entonces las derivada

w y /(%)= lim 2= T0).

laterales de f, esto es f/(x,)= lim
X=X X=X,

X=X, 0

Notemos que cuando X — X, vale que X >X, o sea X—X, >0 entonces se tiene
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F )= F(%)

X—X,

>0 y por la propiedad de conservacion del signo
.I:!(XO): lim f(X)_ f(XO)
' x->%" X=X,

MSO y entonces f/(X,)= lim MSO.
X—X, x->%" X=X,

> 0. Asi mismo cuando X — X, vale que X< X, o sea

X=X, <0 luego

Pero como f es derivable en el punto X,, entonces las derivadas laterales deberian
coincidir, luego f'(x,)=0. Es el caso en que X, es un maximo de f, se copia la

demostracién haciendo las consideraciones pertinentes (se deja este caso como
ejercicio para el lector). O

A continuacion se enunciard un teorema que dice que si se tiene una
funcion continua en un intervalo cerrado y derivable, que en los extremos
coincide, entonces en algin punto del medio la derivada se anula. Este hecho es
obvio, ya que toda funcién continua alcanza un méximo y un minimo en un
intervalo cerrado, y luego bastara con aplicar el teorema anterior.

Teorema (Rolle): Sea f una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b), tal
que f(a)= f(b).Entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c)=0.

Demostracion: Como f es continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces
sabemos que f alcanza un maximo y un minimo. Sea X, €[a,b] un minimo de fy
X, €[a,b] un maximo. Es claro que si ambos valores no son los extremos,
entonces alguno de los dos cae dentro del intervalo (a,b), y por el teorema

anterior f* se anula en ese punto. Si Ambos valores coinciden con los extremos
entonces f tiene que ser constante, y trivialmente f'(X)=0 para todo valor de

xela,b].o

Ahora veremos se generaliza el teorema anterior para el caso en el cual la
funcién considerada no vale lo mismo en los extremos del intervalo.

Teorema (Lagrange): Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b).

Entonces existe un punto ¢ €(a,b) tal que M = f'(c).
—a

Demostracion: Intentaremos llevar las condiciones de este teorema a las del
teorema anterior. Para ello consideraremos la  siguiente funcidn:

_f)-f@)
Y= b-a
al punto (a, f(a)) y (b, f(b)). Consideremos la resta f(x)—Yy lo cual representa
la distancia vertical entre la cuerda y la funcion f en cada punto, y llamemos g a

(x—a)+ f(a), lo cual representa la ecuacion de la recta que une
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esta nueva funcion. Tenemos entonces que

f(b)—f(a
000 L0 1@
g(a)=9(b)=0 (se deja que el lector verifique este resultado).
Como nuestra nueva funcién g es suma y producto de funciones continuas, el
algebra de funciones continuas nos aseguran la continuidad de g en [a,b] y por la

(x—a)—f(a), de los cual obtenemos que

misma razén sera derivable en (a,b). Entonces por el teorema de Rolle
afirmamos que existe un punto ce(a,b) tal que g'(c)=0. Calculando la
derivada obtenemos que g'(X) = f’(x)—w
f(b)-f(a)
b-a

. 'Y por la condicién anterior

g'(c)=f'(c)-

=0 de lo cual se obtiene que existe un punto € € (a,b)

tal que f'(c) :%.D

Teorema (Cauchy): Sea f y g dos funciones continuas en [a,b] y derivable en
(a,b). Entonces existe un punto ce(a,b) tal que
(f(b)—f(a))g'(c)=f'(c)(g(b)—g(a)) ademas si g'(x) =0 para todo X €(a,b)
fb)-f@) _f'(c)

gb)-g@@ g'©

entonces

Demostracion: Se deja que el lector consulte la demostracion de este teorema en
la bibliografia. O

Consecuencias de los Teoremas del valor medio

Veremos ahora algunas consecuencias de los teoremas anteriores. Recordemos
que deciamos la derivada de una funcién constante es la funcién cero
(constantemente igual a cero) la pregunta que surge es: si f° es constantemente
nula en (a,b), ;sera f constante? Y la respuesta es afirmativa ya que si X, y X,

son dos valores de [a,b] (supongamos X, <X,), y miramos a f en el intervalo
[X,,X,] esta resulta continua y derivable en (X;,X,). Afirmamos entonces por el
teorema de Lagrange que existe un punto Ce(X,X,) tal que

f'(C) _ f(Xz):)]:(Xl)

. Ahora observemos que si la derivada f* es constantemente
X2
nula entonces f'(C)=0 con lo cual f(x,)—f(x)=0, entonces f(x,)= f(x)

1

cualesquiera sean X, y X, en [a,b], entonces vemos que f es constante. De aqui
obtenemos la siguiente proposicion:
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Proposicion: Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b), y ademas f'(x)=0
para todo X € (a,b). Entonces f es constante en [a,b].

De la proposicion anterior se deduce que si f y g son dos funciones
continuas en[a,b] y derivables en (a,b), y ademas f'(X)=g'(x) para todo

X e€(a,b) entonces podemos considerar la funcion h(x)= f(Xx)—g(x) cuya
derivada es h'(xX)=f'(X)—g'(x)=0 y como h cumple con las hipotesis del
teorema anterior tenemos que h es constante, luego f y g difieren en una constante.
Mas formalmente decimos:

Corolario: Si f y g son dos funciones es continuas en[a,b] y derivables en (a,b),
y ademas f'(x)=g’(X) para todo X e(a,b).Entonces f(Xx)=g(x)+cC para todo
xel[a,b],con ceR.

Mas aun, tal como observabamos al comienzo de la seccion anterior el
conocimiento de la derivada nos permite decidir sobre el crecimiento o
decrecimiento de la funcidon, como se muestra en el proximo teorema:

Proposicion: Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f'(X)>0 para
todo x e(a,b), entonces f es estrictamente creciente en [a,b]. Si f'(X) <0 para
todo X € (a,b), entonces f es estrictamente decreciente en [a,b].

Demostracion: tal como hicimos antes sean X, y X, son dos valores de [a,b]
(supongamos X, < X, ), y miramos a f en el intervalo [X, X,] esta resulta continua y
derivable en (X;,X,). Afirmamos entonces por el teorema de Lagrange que existe
27 N
Xe(a,b), observemos que f'(c)>0, entonces f(x,)—f(x)>0, y asi

un punto Ce(X,X,) tal que f'(c)= f'(x)>0 para todo

f(x,)> f(x,) cualesquiera sean X, y X, en [a,b]. Entonces vemos que f es
estrictamente creciente. Andlogamente se obtiene el segundo resultado. O

Un resultado que parece esperable es que toda funcidon estrictamente
creciente es inyectiva. Esto es bastante claro ya que si tomara en dos valores
distintos X, y X, de su dominio un mismo valor en las imagenes f(x,)= f(X),

por el teorema de Rolle su derivada se anularia en algin punto del intervalo
(X;,X,), lo cual contradice que sea estrictamente creciente. Tenemos entonces el

siguiente resultado:
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Proposicion: Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f es estrictamente
creciente o estrictamente decreciente en [a,b], entonces f es inyectiva.

Derivada de la funcion inversa

La proposicion anterior nos brinda una herramienta potente para
determinar la existencia de funciones inversas y de sus respectivas derivada.

Teorema: Sea f :[a,b]—>[f(a), f(b)], continua en [a,b]. Si f es estrictamente
creciente o estrictamente decreciente en [a,b]. Entonces estd definida

f:[f(a), f(b)]—>[a,b] y sif es derivable en x, € (a,b) y f'(x,)#0, entonces

f ' es derivable en y, = f(x,) y ademas (f )'(y,) = ,1 .
(%)
Ejemplo: Consideremos  la  funcién f:(0,7)>(-1,1),  definida

como f(X)=cos(X), deberia ser claro para el lector que f'(X)=-sen(x) y
claramente f'(x) <0 para todo x €(0,7), luego f es estrictamente decreciente en
[0, 7]. Entonces el teorema anterior nos permite deducir que f admite funcion

inversa. Decimos que f ' =arccos:[-1,1]—>[0,7] y ademds por el teorema

anterior como f'(X)#0 para todo Xxe(0,7), entonces f~' es derivable en

(-1,1). Y podemos calcular su derivada usando que (f')'(y,)= 0 es decir
XO
, 1
arccos = .

( ) —sen(arccos(X))

Si tomamos y = arccos(X) = cos(Y) = X y como
sen(y) = \/ 1+cos’(y) = \/ 1+ X’ entonces tenemos que
(arccos)'(y) = ! -1 si Xe (-L1).

—sen(arccos(X)) B sen(Y) - \/1 +x2

Derivadas sucesivas

En esta seccion se expondra un resultado bastante obvio. Es claro que dada
una funcion derivable f podemos calcular su funcion derivada ', la cual resulta ser
una funcién. Si ademés ésta también resultara derivable, podriamos entonces
calcular su derivada (f')", es decir, la derivada de la derivada de la funcion f, y
notaremos con f* a la derivada de la derivada de f y la llamaremos la derivada
segunda de f.
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Este proceso se generaliza tanto como sea posible (dependiendo solamente
de la suavidad de la funcion original). Mas en general diremos:

Definicion: Sea f una funcion derivable n veces en un punto X,. Notamos con

f™(x,) a la derivada n-ésima de f en el punto X,. Y vale que
f(n)(xo) = ( fo )' (%) -

Ejemplo:
i) Si f(X)=x +4x’+1, entonces f'(x)=3x"+8x, f"(X)=6x+8,
f"(x)=6y f™(x)=0 paratodo ne N,n>4
i) Si f(X) =cos(x) se  verifica  que f'(x) =—sen(X),
f"(x)=-cos(x), fP(x)=sen(x), f®(x)=cos(x). Se deja como ejercicio
verificar que:

n+l

£ (x) = (—1){ z jsen(x) sin es impar

n

(—1){2j cos(X)  sinespar

iii) Si  f(X)=x", con neN.Se tiene que f'(x)=nx"",

!
£ =n=Dx"2, £"(x)=n(n-1)(n-2)x""> = ﬁ.x“ .Y claramente su
n—3)!
derivada resulta nula si se deriva mas de n veces. Entonces se tiene que:
“ ( ik jx”"‘ sin>k
fFX)=<\Uin-k)!
0 sin>k

Regla de L hépital

Una consecuencia importante del teorema de Cauchy es lo que llamaremos
la Regla de L hopital, que es una herramienta muy poderosa para el célculo de
limites.

Teorema: Sean f y g funciones definidas y derivables en (a,b). Supongamos que
g'(x) # 0 para todo x €(a,b) salvo para x=X, y f(X,)=9(X,)=0. Entonces si

existe el limite lim ﬁ y es finito, entonces afirmamos que el limite
=% g'(%,)

lim M existe y mas aun, lim m = lim w .

=% g(%) =% g(X%) 2% g'(%)
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Demostracién: Sea lim M
X—>X, g’(xo)

f’(x)_I

!

=l e R, entonces dado &£ >0 existe 6 >0 tal que:

0<[X=X,|<0= < ¢ (debemos tomar los intervalos de manera tal que

ambas funciones queden definidas ahi dentro). Como ¢(X,)=0 entonces
g(x)=0 para todo Xe(a,b) salvo para X=X, (ya que si no fuera asi, por el
teorema de Rolle, existiria un valor ¢ en el cual g'(c)=0, y esto no puede ser por
hipdtesis).
F0) _ f(0-f0) _ )
g(x)  g()-g(x) g’
|f(x)_|‘:| KON
g0 | |g'c)

Si 0<|X=X,|[<d= para algun valor C entre Xy X,,

en particular tendremos que 0<|C—X,[<0 = <¢ tal como

se queria. O

El teorema se aplica también en el caso en que la indeterminacion a salvar

. 0 , .
sea del tipo “—”. Mas precisamente:
o0

Teorema: Sean f y g funciones definidas y derivables en (a,b), salvo en
X, € (a,b). Supongamos ademas que lim f(x,)= lim g(x,)=o y que g'(x)#0
X=X, X=X,

.. oo FUX
para todo X €(a,b) salvo para x = x,. Entonces si existe el limite lim ,(—0) yes
=% g'(%))
. _ . f(x : ,
finito, entonces afirmamos que el limite hmM existe y mas aun,
=% (X))

im 10 _ i PO
=% g(X,) =% g'(X)

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplos: Calcular los siguientes limites:
H o limt®

1 . Para ello observamos que es una ingerminacion del tipo
X=X —

(13

%”, mediante la regla de L hopital obtenemos que el célculo de ése limite es

4
equivalente al calculo de lim2— = limx~' = 1. Por lo tanto limM =1
x—=>1 1 x—1 x=>1 x—1
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. . 1=
i1) lim c—ozs(x) . Tenemos:
x—0 X
lim 1=cos(®) = hm_sen(x) = l.hm sen(x) = 1 , luego lim 1=cos(x) = 1 .
x—0 x> x—>0  2¥ 2 x>0 2 x—0 x> 2

Observacion 1: Las indeterminaciones del tipo “0.00” puede rescribirse para ser
llevadas a indeterminaciones de los tipos anteriores.

. ) 1 . .,
Ejemplo: hn% X.ln(—z) representa una indeterminacion de la forma “0.0”. Y
X—> X

1 2 1
ln(xzj X '(_2)'7

rescribimos esto como lim X.In| — | =lim =lim =lim2.x=0.
x—0 X x>0 1 x—0 -1 x—0

X NG

Observacion 2: Las indeterminaciones del tipo “1°”, “0°” (tendiendo a cero por
0"), “o0”” puede salvarse rescribiendo:

1n(y£% f (x)g<x>) = lim(In( £ (x°*)) =lim (g(x)1n f ()) =1 . La primera igualdad

vale por la continuidad del In(x). Finalmente lim f (x)9 =¢'.
X—>

3
Ejemplo: lil’I(l)(COS(ZX))(xZJ representa una indeterminacion del tipo “17”.
X—>

Rescribiendo obtenemos que

In (}(12% (cos(2x))(x%] ] =lim [%) In(cos(2x)) = 3.lim In(cos(2X))

> lo cual lo
Xx—0 X

. L . 0
hemos transformado en una indeterminacion del tipo “6”, entonces nuevamente

| 2X
por la regla de L’'hopital obtenemos que 3.hn%—n(cos,2( )) =
X—> X

(—sen(2x)).2
3.1im S252X) =30im 9 gy L

x—0 2X x—0 X x—=0 cos (2)()
3

Luego lim (cos(2x))[x7] =e®
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APENDICE A - (Légica de primer orden y teoria de conjuntos)

Introduccion

El concepto de conjunto es de fundamental importancia en las matematicas
modernas. Los primeros estudios en esta rama corresponden a Georg Cantor ,
quien dio su primer tratamiento formal en 1870 y en el afo 1874 aparecio el primer
trabajo revolucionario de Cantor sobre la Teoria de conjuntos. El concepto de
conjunto es uno de los mas fundamentales en matematica, incluso mas que la
operacion de contar, pues se puede encontrar implicita o explicitamente en todas las
ramas de las matematicas puras y aplicadas. Muchos matematicos creen que es
posible expresar todas las matematicas con un lenguaje de teoria de conjuntos.

En su forma explicita, los principios y terminologia de los conjuntos se
utilizan para construir proposiciones matematicas mdas claras y precisas y para
explicar conceptos abstractos como el infinito. Otra aplicacion de la teoria de
conjuntos la encontramos con el modelado e investigacion de operaciones en las
ciencias computacionales.

La teoria de conjuntos se ha convertido en un area muy bien establecida de
la matematica, y han surgido contradicciones o paradojas en dicha teoria, y fue
revista varias veces hasta llegar a lo que se conoce hoy como teoria de conjuntos.
Eventualmente, los mas sofisticados acercamientos al trabajo original de Cantor
hicieron que dichas paradojas desaparecieran.

Desarrollaremos en este capitulo las nociones basicas de la teoria de
conjuntos sin detenernos demasiado en cuales fueron los problemas que generaron
las paradojas anteriormente mencionadas y finalizaremos con una seccion
dedicada completamente a las paradojas, en la cual no nos detendremos en el
analisis de ninguna de ellas.

TLos axiomas
Originalmente la teoria de conjuntos fue creada de forma semiintuitiva,

pero la aparicion de algunas paradojas hizo que fuera necesaria una formalizacién
axiomatica.
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Sabemos que un axioma es un principio o postulado basico que es asumido
como regla de juego en el proceso de la inferencia 16gica, que no requiere ninguna
demostracion previa. Fue en la antigua Grecia donde empezd el uso de los
axiomas, que representaba enunciados o afirmaciones que valian por su aparente
evidencia.

Definicion: Un axioma es un principio que permite iniciar un proceso logico de
deduccion, tomandolo como partida para los pasos de razonamiento.

La coleccion inicial de signos, definiciones, enunciados, postulados y
reglas de derivacion (o deduccion) forman lo que se denomina un Sistema
axiomdtico. Este sistema axiomatico debe ser, indecidible y consistente (no
contradictorio) y deseariamos que fuera completo.

Indecidible: Ningun axioma del sistema puede ser obtenido (deducido)
partiendo de los demas axiomas. Esto indica que el conjunto de axiomas debe ser
minimal.

Consistente: Nunca podra deducirse una contradiccion como teorema. Esto
es que lo afirmado por un axioma nunca puede contradecir lo afirmado por los
demads axiomas.

Completo: Deseariamos que todas las verdades del universo en el que
trabajamos puedan ser deducidas de los axiomas.

Uno de los trabajos mas importantes en la teoria de conjuntos demuestra
que ningln sistema axiomatico formal puede ser completo y consistente a la vez,
este resultado se debid al trabajo de Godel a mediados del siglo pasado.

La primera axiomatizacion aparecié en 1908, consistia en siete axiomas
(los siete axiomas de Zermelo (Berlin 1871 - Friburgo 1953). Estor eran: Axioma
de extensionalidad, axioma de formacion de conjuntos, axioma del par, axioma de
la gran union, axioma del conjunto de partes, axioma de eleccion.

Finalmente diremos que los teoremas son todos los resultados (tiras de
simbolos con sentido) que se desprenden de los axiomas aplicando el método
deductivo.

Conceptos basicos teoria de conjuntos y notacion

Usualmente notaremos los conjuntos con letras mayusculas. Los objetos
que forman los conjuntos seran denominados, los elementos del conjunto, y seran
expresados entre llaves “{ , }”, separados por comas. Por ejemplo: el conjunto
formado por elementos 1,2,3,4, que llamaremos A, se nota de la siguiente manera:

A:{l, 2,3, 4}. Cuando definimos un conjunto enumerado los elementos que

contiene, diremos que la definicion es por extension.
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El simbolo elemento € significa (es elemento de). Andlogamente, ¢
significa (no es elemento de). Por ejemplo: Sea A= {1, 2,3, 4} , €l mismo conjunto

que el anteriormente definido, cuyos elementos son los primeros cuatro nimeros
naturales. Podemos entonces escribir le A, 2€ A, 3e Ay4de A,asuvez, 5S¢ A,

17¢ A, etc.

Definicion: Diremos que dos conjuntos A y B son iguales si cada elemento de A
es elemento de B y viceversa. Se escribe A=B.

Ejemplo: En el ejemplo anterior pusimos A={1,2,3,4}; puesto que {1,2,3,4} es
un simbolo para representar al mismo conjunto que representa A. Por lo tanto
A={1,2,3,4} y B={2,4,1,3} representan el mismo conjunto.

Observacion: Debe notarse que, segin la definicion anterior, al definir un
determinado conjunto no importa el orden en que se expresan los elementos.

Es util tener el concepto de un conjunto sin elemento, para ello daremos la
siguiente definicion:

Definicion: un conjunto sin elementos recibe el nombre de conjunto vacio o
conjunto nuloy se representa por { } o por &.

Definicion: el conjunto formado por todos los elementos, recibe el nombre de
conjunto universal, y se nota con la letra U.

Légica proposicional y de predicados.

En la seccion anterior hemos mostrado ejemplos de conjuntos, que fueran
definidos por extension, claramente este método de definir conjuntos no parece
adecuado cuando el conjunto que se desea definir es numeroso, y se complica atin
mas cuando éste es infinito.

Cuando el conjunto de elementos que se desea definir es muy numeroso se
utilizan definiciones por intencion. Esto consiste en dar propiedades de los
elementos que forman el conjunto, mediante un predicado 16gico que estos
elementos deberan satisfacer. En principio podria tomarse cualquier lenguaje
natural para describir los elementos del conjunto, sin embargo es preferible usar
un lenguaje formal que nos permita definir con precision lo suficiente y necesario
como para que el conjunto quede bien determinado.

Para expresar los predicados utilizaremos el lenguaje formal de la l6gica
de predicados de primer orden. Esto es: usaremos construcciones de logica
proposicional, formada por los conectivos —,v,A,=, agregandoles los

cuantificadores existenciales (3 ) y universales (V).
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Veamos algunos ejemplos antes de seguir:

Ejemplos: i) Formalicemos la frase: “voy al cine o voy al teatro” (admitimos el
caso en el cual se pueda ir a los dos lugares). Distinguiremos dos proposiciones:
P, Q, y un conectivo logico: o =V .

“voy al cine 0 voy al teatro” es equivalente a “PvQ?”. Pero para cada

P Q
proposicion solo hay un posible valor de verdad: es verdadera o es falsa. Se
plantean entonces cuatro posibilidades que se mostrardn en la siguiente tabla:

P Q PvQ | Significa:

\Y \Y V “voy al cine y voy al teatro”

\Y F V “voy al cine pero no voy al teatro”
F \Y V “no voy al cine pero voy al teatro”
F F F “no voy ni al cine ni voy al teatro”

Notar que para los tres primeros casos se cumple la proposicion planteada,
mientras para el Gltimo caso no se cumple. Esto representa lo que se llama la tabla
de verdad del conectivo v . Que es verdadera cuando alguna de las proposiciones
es verdades y es falsa s6lo cuando todas las proposiciones son falsas.

A continuacidn se muestra las tablas de verdad del —, A, = :

P | —P P | Q PAQ P=0Q

\4 F V | V V V

Vi iV V | F F F
F | V F v
F F F v

Ejercicio: se deja para el lector demostrar, mediante tablas de verdad, que las
siguientes formulas son equivalentes:

i) P=Q y =P v Q. (Esto muestra que el conectivo = puede construirse
con los demas conectivos).

i) P=Q y —Q = —P (resultado conocido como el contrareciproco)

i) «(PvQ) y -PA-Q.
iv) «(PAQ) y =Pv-=Q.
A estas tltimas dos equivalencias se las conocen como Leyes de De Morgan.

Debido a la gran importancia del item ii) mostraremos aqui su validez:
Para demostrar que P = Q y —Q = —P son equivalentes cualesquiera sean P y

Q, debemos ver sus tablas de verdad son iguales:
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P[] Q] P=>Q [ Q[P [-Q=-P
vV [ v v F | F Y
V | F F V | F F
F | V Y F | Vv Y
F | F Vv v [V Y

Veamos un ejemplo de como se extiende la logica proposicional a la logica
de predicados de primer orden mediante la adicion de los cuantificadores
existenciales y universales al lenguaje de simbolos.

Ejemplo: Consideremos el siguiente predicado, conocido como Principio de
Arquimedes: “Para cualquier nimero natural, podemos encontrar un niimero real
que lo supere”. Intentemos usando logica de predicados formalizar este concepto.
“Para cualquier numero natural” puede pensarse como ‘Para cualquier elemento
n, que sea un nimero natural” esto se escribe: (Vn)(n es un nimero natural) , pero

la frase “n es un numero natural” representa un predicado, el predicado de
pertenencia, que puede escribirse como “ne N” y representa un predicado P (o
bien P(n)) en el cual la variable n esta siendo fijada por el cuantificador universal.
La segunda parte, “podemos encontrar un niamero real que lo supere”, quiere decir
que existe otro elemento que cumple con el predicado ser un nimero real y con el
predicado ser mayor que n, esto es (Ir)(QAR), donde Q: ser un nimero real
(Q:reR),yR:sermayor que n (r>n).

En definitiva tenemos que el predicado “Para cualquier nimero natural, podemos
encontrar un numero real que lo supere” se formaliza como
“(vn)(ne N)(3r)((r e R) A(r >n)))”, que por comodidad suele escribirse como:
“VYneN, dreR talquer>n.

Esto muestra que en el lenguaje de predicados podemos agregar simbolos
de la aritmética que nos permiten formar predicados mas claros.

Los siguientes ejemplos son de especificaciones implicitas de conjuntos.
Las dos primeras son de conjuntos infinitos; la tercera es un conjunto finito.
1) El conjunto de enteros mayores que 10 es especificado por
{ x/xeZ,x>10}, cominmente se escribe {X € Z/x >10}
i1) El conjunto de enteros pares puede ser especificado
como{xeZ/3y, yeZ, x=2y}

Significados menos formales son usados frecuentemente para describir
conjuntos. Una técnica es colocar las especificaciones del conjunto a la izquierda

de una barra vertical, como lo muestran los siguientes ejemplos:

1ii)  El conjunto de enteros multiplos de 3 puede ser especificado por
{3x/x€Z} =3.Z enlugar de {x/x € Z, tal que 3y, y € Z, X =3y}
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1v) El conjunto de nimeros racionales puede ser especificado por

{X/x,yeZ, y¢o}
y

Si un conjunto es finito pero muy largo como para listarse facilmente o si
es un conjunto infinito, los puntos suspensivos suelen ser usadas para especificar
implicitamente un conjunto. Las siguientes especificaciones usan puntos
suspensivos para caracterizar una lista de los elementos de un conjunto.

V) El conjunto de enteros del 1 al 20 es especificado por

{1,2,3,...,20}

Vi) El conjunto de naturales pares es especificado por {1, 2,3,.. }

Todas éstas técnicas informales de especificaciones de conjuntos son
convenientes por lo cual podemos usarlas libremente, mientras que sean
suficientemente claras y no se presten a confusion.

Operaciones con conjuntos

Existen operaciones que nos permiten crear nuevos conjuntos a partir de
otros conocidos.

Definicién: llamamos complemento A° de A al conjunto A® = {x/x ¢ A}

Definicion: llamamos union A U B e interseccion A N B de dos conjuntos Ay B a
los siguientes conjuntos:

AUB={x/xe AvxeB}
AmB:{X/XeA/\XeB}

La definicion de A U B admite el caso en que el elemento X esté en ambos
conjuntos a la vez, para notar esto no hay mas que mirar la definicion de v.

Definicion: Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos si no tienen elementos
comunes, es decir, si AN B=.

Definicion: Para dos conjuntos A y B, el complemento relativo A \ B es el conjunto
de elementos que estdn en A y no estdn en B. Matematicamente decimos que:

A\B={x/xe Arxe B}

Observacion: Podemos rescribir A°=U\A, donde U representa al conjunto
universal.
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Definicion: La diferencia simétrica AAB de los conjuntos A y B es el conjunto
AAB=(AUB)\(AnB)=(A\B)U(B\A)

En general para A < U el complemento relativo U \ A recibe el nombre de
complemento absoluto o sencillamente complemento y se denota por A°. Notese
que el complemento relativo A \ B puede escribirse en términos del complemento
absoluto: A\B=ANB°.

Para ilustrar las definiciones anteriores introduciremos los llamados
diagramas de Venn.

Ejemplo: Sean:

={neN/n<7},
{neN/nespar A n<16} y
2N={neN/n es par}.

A
B
E

Entonces tenemos:

AUB={0,1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,14,16},
ANB=1{0,2,4.6},

A\B= {1,357},
B\A={8,10,12,14,16},

AAB = {1,3,5,7.8,10,12,14,16}.
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Leyes de algebra de conjuntos:

AuB=BUA _
A~NB=BANA Leyes conmutativas

(AuB)uC=AuBUC) o
(ANB)NC=AN(BNC) Leyes asociativas

AuBnNnC)=(AuB) N (AuUC)
ANnBUCO=(AnB)UANC
AUA=A . .
ANA=A Leyes de la idempotencia
Augd=A
AuU=U . .
AND =0 Leyes de identidad
AnU=A
(A=A

AUA‘=U
ANA‘= Complementacion
U=9
F=U

Eﬁi gci ﬁc S :c Leyes de DeMorgan

Leyes distributivas

Las demostraciones que se hacen usando diagramas de Venn parecen
mucho mas faciles que las pruebas en las que analizamos las inclusiones mediante
elementos. Los diagramas de Venn para tres conjuntos tienen 8 regiones y
comprenden todas las posibilidades logicas, lo cual nos dice que las
demostraciones que utilizan diagramas de Venn perfectamente validas.

Sin embargo hay una objecion que hacerle a este tipo de pruebas, utilizar
diagramas de Venn es muy complicado de dibujar cuando hay mas de tres
conjuntos. TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
I'TTTTITITITITITITTTTITITITITITITITITITTITTTTITITITITITI
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
ITTTTTITTTTTTTTITIT

Producto cartesiano, relaciones y funciones

Definicidn: un par ordenado consta de dos elementos a y b, donde hay un primer
elemento y un segundo elemento distinguido. La notaciéon usual para pares

ordenados es (a,b). Dos pares ordenados (a,b) y (c,d) son iguales si y solo si a=Cy
b=d.
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Dados dos conjuntos A y B podemos definir un nuevo conjunto llamado el
conjunto producto cartesiano de A y B, y lo notamos como AxB. Este conjunto
esta formado por todos los elementos de la forma (a,b) con a€ A, beB.

Ejemplo: Consideremos los conjuntos A={a,f,y,6}, B={1,2,3}. Tenemos

entonces que el producto cartesiano de A y B resulta:
Ax B ={(a,1),(8,1),(x,1),(3,1),(,2),(8,2),(¥,2),(3,2),(,3),(8,3),(1,3),(6,3)}

Definicion: Usaremos la notacion #A para denotar cual es la cantidad de
elementos que tiene el conjunto A, en el caso de ser infinito diremos que # A=,
sin hacer ningun otro tipo de disquisicion al respecto.

Ejemplo: Con los conjuntos definidos en el ejemplo anterior tenemos que #A=4,
#B=3, #(AxB)=12.

Ademés #N=#Z =#Q =00 y que #R =00 también.

Ejercicio: Se deja al lector convencerse de que el conjunto producto cartesiano
tiene exactamente tantos elementos como el producto entre los elemento de ambos
conjuntos. Es decir: si # A=n, #B =m, entonces #(AxB)=nm.

Retomemos el tema del primer capitulo y volvamos con la nocién de
relacion. Ahora mas formalmente podemos decir que dados dos conjuntos A
y B, y su producto cartesiano, definimos en AxB una relacion como un
subconjunto R < AxB. Esto es, algunos de los pares ordenados del conjunto
producto seran admitidos y otros no.

Para fijar ideas retomemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo: A=B=N, AxB=NxN, es decir, el producto cartesiano esta formado
por toso los pares ordenados de numeros naturales (notar que los pares (1,2) y
(2,1) son pares distintos, y estos distintos de los demas).

Definamos una relacion Rc AxB=NxN:

R={(11),(12),...,(2,2),(2,3),...,(3,3),(3,4),....,(4,4),(4,5),...(n,n), (n,n+1),...}
Notar que (2,1)¢R, (3,2)¢R, (7,3)¢ R, es decir quedan excluidos aquellos

pares en los cuales el primer elemento es mayor que el segundo. Se define de esta
manera la relacion: (a,b)eR siysolosi a<b, a,beN.

Veamos como podemos representar de manera mas visible cuales son los
elementos que pertenecen a la relacion. Disefiemos una grilla (en este caso
infinita) en la cual colocaremos horizontalmente los electos del primer conjunto
del par ordenado, y verticalmente los del segundo conjunto.
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\ (L) Elementos de la relacion

En general usaremos esta forma de representar relaciones (o funciones),
aunque muchas veces cuando los conjuntos que forman los pares ordenados son
densos (ver capitulo 3) este tipo de grillas no se pueden construir y los
representamos graficamente sobre dos ejes perpendiculares. Esto no es mas que lo
que estaba a acostumbrado a hacer el alumno de secundario con las funciones
reales. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Consideremos la relacion S sobre el producto cartesiano RxR =R’
definida por (a,b)eS siysolosi a><b y a>0, esto muestra que b debe ser al

menos igual al cuadrado de a. Como en el eje vertical colocaremos los valores de
b. veamos el siguiente grafico que ayudara a entender la situacion.

Elementos que pertenecen a la relacion.

4

. Elementos que no pertenecen a la
relacion porque a <b?.

R a3 3 Elementos que no pertenecen a la
relacion porque a<0.
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Definicion: Si Rc AxB representa una relacion, llamaremos grafico de la
relacion al conjunto: graf (R)={(a,b) e AxB/a y b se relacionan por R}.

Veamos ahora como se desprende el concepto de funcién. Comenzaremos
con una definicion:

Definicion: Sea R < AxB una relacion, diremos que R es una funcion si para
cada elemento a € A, existe un tnico elemento b € B tal que (a,b) € R. Es decir

que para cada electo de A siempre hay un elemento que se relaciona con €l y
nunca mas de uno.

Graficamente lo que estamos diciendo es que si para cada elemento de A
trazamos una linea vertical en el grafico, nunca deberiamos encontrar mas de un
punto de la relacion.

Notacion: Como para cada valor a del conjunto A hay un tnico valor b de B que le
corresponde, notamos a éste ultimo elemento como b =R(a), Ademas como R es
una funcién, la notacion usual para funciones es usar las letras f,g,h. Ademas
decimos que la funcion f : A— B, esto es que toma elementos en A y llega a B.

estos conjuntos reciben nombres caracteristicos que los relacionan con la funcion,
es decir. Diremos que A es el dominio de la funcién, y que B es el codominio de f,
y se suele escribir, Dom(f)=A, Cod(f)=B.

Se presentan varios ejemplos de funciones en el capitulo correspondiente a
este tema, donde se las estudia con mayor detalle.

Se deja como ejercicio para el lector avanzado demostrar los siguientes
dos teoremas que caracterizan a las funciones inyectivas y sobreyectivas.

Teorema: Sea f:A— B una funcion, A y B dos conjuntos no vacios. Son
equivalentes:

i) fesinyectiva (es decir: dados X,,X, € Ay f(X)=f(X) =X =X,).

i1) Se cumple que para cualquier conjunto C, y cualesquiera dos funciones
g,h:C —> A,si fog="foh entonces g =h. Diagramaticamente:

C A B
g f
—
e
e
h
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Teorema: Sea f:A— B una funciéon, A y B dos conjuntos no vacios. Son

equivalentes:
i) fes sobreyectiva (es decir: si Vye B Ixe A talque f(X)=Y).

i1) Se cumple que para cualquier conjunto C, y cualesquiera dos funciones
g,h:B—>C,si gof =hof entonces g=h.Diagramaticamente:

A B
f g
—
—_—
—
h
El lector con conocimientos de algebra notard que los conceptos expuestos

en los items ii) del primer y segundo teorema son equivalentes a las nociones de
monomorfismo y epimorfismo respectivamente.
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