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NOTAS DE ANALISIS

(Segun el programa de Andlisis Matematico — Exactas/Ing. - del C.B.C. - U.B.A)

Estas notas estan dirigidas principalmente a un estudiante que se inicia en los
estudios de la matematica universitaria. Contienen un resumen de los temas tratados en
un curso de Andlisis I. En estas notas sdlo se enuncian algunas definiciones y los
principales resultados, acompariados de algunos gemplos, sin presentar demostraciones
o0 justificaciones teoricas. Y concluye con una hoja de férmulas que contiene una tabla
con las derivadas integrales e identidades trigonométricas mas frecuentemente usadas.

Este apunte no pretende cubrir 1o dictado en las clases ni mucho menos sustituir
la cursada, sino mas bien acompafar y reforzar |os apuntes tomados y tal vez presentar
otro enfogue y nuevos € emplos.

PREELIMINARES

Definiciones: Algunas consideraciones sobre |os conjuntos numéricos con 1os que se
trabgjar&
Naturaes N={1,23,..} no daremos una definicion forma de estos
nameros.
Enteros: Z=-NE{OEN donde - N={-1,-2,-3..}i.e. los naturales con
signo opuesto.
Racionales: Q :{ % / al Z y bl N} observemos que los numeros
racionales son |os nimeros fraccionarios, paralos cuales el denominador no se

anula ya qte es un nimero natural.

Redes: R no daremos una descripciéon formal de los nimeros reales, slo
diremos que son aquellos nimeros con los que el alumno de secundario esta

acostumbrado a trabagjar. Aceptaremos que son todas las posibles tiras de
nUmeros que sepamos construir, como ser: 234,23411213567899000044...;

0,45454545. ..
No entraremos en detalle sobre los nimeros complegjos C.

Obs.: Con la notacion anterior, tenemos quee NCZ CQCRC C, es decir, vale la
inclusion, pero no vale en ninguno de estos casos la igualdad.

Definicion: Un conjunto Al R (A! /&) se dice acotado superiormente si existe un

nimero real M tal que cudquierasea al A, resultaque a£M . Un vaor M como el
hallado se llama una cota superior de A.
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Definicion: (andloga a la anterior) Un conjunto Al R (At /&) se dice acotado

inferiormente si existe un nimero reall Mtal que cualquierasea al A, resultaque m£ a.
Un vaor mcomo e hallado se llama una cota inferior de A.

Definicion: Un conjunto Al R, acotado superiormente posee una cota superior Sque es
menor que las demés. Es decir, cualquiera sea M cota superior de A, podemos afirmar
que a£ SEM paratodo al A. Un valor Scomo e hallado se llama e supremo de
A (este valor es unico).

Definicion: (andloga a la anterior) Un conjunto Al R, acotado inferiormente posee una
cota inferior | que es mayor que las demés. Es decir, cualquiera sea m cota superior de

A, podemos afirmar que m£ | £ aparatodo al A. Un vaor | como el halado se
llama e infimo de A (este valor es Gnico).

Definicion: Sea Al Run conjunto acotado superiormente con supremo  Sdecimos que
Sesel maximo del conjuntosi SI A. Esdecir, si e supremo esté dentro del conjunto |o
[lamamos maximo (este valor es unico, por se tnico € supremo).

Definicion: Sea Al Run conjunto acotado inferiormente con infimo | decimos que | es
el minimo del conjunto s 11 A. Es decir, s & infimo esta dentro del conjunto lo
[lamamos minimo (este valor es Unico, por se unico € infimo).

Definicion: Llamaremos interval os a los segmentos de la recta real.

Definicion: Diremos que | esun intervalo cerrado Si:
| ={x1 R/$a,bl R:a£x£Db}=[a,b]

Definicion: Diremos que | esun intervalo abierto Si:
| ={x1 R/$a,bl R:a<x<b}=(a,b)

Definiciéon: Diremos que | es unintervalo cerrado aizquierday abierto a derecha si:
| ={x1 R/%a,bl R:afx<b}=[a,b)

Definicion: Diremos que | es un intervalo abierto aizquierday cerrado a derecha si:
| ={x1 R/%a,bl R:a<x£b}=(a,b]

Definicion: Se dice que Ges un conjunto abierto, s para cualquier elemento gi G, se

puede encontrar un intervalo abierto | que contengaa g, tal que | esté completamente
contenido en e conjunto G. Usando notacion matemética diremos que G es abierto si
"gl G, $ |intervalo abierto tal que g1 1i G. Claramente e inérvalo | depende de

laeleccionde g .
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Definicion: Se dice que un conjunto F es un conjunto cerrado s su complemento
(F°=R- F) esabierto.

Obs.: Para ver esta idea pensemos en €l intervalo | =[a,b], su complemento se escribe

como 1°=R-[a,b] =(-¥,a)E (b,+¥) que es unidn de dos interval os abiertos (se deja al
lector hacer las demostraciones que se crean necesarias)

Proposicion: El conjunto vacio (A) esabierto

Proposicion: El conjunto de todos |os nimeros realesR es abierto.

Corolario: El conjunto vacio (/) es cerrado

Corolario: El conjunto de todos los nimeros realesr s cerrado

Teorema (Principio de Arquimedeanidad): El conjunto formado por los nimeros
naturdles N, no estd acotado superiormente. Es decir, " ni N, $mi N(i R) ta que

n<m.

Ejemplos. Dado € conjunto A, escribir A como intervalo o como union de intervalo,
graficarlo en larecta numérica. Calcular: sup(A), inf(A), y decidir si estos son maximos
0 minimos.

A:{xT R/2x?- 3>- 2¢ +;|}
Comencemos considerando el conjunto dado: A:{ xI R/2x%-3>- 2¢ +]}

Aqui, los elementos del conjunto son los xI Ry 2x?- 3>- 2 +1es la
condicion que deben cumplir los elementos para pertenecer a conjunto A.

Luego a partir de la condicion despejamos:
2x*-3>-2¢+1 U

2x*- 3-(-2x*+1) >0 U

4x*- 4>0 U

4x*-1)>0 U

x*>1 0

X>1 0

x>1 U -x>1 U

x<-1U x>1 U0

xI (-¥,-1)E (1,+¥)

oo oo o oo
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En este caso es claro que e conjunto obtenido no esta acotado, tanto superior
como inferiormente. Luego no tiene sentido hablar de supremo o infimo, ni
maximos 0 minimos, ya gque para esto necesitamos que e conjunto esté
acotado superior o inferiormente respectivamente.

A:{%z +J/nT N}
Veamos ahora A:{%]2 +]/nT N}

Si calculamos los primeros términos de la sucesion (*) generada por los
elementos del conjunto obtenemos:

n N |l 23 45 6 7 8 9 Q0

/2 1/n| _____________ 7

n-+ |2510172637506582 \6
No es inmediato, pero mostraremos que sup(A) = }é y que inf(A) =0.

Esto probablemente sea inmediato para e alumno gue tenga conocimientos
sobre limites (ya que esta sucesién es decreciente con limite cero). De todas
maneras haremos el andlisis completo:

Veamos que inf(A) =0: podemos observar primeroquedado e>0, $al A
tad que O<a<e. Estoesclaro por e principio de arquimedeanidad que nos
indica que € conj unto de Ios numeros naturales no esta acotado, luego como

/ l<eU n<e n? +1 }/<n +}/ n+( ) pero esta Ultima

condicién se satisface trivialmente ya que independientemente de cua sea el
vaor de e >0, podemos tomar ni N/% <n y por lotanto }é < n+(%) :

Volviendo teniamos que: para todo e>0, $al A/O<a<e luego hemos
obtenido que € infimo del conjunto no puede superar a cero. Entonces
inf(A) £0. Veamos gue no es posible que sea inf(A) <0, ya que podemos
encontrar un elemento X gienoa A, que sea mayor que € infimo (basta tomar
Xx=0). Finamente obtenemos que inf(A)=0. Y como inf(A)T A, este
conjunto No posee minimo.

Veamos ahora que sup(A) =}é, esto es obvio ya que si fuera sup(A) >}é,
dadoun e >0 y tomando sup(A) = }é+e, podemos encontrar x = }é+ez
que cumple que %< x<sup(A),y xI A, lo cual es absurdo. Y tomando
sup(A) <}é, basta tomar x:}é, y ver que sup(A) <x con xI A, lo cud
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también es absurdo. Por lo tanto tenemos que sup(A) = }é Y en este caso

como sup(A)1 A, este resulta ser un méximo del conjunto.

Se dgja como gercicio para € lector completar €l gercicio realizando el
gréfico del conjunto en la recta. (Tener en cuenta que los puntos de este
conjunto son puntos aislados)

(*) estudiaremos mas adelante con mayor detalle estos elementos matematicos

FUNCIONES

Definicion: Diremos que (R) es una funcion si cumple las siguientes condiciones:
A cadapunto de A leasignaun punto de B
Para un punto dado al A fijo, s existen b,bT B taes que (a,b)Ti R y
(a,b)] R entonces b=b'.

Definicion: Sea f : A® B una funcién. Decimos que A es el dominio de f (notado
como Dom(f)=A)

Definicion: Sea f : A® B unafuncion. Decimos que B es el codominio de f (notado
como Cod(f)=B)

Definicion: Sea f : A® B unafuncion. Decimos que f(A) [ B eslaimagen (o rango)
de f (notadocomo Im(f)=f(A))

Definicion: Una funcion f:A® B se dice inyectiva s dados x,x,1 A y
F(x)=T06)P X=X,

Definicion: Unafuncion f : A® B sedice sobreyectiva (o suryectiva) s " yi B $xi A
tal que f(x)=y.

Teorema Sea f : A® B unafuncion. Son equivalentes:

f essobreyectiva
f(A) =B
Im(f)=Cod(f)

Definicion: Unafuncion f : A® B sedice biyectivas esinyectivay sobreyectiva.
Definicion: Unafuncién f sedicepar s f(-x) = f(x) paratodo X en el dominio.

Obs.: Toda funcién par es simétrica respecto del ge Y.
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Definicion: Unafuncion f sediceimpars f (- x) =- f(x) paratodo x en el dominio.

Obs.: Toda funcion par es simétrica respecto del origen.

Definicion: Unafuncién f sedice periddica con periodo p(p>0)d f(x+p)= f(X)
paratodo Xx.

%Y

Obs.: El periodo de lafuncién y = Asin(Bx+C) o y = Acos(Bx+C) es H

Suamplitudes |A. El periodode y=tanx es p .

Ejemplos:

Sea f:R® R, f(X)=mx+b, mbl R, entonces s m! 0, f es
sobreyectiva ya que dado Yol R=Cod(f), basta tomar
xO:yO'%T R =Dom(f), y se verifica que f(x)=1Y,, (observar que
Im(f)=Cod(f)). f es inyectiva ya que s f(x)="f(x,), entonces
mx, +b = mx, +b, luego despgando x, = X, . Por lotanto f es biyectivay se
vequecomo f(a)=ma+by como f(-a) =m(- a)+b=-ma+b, resulta ser
par s
f@=f(-a)U m(-a)+tb=ma+bU m¢ a)=malU 2ma=00 m=0. Y
resulta ser impar s f(a)=-f(-a)U U -m(a)- b=ma+bU b=-bU
U 20=0U b=0. Observar que la nica funcién par impar a la vez es la
funcion f(x)=0 " x.

Sea f:R® R, f(X)=x, entonces f no es sobreyectiva ya que existe un
vaor y,1 R=Cod(f) para e cud no existe x,1 R=Dom(f) tal que
f(X)=Y,, en este caso basta tomar Yy,=-1, y claramente no existe
x] R =Cod(f) tal que f(x)=xX =y, observar que
IM(f)=R,,*R=Cod(f). Y f no es inyectiva ya que existen
x,% 1 Dom(f) tales que f(x)=f(x,), en este caso bada tomar x, =1,
X,=-1, yseveque f(x)=Q1)*=1=(-1)*=1f(x) . Porlotanto f no

resulta ser biyectiva. Se puede ver que f(a)=a’=(-a)’ = f(-a), luego f
€s par.

Sea f:R,,® R,,, f(X)=x*. Se deja de gercicio mostrar que f es
biyectiva, y andlizar loscasos f:R,,® Ry f :R® R,,, con f(x)=x*.
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Sea f:R-{a}® R-{b},con f(x) = X2a+b:b><+X(2:aba)

es biyectiva Es sobreyectiva ya que Im(f)=R- {b} =Cod(f) (se dgja de

, véamos que

gercicio verificar esto). Es inyectiva ya que s f(x)= f(x,) entonces

2 tb=—2 +p0 —2 =2 g 2x,- a)=2x-a) 0 x =x. Por

X - a X, - a xl-a_xz-a
lotanto f es biyectiva. Se dgja como gercicio para e lector verificar que f
no es ni par ni impar.

Definicion (Composicion de Funciones): Sean f:A® R, g:B® R dos funciones.
Definiremos la composicion de g con f como go f ,taque (go f)(x)=g(f(x)),es
decir que g compuestacon f aplicadaaun X funcionacomo aplicar g al resultado de
haber aplicado f a X.

Teorema (de la Funcidn Inversa): Sean f:A® R, g:B® R dos funciones tales que
f(g(x)) =x paratodo X en e dominiode g y g(f(x))=x paratodox en el dominio
de f , entonces f y g son funciones inversas (se suele decir que g eslafuncion inversa

de f ysenotag="f").

Teorema Unafuncion f : A® B, con ABI R admiteinversas y solo s eshiyectiva

Teorema

Sea f:A® R estrictamente creciente o decreciente en un intervalo,

entonces f admite inversa

Ejemplos:

Sea f:R® R, f(x)=mx+b, mbl R, como f es biyectiva s mt O,
entonces admite nversa. Calculemos f': tomo y=mx+b y despejamos.

y=mx+bU y-b=mxU y’%zx yaque mtO0,luego f :R® R,

sedefinecomo f (X)) =X~ bm.

Sea f:R® R, f(x)=x°,c0mo f noesbiyectivano admite inversa
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Sea f:R.,® R,,, f(x)=x*. Se dga de gercicio mostrar que existe f*
definida como f *:R,,® R., y que f*(x)=+/x y analizar los casos
f:R,,® Ry f:R® R,,, con f(x)=x*.

Sea f:R-{a} ® R-{b},con f(x)= 2_ =2 B8) heos visto
X-a X-a
gue es biyectiva luego admite inversa y despgando obtenemos que como

y= +b 0 y-bin x-a:ib (ya que y-b! 0, porque

X- a X- a y-

bl Cod(f)) U x= +a, luego exite f' definida como

f*:R-{b}® R-{a} donde f *(x)= +a

X-Db

SUCESIONES

Definicion: Definimos una sucesion como una funcion f:N® R donde a cada
elemento f(N) lollamamos &, .

Definici6n: Una sucesién {an} tiene limite L , es deir, n&g&an=Lsi

"e>0,%n td que"n3n |a, - L<e.

Definicion:  Si L1 R, entonces se dice que la sucesion convergea L.
S L =¥ sedice quelasucesion diverge.
Si no existe el limite (ni finito ni infinito) se dice que la sucesién es
oscilante

Definicion: Una sucesion {an} se dice acotada inferiormente s $m>0 ta que
a*m"nl N.

Anélogamente se dice acotada superiormentesi $M >0ta que 3 £M " nl N.

Si las dos anteriores se cumplen simultdneamente decimos que {an} esta acotada.

Teorema Sea {an} una sucesiénconvergente, entonces lim, an = LT R y su limite es
anico.

Proposicion: Sea {an} una sucesion convergente ta que nERﬂé an ' a, entonces

$n, tad quea,* a" n3 n,.
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Teorema (Algebra de Limites): Sean {an} y {bn} dos sucesiones convergentes tales que
Jim, an = al Ry Jing, bn =b1 R, entonces valen los siguientes resultados:

A@T# kan =k.a, "kl R constante

iy an +tn =a+D

o th=a-b

nlgrgéan.bn:a.b

rlIg'és’rgéan/bn:a/b, si$n, talque" n3 n, byt Oybt 0

Teorema (del sandwich): San {an}, {bn} v {cn} sucesiones convergentes tales que
nICié’@éan :n@&cn:'- y apn £bp £cpy, entonces n@@;bn: L.

Teorema Toda sucesion convergente es acotada.

Teorema Toda sucesion monoétonay acotada es convergente.

Teorema Sea {a} una sucesion acotada, entonces posee una subsucesion {ank}

convergente.

Teorema Sea {an} una sucesién creciente tal que iy an = LT RE{¥}, entonces L

es una cota superior de {an} (mésalin, esel supremo).

.8n
-, . _ . O _
Teorema Sea {an} unasucesiontal que Jim, an =¥, entonces lim, ?H }/ =e.

ang

n
En particular tomando a,, = n se obtiene nm (1+ %) =e

Teorema Sean {an} vy {bn} dos sucesiones acotadas tal que nlcié‘rgé an =0, entonces

. : . sen(ap) _

Teorema Sea{an} unasucesion tal que nlég@é an =0, entonces n@@é ann =1
Algunos limite Utiles: i In_n_o_ ' x(%)—]; li n=1 ' E—o
’ Y0 = i W=t i S =o.
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LiMITESDE FUNCIONESY CONTINUIDAD
Definicion: Sea f:(ab)-{x}® R y ssaLl R . Entonces lim f(x)=L s "
X® X,
e>0,%$d>0 td que 0< |x- x,|< d entonces |f(X)- L|<e. (Esimportante en este
caso tener en cuenta que el valor buscado d =d (e, x,) , esdecir d no solo depende de
e sino también de Xx,)

Propiedades (Limites de funciones racionales en € infinito):
f(x)

lim =0 s e grado de f(x) esmenor que el grado de g(x)
x® ¥ 9(X)
2
g im X% _g
X® ¥ x3+3
lim M&inﬂnitos‘ el grado de f (x) esmayor que & grado deg(x)
x® =¥ 9(X)
3
. fim XFXoy
X® ¥ x2.8
lim 1x) esinfinito s € grado de f (x) esigual al grado de g(x)
X® =¥ 9(X)
2
gj: lim X X*2_ 2
X® ¥ 10x- 5x2 S

Definicion: Sea f: A® R conAl R. Entonces f sedicecontinuaen x, s " e >0,
$d >0 ta que si |x- x,|< d entonces |f(X)- L|<e. (Esimportante en este caso tener
en cuenta que e valor buscado d =d (e, x,) , es decir d no solo depende de e sino
también de X))

S f resulta continua para todos los valores del dominio, se dice que f es continua, 0
que f escontinuaen A.

Teorema Dada f : A® R conal Al R, sonequivaentes:
f escontinuaen X=a

$Ilim f(x)y Iim f(x)=f(a).
X® a Xx® a

Teorema Sea f:[ab]® R continua y sea {a,} una sucesiéon ta que

nld%@é an = L1 [a,b], entorces nléé@é f(ap) = f(n@g‘ an)=f(L).

10
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Teorema (Algebra de Limites): Sean f:A® R, g:B ® R conx,1 Al R,x,1 BIi Ry
tales que X@n)% f(x)=al Ry X@nxo g(x) =bl R conx,T RE{¥}, entonces valen los
siguientes resultados:

)J@n)%k. f(x) =k.a, " ki R constante

Xléjn)%f(x)+g(x):a+b
gn)%f(x)- gx)=a-b

X

)J@n)%f(x).g (x)=ab
X@n)%f(x)/g(xﬁa/b, si $d >0 talque g(x) 0" xI (x,-d,x +d)ybt 0

Teorema Sean f:A® R, g:B® Rconf(A)I B y taes que f sea continua en
x,1 Al Ry g seacontinuaen f(x,)=y,l Bi R, entonces gof escontinuaen X,.

7N / \ T

Teorema (del valor medio): Sea f :[a,b]® R continuaen [a,b|, entonces f toma todos
losvaoresentre f(a) y f(b).

Obs (Teorema de Bolzano): Sif es continua en [a, b] y f(a) yf(b) tienen signos
opuestos, entonces f (x) =0 tienea menos una solucion en € intervalo abierto (a,b).

Teorema Sea f : A® R continuaen A, cerrado y acotado, entonces $ M, m constantes
taesque m£ f(x) £M, " xI A.

Teorema Sea f : A® R continuaen A, cerrado y acotado, entonces $x,,x,1 A tales
que f(X)E F(XE f(x),"xI A.

Corolario (Teorema del Maximo y Mnimo): Sea f continua en un intervalo cerrado

[a, b], entonces f(x) acanza un valor maximo en[a, b]. (Esto realmente no es un
corolario sino unareformulacién del teorema anterior)

11
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Teorema Sea f:A® R con x,I A una funcion tal que X@T}g f(X) =¥, entonces

Aﬁk@*}ﬂm

X
Enparticular tomando f(x) = xy X, =¥ seobtiene x@@é (1+%() =e

=e.

)f(x)

Teorema Sean f,g: A® R con XOT A dos funciones acotadas tal que x@nxo f(x)=0,

entonces x@nxo f(x)g(x)=0

Teorema Sea f:A® R con x,1 A una funcién tal que x@nxo f(X) =0, entonces

osen(f(x) _
B T00

DERIVADAS

Definicion: Sea Al R abietoy f:A® R.Decimosque f esderivable en el punto

%1 Ad exige lim PO *N- T00) o equivalentemente, si fim 0~ 00)
h® 0 h X® X, X- %

existe.
En este caso decimos que

im 00+ R- T06) o F)- F(%)
h® 0 h X® X, X~ %
derivadade f en X,.

S f esderivable en todos los puntos de A decimos que f esderivable, o que f es
derivableen A.

= f&x,) y aestevalor lo denominamos la

Ejemplo (Aplicacion de la definicion de derivada al calculo): consideremos f :R® R,
f(X) =mx+b, m,bl R constantes, luego f es linea. Entonces f” (su funcién

derivada) resultaser f"R® R, f(x)=m.

Veamos esto: adoptando la primera definicion tenemos que @ f¢x,) =
i 1060~ () (M(x, +h) +b) - (mx, +b)

, en nuestro caso f¢€x)= lim
h® 0 h h® 0 h
= lim M *+h) - mx, = lim ﬂh:m, luego como f es derivable en todo su
h® 0 h h® 0 h

dominio, f"R® R, f(X)=m

12
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Obs (Recta tangente): Sea f :A® R derivableen %, con X,1 Al R, entonces la
aproximacion linear de f cercade x=x, estd dada por: y= f(x))+ f{(x)(X- %)
para X suficientemente cercade X, .

Teorema (Rolle): Sea f continua en [a, b] y derivable en (a,b) tal que f(a) = f(b),
entonces existe un valor ¢ 1 (a,b) tal que f(c)=0.

Teorema (Lagrange): Sea f continuaen [a, b] y derivable en (a,b), entonces existe un
valor cI (a,b) tal que w = f4c).

Teorema (Cauchy): Sean f:A® R, g:B® R, [ab]i Al Rcontinuas en [a,b] Yy
derivables en (a,b), entonces existe un vaor Cl (a,b) tal  que

g(©(f(®)- f(a) = f¥c)(g(b)- 9(a)).

Teorema Sea f continuaen [a,b| y derivableen (a,b),
S f(x)>0 paratodo X en (a,b), entonces f escrecienteen [a, b].
S f(x)<0 paratodo X en (a,b), entonces f esdecreciente en [a,b].

Teorema Supongamos que existe f ¢(x)en (a,b),
S f«x)>0en (ab), entonces f tiene concavidad positivaen (a,b).
Sifx)<0 en (a, b), entonces f tiene concavidad positivaen (a,b)

Obs.: Para encontrar los puntos de inflexién de f , buscar los puntos donde se satisface
f ¢(x) = 0 odonde f ¢(x) no esta definida. Estos son |os unicos candidatos donde .

f puede tener puntos de inflexion. Luego verificar que f (x) <0 deunladoy f «x)>0
del otro.

Teorema Sea f :A® R derivableen x, con x,1 Al R, entonces es continua en ese
punto.

Obs.: Es claro que la implicacidn inversa es falsa (pensar en k| y tomar x=0), en otras
palabra la continuidad no implica la derivabilidad.

Teorema (Algebra de derivadas): Sean f:A® R, g:B® R derivables en x, con
x,1 Al R entonces valen los siguientes resultados:

13
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- (kX )=k.f(x), " kT R constante
FO)+g(¥))= (9 +g(x)

F()- 9 )= f(9- g
F().g(x)) = f().909 + £ (x).9(x)

() /(X)) = f'(X)-g(>32-( Xf)(x).g'(x)

—~ —~~ —~~

,si $d >0taque g(x)t 0" xI (x,-d,x,+d)

Teorema (Regla de L'Hopital): Sean f:A® R, g:B® R derivables en %, con

X1 Al R . Si lim ) &5 una indeterminacion de la foma 2 6 *, y s
X® x, 9(X) 0 ¥
f&x)

lim ——= existe, entonces |im M: lim @
X® x, 9€X) X® x 9(X) x® x, 9%X)

Ejemplo: Caculemos IimM

im , COMO esto resulta ser una indeterminacion del tipo
x X

(x+Dinx _

2

¥ L . . .
¥’ podemos resolver este limite mediante e teorema anterior: I!@rg
x X

X*+D/ 4 1n adx+1) 6 )
- A X:Iim‘? A+Inx+=. el 106_

- =limgc—+—:=0
¥ 2X x®¥g 2X 2X$|X®¥84X 2)(5”

op. E Hop.

)

T — 1l

L

Teorema (Regla de la Cadena): Sean f: A® R, g:B® R conf(A)i By taesque f
seaderivableen x,1 Al R y g seaderivableen f(x)=y,l BI R, entonces go f

esderivableen x, y (9o f ) (%) =g'(f (x))-9(%)
Teorema Sea f:A® R derivable en unintervalo 1 I A,y f(x)* Oen |, entonces
g=f* estd bien definida y es derivable en cada punto de f(I) (notar que f(l) es

_1
fqx)

Aplicacién de las Derivadas al Estudio de Funciones

también un intervalo) y g€ f (X)) =

1) Tratamiento Preeliminar
Se comienza calculando Dom(f ), determinando con qué tipo de funcién estamos
trabajando (polindémicas, exponenciales, logaritmicas, ninguna de elas...).

2) Asintotas Horizontales, Verticales y Oblicuas
a Larecta y = b esunaasintota horizontal del graficode f si

14
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[im f(x)=bo Ilim f(x)=b.
X® ¥ X® - ¥
b. Larecta x=a esunaasintotavertical del gréficode f si

lim f(xX)=+¥ o I|lim =x¥ .

Xx® a’ X® a
c. Larecta y=mx+b esunaasintota oblicua a derechadel grafico de f si

lim M:my lim f(x)- mx=b, mi R- {0}, bl R,
X® ¥ X X® ¥
analogamente a izquierda.
3) Extremos

Para encontrar los valores maximosy minimos de f :

1 cacular los valores de x tales que f (X) escero o donde f (X) no existe
(conjunto de puntos criticosde f).

2. calcular los valores en los extremos del intervalo.

4) Intervalosde Crecimientoy de Decrecimiento
Con los resultados obtenidos de 3) 1. y conociendo los puntos de discontinuidad
de f ¢ podemos estudiar los intervalos de positividad y negatividad de f ¢ usando

el contrareciproco del teorema de Bolzano.
Obs.: Notar que estos son los Unicos lugares donde la funcion puede tener extremos.

5) (optativo) Hacer una tabla donde se cologuen los puntos distinguidos
correspondientes a la funcion y a su derivada (por gemplo puntos fuera del
dominiode f ode f",opuntosdenulidadde f ode f").

6) Analizar los cambios concavidad de f en los distintos subintervalos mediante es
estudio de f d.

7) (optativo) Agregar alatablalos datos obtenidos para f 4.

8) Gréfico
Con lainformacién obtenida realizar un gréfico aproximado de f .

Corolariol: Sea f :R® R, donde f(x) =X, entonces:

Lasfunciones f(x) =eX y 9:R,,® R, donde g(x)=In(x) soninversas.
Su dominio es e conjunto de todos los nimeros reales (y los reales positivos
para la segunda).

Por lo tanto la imagen de lafuncion f(x) =e* coincide con el dominio de la
funcion y=1Inx.

15
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S (e =€y =e

eX1 >eX2 - exl X,

f(x)= eX escontinua, creciente, y de concavidad positiva en todo el dominio.
lim X =+¥ y lim eX =0.

X® +¥ X® -¥

eIn X

=X, para X >0; In(€*) =xparatodo .

Corolario2: Sea f :R_,® R, donde f(x) =In(x), entonces:
El dominiode f(x) =In(x) Esel conjunto de todos los reales positivos.
Laimagen es & conjunto de todos los reales.
f(x) =In(x) es continua, creciente y con concavidad negativa en todo su

dominio.
In(ab)=Ina+Inb,s abl R_,.

n&%=a-Inb,s abl R,
eébg

Ina’ =rina,s al R,,.
f(x)=In(x) <0 § 0<x<1.

im Inx=+¥ y |lim Inx=-¥.
X® +¥ X ® 0+

log X_Inx
a Ina

PoLINOMIO DE TAYLOR

Definicion: Sea f n+1 veces derivable en (a,b). Llamamos P,y R, & polinomio de
Taylor de orden n centrado en el punto X, y su correspondiente resto. Donde

.. (n)
P(X) = (%) + F (%)X - xo)+#(x- xo)2+...+%(x- %)y

fn+1(x)
(n+1)!

n+l

R(X) =

(X- X,)"" con x entrex, y X.

Definicion: En el caso anterior s tomamos X, =0 como punto donde se centrara el

desarrollo, decimos que P,(x)=f(0)+ f'(O)(x)+@(x)2+...+$(x)“ es €

desarrollo de Madaurin de f deorden n.

16
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Ejemplo: Consideremos f (x) = €*, desarrollemos P, de Maclaurin y estimemos R, en
X=2

5 L X2 Xn Q Xi n+l
X)=1l+X+—=+. . +—= — Yy COmo X) =—— , entonces:
"9 2! n EO il y R(X) (n+1)!
n+ 2 ~Hn+
_[ex | @2 £,

R,(9)|

yaquecomo X,=0£Xx £ 2= X tenemos que |e‘ X"

£
|(n+1)]| " (n+1)!

Teorema Sea f n+1 vecesderivable en (a,b),y sea R, € resto de orden n de Taylor,

entonces IimM
% (X-%)"

buena aproximacion para valores cercanos de X .

=0. Esto indica que un polinomio de Taylor de orden n es una

INTEGRALES

Definicion: Sea f continua en [a,b]. Consideremos una particion regular en
nsubintervalos del intervalo origina, de longitud DX:E. Consideremos
n

M, =sup{ f (x)/ xI i-ésmointervalo} y m =inf{ f(x)/xI i-ésimointervalo} . Definimos
Of X)dx=lim é_ m.Dx y lallamamos la integral inferior. Andlogamente definimos

inf b nN® ¥ ia

Of x)dx=lim énMi.Dx

sup b n®¥i:1

Si ambas coinciden decimos que f esintegrable y llamamos a ese valor la integra
a a b
definida. Dicho deotraforma: si  f (x)dx= f (x)dx entoncesesto es O (x)dx

sup b inf b

Propiedades (de la Integral Definida): Sean f y g continuasen [a, b].

b b
o xf (¥) dx =c)f (X) dx paratoda constante C.
a a

a
of ) dx=0
a

a a
Of (x) dx=- of (x) dx
b b

17
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b c b
Of () dx=gf (x) dx + f (¥) dx, donde f es continua en un intervalo que
a a c
contienea a, b, y c.
a
Si f (x) esunafuncion par, entonces o (x)dx =0.
-a
a a
Si f(x) esunafuncion impar, entonces ) (x) dx = 2f (x) dx
-a 0
b
Sif(x)2 0 en [a,hb], entonces ¢)f (x) dx3 0
a

b b
Sig(x)® f(x) en [a,b], entonces AP(x) dx* f (¥) dx
a a

Teorema Sea f:[a,b]® R continuay acotada en [a,b] (salvo quiza en un nimero
finito de puntos), entonces f esintegrableen [a,b].

Teorema (Fundamental del Calculo): Sea f:[a,b]® R integrable sobre [a,b] Yy
continuaen X, 1 [a,b], entonces F(x) = ¢)f (t)dt donde F'(x)=f(x) " xI [ab] (aesta
funcién F selallamaunaprimitivade f ).

Teorema (Regla de Barrow): Sea f :[a,b]® R continuasobre [a,b] Y F:[a,b]® R

b
unaprimitivade f , entonces of (x) dx=F(b)- F(a).
a

Teorema (del Valor Medio): Sea f:[a,b]® R integrable, su promedio en [a,b] es

L b :

P gf (X) dx . O equivalentemente $cl R tal que g)f (x) dx=c(b- a)

Teorema Sean g, f :[a,b] ® R furciones integrables tales que f (x)3 g(x) en [a,b],

entoncesel area encerrada entre las curvas (X, f(x)) y (X,9(x)) es df(x) - g(x)] dx.
a

Definicion: Sea f : A® R integrable en A,y sea F:A® R una primitivade f.
Definimos f = f (x)dx = F(x) +¢ como €l conjunto de todas las primitivasde f ,y lo

18
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llanamos la integral indefinida de f . (Suele ser conveniente pensar que ¢f es una
funcidn que representacualquier primitivade f).

Teorema (Método de Integracién por Partes): Sean g, f: A® R funciones derivables, si
u=f(x)y v=g(x) ys f(x) y g(x) son continuas, entonces ¢ydx =uv- cydu.

Sesueleescribir: f (X)g'(xdx = f(x)g(x)- Of " (x)g(x)dx

Obs.: Lo interesante de este procedimiento es elegir u y dv de formata que ¢ydu sea
maés facil de resolver que laintegral origina.

Sugerencia: Cuando uno elige u, podemos emplear una regla mnemotécnica

I.L.P.E.T., donde | corresponde a las funciones inversas, L a las logaritmicas, P a la
funciones polindmicas, E alas exponencialesy T a las trigonométricas.

Ejemplo: s queremos calcular (ye* dx usando la segunda expresion del método

ju=x u =1
obtenemos (xe* dx =xe - ¢}.€* dx =xe' - € +c,tomando {
o G }v=eX vV =¢
b
Definicion: Dada f decimos que Of (X) dx esunaintegral impropiade f si:
a

f se haceinfinita en uno o mas de un punto del dominio de integracion o
uno o ambos limites de integracion es infinito, o
vaenlositem1y 2 alavez.

Aplicacion de las Integrales al célculo de:

1) Volumen de Sdlidos de Revolucion
Seaf no negdiva y continua en [a, b], y sea R una region acotada por encima por
y = f(X), por debajo por € ge x y aambos lados por lasrectas x=a y x=b.
Cuardo laregion R es rotada alrededor del ge x, denera un solido (cuerpo
tridimensional) (cuya interseccién con los planos x=c, af£c£b es

b
circular circulares) cuyo volumen estd dado por V = (‘y{f (x)]2 dx.
a
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CuandoR es rotado alrededor del gey, genera un solido cuyo volumen esta

dado por V = c¢p xf(x)dx.En este caso su interseccion con los planos
y=c, f(a)Ec£ f(b) escircular.

2) Integrales mediante Sustituciones Trigonométricas
2 .2

Para integrales que contienen Va“-u“, sea u=asnq. Entonces
a2 - u? =acosg donde - %Eq E%.
Para integrales que contienen 812+u2 , Sea u=atang. Entonces
a2 +u? =asecq donde - %Eq E%.
Para integrales que contienen u2- a2 , Sea u=asecq. Entonces
2_ .2 p p

u“-a“ =zatanq donde 0£q <Eor <q£p . Usar la vauacion

2
positivas U>a; y laregativasi u<-a.
3) Longitud de Arco

Dada f una funcidn que representa una curva suave en [a, b] (esto quiere decir que la
funcién sea derivable aon derivada continua, aunque en realidad basta pedir que esto
ocur raen todo e dominio salvo en unacantidad finita de puntos). Entonces la longitud de

b
del arcode f entre a 'y b estadado por: long(f,ab) = /1+[f<(x)]2 dx.
a

SERIES

Definicion: Definimos una suma parcial como una suma de términos de una sucesion, es
N

. o) . L, . .,
decir, Sy =@Q @, , que representa la suma de los primeros N términos de la sucesion

k.

Definicion: Definimos la serie de {an} a limite de la suma parcid S, es decir:

imS,=4a,=4a,

N® ¥

n=1 n=1
¥
. L. 1 .
Teorema La Serie harmonica é — diverge
n=1 N

20
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¥
Teorema La Serie geométrica é ar
n=0

n convergea% s |r|<lydiverges |r|3 1y

ato.
% . . .
Teorema Las series-p a —p convergens p >1ydivergens p£1.
n=1 N

9 s

Teorema (Criterio de Comparacion Via Limite): Sean g an y @ bnp dos series de
n=1 n=1

términos no negativos, con ap ! 0 para todos los n suficientemente grandes y

supongamos que:

i Bn _

N — =¢>0, entonces, ambas series convergen o ambas divergen.
an

3 ¥
Iéé‘gl‘ h=¥ y é b converge, entonces a ap converge.
n an n=1 n=1
by & s
Iéﬂg — =0y gq ap converge, entonces g b, converge.
B+ a, n=1 n=1

¥
Teorema (Criterio de Leibniz para Series Alternadas) : Sea é ap unaserietal que
n=1
La serie es alternada

‘an+1‘£|an| paratodo n,y

nyg&an =0

Entonces la serie converge.

Y . o] - - . o]
Definicién: Una serie g ap se dice absolutamente convergente s la serie q |ap|

converge. Si Q apn converge, pero § lan| no converge, entonces la serie es
condicional mente convergente.

¥
Teorema S é |an| converges (es decir que la serie es absolutamente convergente),
n=1
s
entonces g an converge.
n=1
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Teorema (Criterio de Comparacion): S 0 £ ap £ b, paratodos los n suficientemente

grandes y Q by converge, entonces Q ap converge. Y s Q ap diverge, entonces
n=1 n=1 n=1

3

a bn diverge.

n=1

Teorema (Criterio de la Integral de Cauchy): Seaf una funcidon positiva, continua y

¥
decreciente en [1,¥) y sea ap = f(n). Entonceslaserie § an converge si la integral
n=1
¥ ¥
impropia ¢f (x) dx converge. Y si laintegral impropia cf (x)dx diverge, entonces la
1 1
¥
. o] .
serie g an diverge.
n=1

Teorema (Criterio de D" Alembert): Sea é ap unaserie sSin té&rminos nulos.

S %5& <1, entonces la serie converge absol utamente.
n an

S | >1, entonces la serie diverge.
n& an g

; A1

. Sn@& an

=1, entonces d criterio no sirve.

Definicion (Series de Potencias): Llamamos series de potencias a aquellas de la forma

¥
é cnxn =Cg X+ 02x2 +...+cnxn +.. 0 é_ cn(x- a)n =
n=0 n=0

=c0+ol(x- a)+02(x- a)2 +..+Cq(x- a)n +... endonde a es e punto donde et
centrada la serie y los coeficientes Cg:C1:CorCnieee SON CONStANLES. El conjunto

formado por los valores de X para los cuaes la serie numérica converge es llamado €l
intervalo de convergencia.

Definicion (Series de Taylor): Sea f una funcion con infinitas derivadas en un entorno

. ¥ 0@
de a. Entonces la serie de Taylor generadapor f en aes g " (x-a" =
k=0 -
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f(n)(a)

= f@+ TR0 A+ 2D (- a2 +e -2

luego delan-ésima derlvada pueden ser expresados como € resto de Taylor

(x- a) +.... Los terminos restantes

Teorema (del Resto de Taylor): Sea f cuyo desarrollo de orden N es:
N X
f=f@+a fM@(x-a)"+R,( donde Ry () = Lo t (N D
n=1 N'3
£ (N) 0y % gN+L

Formula de Lagrange del Resto de Taylor): R x= (N+D) , donde

a<c<X.
Obs.: La serie converge para todos los valores de x donde €l resto tiende a cero.

Ejemplos (Series Utiles):

1 2 n s n
——=l+x+xT X += a X {<1
1- X n=0
L:l- x+x2 (- x) +..= 2 (- 1)nxn |)<I<1
1+X naO
2 n ¥ .n
eX :1+X+X_+ +X_+ = é X_’|x|<¥
2! n! n=0 N
3 5 2n+1 ¥ n,2n+l
snx=x- X b (N2 - § ED X <
(2n+1)! n=0 (2n+1!
2 A4 2n ¥ 2N
cosx=1- > +X . )" =—+.= § D 14
2 4 (2n)! n=0 (2n)!
2 3 n ¥ (. \n-1,n
I C T IV S ST o Sy S G A S Py |
3 5 2n+l ¥ n,2n+l
Arctan x = x- 2— + 2. ...+(-1)”X—+...: a (D x qEL
3 5 2n+1 n=0 2n+1
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HOJA DE FORMULAS

Formulas Trigonométricas

1. sn?qg+cos’q =1 12. cosy =cos’q - Sn?q =2cos’q - 1=1- 2sn?q
2. 1+tan?q =sec?q
3. l+cot’q =csc’q 13. tang _snq_ 1
4. d9n(-gq)=-9nq cosq cotq
5. co(-q) = cosq 14 o =L
6. tan(-q) = - tang sngq tanq
7. 9n( A+B) =9n AcosB +dn BcosA 15. secq -1
8. sn(A- B)=sdn AcosB - sn Bcos A cosq
9. cos(A+B)=cosAcosB- sn Asn B 16. csoq = ——

snq
10. cos(A- B) = cos AcosB +gn Asn B 17. cos(%- q)=sng
11. sn 29 = 2sinq cosy 18, s’n(%- q) = cosq

Formulas de Derivacion

1. i(x"):nx”'l 10.i(cscx):-cscxcotx
dx dx
d d X X
2. —(fg)=fgttgf¢ 11. —(e") =e
dx dx
d f of (- fg¢ d X
3. —(—)=—"—— 12. —(@*)=a"Ina
dx(g) g° dx( )
4. L £ (g(x) = f €g(%)9%x) 13 =1
d . . 1
il = 14. — (Arcan x) =
5. dX(sn X) = COS X dx( ) 1- X2
d : d 1
6. —(cosx) =-d9n X 15. — (Arct =
dx( ) > dx( retan) 1+ x?
7. i(tanx)=se02x 16.1(Arcsecx)=;
dx dx le X2-1
d _ 2
6. &(COtX)_'CSC X 17.ﬂ=ﬂ'ﬂ Regla de la Cadena
dx dx dx

9. i(secx) =secxtanx
dx
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Formulasde Integracién

o

© ® N o

18.

19.

20.

(rdx=ax+C

Xn+1
X" dx = +C, nt-1
o) n+1

(‘))1—(dx=In|><|+C

¢ dx=¢e"+C
a.X

Adx = +C

g Ina

(‘jnxdx: xInx- x+C
in xdx=- cosx+C
(posxdx=sn x+C

(Janxdx =Injsecx+C or - Injcosx+C

. ¢yotx dx = Injsin x|+ C
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

(ecxdx = In|secx +tan X +C
(gscxdx =Injcscx- cot x| +C
(pec’ xdx =tanx+C
(pecxtanxdx =secx+C
(csc? xdx =- cotx+C
(rscxcot xdx = - cscx+ C

(Jan® xdx = tanx- x+C

dx 1 a0
07‘ =— Arctanc==+C
aZ+x2 a 8ag

o— X - Arcsn 89(49+ C
va%- x? eag

dx 1 K 1 a
07‘ =—Arcsec—+C == Arccos—{+C
xA/x2- a2 @ a a X
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