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PRACTICA 6
SERIES DE LAURENT

1
. Hallar los desarrollos en serie de Laurent para f(z) = en los anillos
2(z—=1)(z —2)
a) 0<|z] <1, c) 2 < |z, e) 1 <|z—1|,
b) 1< z] <2, d) 0<]z—1] <1, f)l<]z—2| <2

z

‘ - en {|2] > 1}.

. Hallar el coeficiente de z en el desarrollo de Laurent de

. Mostrar que para A € Cy 0 < |z| < 0o se tiene

l)\(z+§) — - ( n i)
e2 ao—l—Zanz +z” ,

n=1
1 ™ Acos

donde a, = = [, e ) cos(nt) dt para n € Ny.

. Determinar qué tipo de singularidad tiene cada una de las siguientes funciones f(z) en 0. Cuando
sea evitable, definir f(0) de modo que f resulte holomorfa en 0. Cuando sea un polo, determinar
su orden y hallar la parte singular.

__senz _ 1 241
0) f(z) = 222, q) f(z)=et, 0) 1) = 2tk

_ cosz log(z+1
b f(z) = <52, ) () = L, n) f(2) =

—1
) fa) = L £) 5(2) = Leos (4).
. Es 0 una singularidad esencial de la funcién que define la siguiente serie de Laurent?
T T I
AL Zn—l z 2 22 2n+1

. Sea f holomorfa en C\ {7, 2i}. Demostrar que si f tiene una singularidad no evitable en z = i
y en z = 2i, entonces el desarrollo en serie de Laurent de f en {1 < |z| < 2} tiene infinitos
términos negativos e infinitos términos positivos no nulos.

. Sean f y g holomorfas en un entorno reducido de z, € C.
a) Probar que zj es un cero de orden k de f siy solo si zp es un polo de orden k de 1/f.

b) Si zp es un cero (polo) de orden k de f y también un cero (polo) de orden k de g, jqué
clase de singularidad tiene f/g en 2?7

¢) Si zp es una singularidad esencial de f y un polo de g, decidir que tipo de singularidad
tienen las funciones fgy f/g en 2.
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Sea zgp una singularidad evitable, un polo o una singularidad esencial de la funcién f. Determinar
en cada caso qué tipo de singularidad tiene la funcién e/ en z.

. Decidir qué tipo de singularidad tiene en oo la funcién racional

am2™ + -+ a1z + ag

f(z) =

dependiendo de los grados del numerador y el denominador.

Clasificar las singularidades de las siguientes funciones en C y determinar el orden de cada polo.

W) f(z) = £z, 4) 1) = T, 9) J(z) = <),
b) f(2) = cos(z)e =, ¢) f(z) =sen (%), h) f(2) = st
¢) f(z) =z + ze?, f) f(z) =em=,

Sea f una funcién entera. Probar que:
a) f tiene una singularidad evitable en co si y solo si f es constante,

b) f tiene un polo de orden n en oo siy solo si f es un polinomio de grado n.
Hallar todas las funciones enteras y biyectivas.

Calcular los residuos de f en cada una de sus singularidades aisladas en C siendo:

N

).

@) () = o b) f(z) = 222 ¢) f(z) = cos (

23
Sea f holomorfa en un entorno reducido de a € C y con un polo en a.

a) Sia es un polo de orden m y se define ¢g(z) = (z — a)" f(2), deducir que

Res(f,a) = lim g™ (2).

(m—1)! z2—a
b) Concluir que si a es un polo simple entonces

Res(f,a) = lim(z — a) f(z).

2—a
Sean f meromorfa en un abierto €2, g holomorfa en €2 y a € ). Probar que:
a) si a es un polo simple de f, Res(fg,a) = Res(f,a)g(a);
b) si a es un cero de orden m de f, a es un polo simple de fT, y Res(fTI, a) = m;
¢) si a es un polo de orden m de f, a es un polo simple de fT/ y Res(f?/, a) = —m;

d) si a es un cero de orden m de f, Res(fT/g, a) = mg(a).

En el item d), jes a un polo de %? . De qué orden?
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Calcular los residuos de la siguientes funciones en los puntos indicados:

__ ¢ cos(z)—1 dez .

a) f(z) = -1z 0yl b) f(z) = % en 0, c) f(z)= ffez en 1.

Sea C' la circunferencia {|z| = 2} recorrida en sentido positivo. Calcular
1 d
a) / il dz, b) / ~eenz dz, c) / - :
ot +1 o senz c (z4+1)2(22-9)
Sean f entera y R un rectdngulo contenido en el semiplano {Im(z) > 0}. Probar que si f no se
anula en OR y z% dz = 0, entonces f no se anula en el interior de R.
OR

Sea v el rectangulo de vértices 0, 1, 1 4 37, 3i recorrido en sentido positivo y sea f meromorfa

en C tal que f(z+3i) = f(2) y f(2+1) = f(z) para todo z € C. Probar que si f no tiene polos
ni ceros sobre 7, entonces la cantidad de ceros de f en el interior de v es igual a la cantidad de
polos de f en el interior de v (contando ambos con multiplicidad).

Probar que el polinomio p(z) = 22° 4+ 7z — 1 tiene una raiz real positiva de médulo menor que
1 y que el resto de las raices estédn en {1 < |z] < 2}.

Probar que el polinomio p(z) = z° 4 15z + 1 tiene una tnica rafz en {|z| < 2} y decidir si tiene
alguna raiz en {|z| > 2}.

Sea a € R, > 1. Probar que la ecuacién z"e*~* = 1 tiene exactamente n raices en {|z| < 1}.

Calcular los residuos en oo para las funciones

1
22 €z

IO =Gpe=y ¥ 9=

Sea C' la circunferencia {|z| = 2} recorrida en sentido positivo. Calcular las integrales

2 +32—-1 et
—d —dz.
e BT

Sea 2 = C\ [—1, 1]. Se define en  la funcién f(z) = log (££}), tomando la rama del logaritmo
definida en C\ R< tal que log(r) € R para todo r € Rsg. Calcular [, f(z)dz siendo C' la

circunferencia {|z| = 2} recorrida en sentido positivo.

Siendo f holomorfa en zy, probar que f es inyectiva en algin entorno de zj sii f’(29) # 0.

Sea f holomorfa e inyectiva en la bola B(a, R). Sea 0 < r < Ry sea 7 el borde de la bola
B(a,r) orientado positivamente. Probar que para todo w € f(B(a,r)) se tiene

-1 1 zf'(2)
f(w) = %[/—f(z) _wdz.

Sea f holomorfa y no constante en A = {|z| < r} con f(0) = 0. Probar que existen un abierto
QC Acon0e€Qyuna funcién g : 2 — C holomorfa e inyectiva tales que g(2) = {|z| < s}
para algin s y f(2) = g(z)™"*E9 para todo z € Q.



