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PrAcCTICA 3
SERIES

. Estudiar la convergencia de las series de término general

a) a, = 27:;117 c) a, = \/7%7 e) a, = sen (#)
b) U = 573735 d) an:log(1+%),

. Considerar la serie 2@2 a, con a, = qum) y probar que:
a) convergesig>0yp>1, c) diverge si ¢ > 0sip <1,

b) convergesig>1yp=1, d) divergesi0<g¢g<lyp=1.

. Hallar los radios de convergencia de las siguientes series de potencias:

= 1 n > 1 n? n o 1 _n?
CL) Z (n+1)34nz ) C) Z (§> 2 6) Z Q_nz )

n=1 n=1 n=1

S (A429)"™ _n - n2_n o n! _n
b S U, d) 3 arn £ > e

n=1 n=1 n=1

. Criterio de Weierstrass. Sea X C C un conjunto y para cada n € N sea u,, : X — C una
funcién tal que |u,(z)| < M, para todo x € X. Demostrar que

Z M, convergente — Z up(z) uniformemente convergente en X.
n n

. Dadas sucesiones (a,)n>0 ¥ (2n)n>0 en C tales que (anz,)n>0 converge, probar que

g (an, — apy1)z, converge < E an (2 — 2n_1) converge.
n>0 n>1

. Demostrar los siguientes criterios de convergencia para series complejas.

a) Criterio de Dedekind. La serie ) ., a,z, converge si las sumas parciales de ) ., 2,
estan acotadas, lim, a, =0y anl(an — an41) converge absolutamente.

b) Criterio de du Bois-Reymond. La serie ) _ -, a,z, converge si laserie ), -, 2, converge
y la serie » - (an — ay41) converge absolutamente.

c¢) Criterio de Dirichlet. La serie > ., r,z, converge si las sumas parciales de > -, 2,
estan acotadas y (r,),>1 es una sucesién decreciente tal que lim,, r,, = 0.

d) Criterio de Abel. La serie > ., 7,2, converge si » ., z, converge y (r,),>1 €s una
sucesion decreciente de niimeros reales no negativos.



7. Calcular los radios de convergencia de las siguientes series de potencias y para cada una de ellas
estudiar el comportamiento en el borde del disco de convergencia:

2 =1 %Zn’ ¢) 21 (n—l}2)" 2", i) ; Zm,

b) nz—:l 7}+22n, f) 712—:1 (2_72')712 z", ]) Zl sen(n)z”,

9 21 n iﬂ 2", 9) Zl H(llﬂ)n z2", k) (—nlz)”z (n+1)
" n= n=1
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8. Hallar los valores de z € C para los cuales resultan convergentes las series:

> (Z+l)n e nQZQn ) €inz
a) §1m7 d) 2T 9) n;l i
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9. Probar que si ano a, 2"y ano b,2" tienen radios de convergencia p, y pp, entonces la serie
> nso (@n + by)2" tiene radio de convergencia p > min{p,, pp} =: po y para z € B, (0) vale

ano (CLn + bn)zn — ano anzn + ano bnz"

10. Probar que la regién de convergencia de ano aminz™ N0 depende de la eleccién de m € Nj.

11. Probar que los radios de convergencia de Y . an,2" y Y., <, ann”z" coinciden para todo k € N.

12. Asumiendo que ) ., a,z" tiene radio de convergencia p > 0, sea f : B,(0) — C la funcién
definida por la suma de dicha serie.
a) Probar que f es de clase C* y que para todo k € Ny y todo z € B,(0) vale

9 (z) = Z@k apn(n —1)---(n — (k — 1))2"*.

b) ;Qué radios de convergencia tienen las series del {tem anterior?

¢) Probar que a, = 1(0) para todo n € N.

n!

: n n : :
13. Probar que dos series ), - @n2" ¥ Y, 50 bn2" con radios de convergencia no nulos representan
una misma funciéon en un entorno del origen si y sélo si a,, = b, para todo n € Nj.

14. Siendo f como en el ejercicio 12, probar que:
i) f es par sii a, = 0 para todo n impar,
i) f es impar sii a,, = 0 para todo n par.
Recordar que, si D C C es un dominio simétrico respecto de 0, una funciéon f : D — C se dice
par cuando f(—z) = f(z) para todo z € D e impar cuando f(—z) = —f(z) para todo z € D.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Hallar los términos de orden menor o igual que 3 en los desarrollos de Maclaurin de las funciones

a) e*sen(z), c) ezz_ 3 ¢) cosl(z)’
b) sen(z)cos(z), d) é%(m(z), f) iirslgzg
Para cada n € N hallar el desarrollo de Maclaurin de la funcion f,(z) = ﬁ
La sucesion de Fibonacci se define por la recursién F,, = F,,_1 + F,_s tomando Fy = F; = 1.

a) Probar que R(z) = ), -, F},2" converge en un entorno del origen y que R(z) es una funcién
racional. Hallar una férmula explicita para R(z).

b) Descomponer R(z) en fracciones simples para obtener un nuevo desarrollo en serie de R(z).

c¢) Obtener una férmula cerrada para F), igualando los desarrollos de los items a) y b).

Considerar la funcién i : C — C definida por la suma de la serie » -, =
a) Mostrar que h es entera y calcular su derivada.
b) Mostrar que h(z + w) = h(z)h(w).
c¢) Probar que h(z) = e*.
)

d) Deducir desarrollos en serie de potencias para sen(z) y cos(z).

Sean Log la rama principal del logaritmo, f(2) = Log(z +1) y g(2) = >_,+, %z”.
a) Calcular los dominios de f y g.
b) Calcular f'(z) y ¢’(z) donde estén definidas.
¢) Deducir que f = g en el interior de Dom(f) N Dom(g).
El producto de Cauchy de dos series de potencias » -, an2" y D, 50 bn2" se define como la serie

de potencias ) ., ¢,2" donde para cada n € Ny se toma

n
Cp = E arbn_.
k=0

Suponiendo que las series iniciales tienen radios de convergencia p, y py, concluir que la serie
producto converge absoluta y uniformemente en |z| < r para todo r < min{p,, py }. Deducir que
si p es el radio de convergencia del producto de Cauchy, entonces p > min{pg, pp}-

Para cada s € C con Re(s) > 1 definimos la funcidn Zeta de Riemann como

()= s

donde n* = Exp(s - Log(n)) se calcula usando la rama principal del logaritmo.

a) Probar que la serie que define ((s) converge en el semiplano {Re(s) > 1} y que ademas lo
hace uniformemente en cada semiplano {Re(s) > 1+ ¢} con ¢ > 0.

b) Deducir que ((s) es continua en el semiplano {Re(s) > 1}.



22. La serie del ejercicio anterior es un ejemplo de serie de Dirichlet, que en general tienen la forma

> )

n=1

donde (@), es una sucesién en C y s € C.

Qn

a) Probar que si la serie anl L+ | 1O converge para todo s ni diverge para todo s, entonces
existe un numero real o, tal que la serie (x) converge absolutamente si Re(s) > o, pero no
converge absolutamente si Re(s) < g,. El semiplano {Re(s) > 0,} se denomina semiplano
de convergencia absoluta de la serie de Dirichlet (x).

b) Probar que la serie (*) converge uniformenente en cada semiplano {Re(s) > o, + ¢}.

¢) Deducir que () define una funcién continua en {Re(s) > o,}.

23. Considerar la serie de Dirichlet
= (-
L(s) =)
n=1 n
a) {Cudl es su semiplano de convergencia absoluta?
b) Probar que la serie L(s) converge en {Re(s) > 0}. Sugerencia: recordar el ejercicio 6.
c¢) Probar que para Re(s) > 1 se tiene

1

C(S):m

L(s)-
Comentario: esta féormula puede utilizarse para extender la definicién de ((s) a la regién

{s € C:Re(s) >0, s#1}.



