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RAZON DOBLE Y SIMETRIAS

1. Dados z1, 29, 23, 24 € C con 29, 23, 24 distintos entre si, la razdn doble (z1, 22, 23, 24) es la imagen
de z; por la tinica homografia T' que verifica T'(22) =0, T'(23) = 1y T(24) = 00.

a) Probar que para z, 23, z4 € C se tiene la expresion explicita

21 — 22 23— 24

(21,22723724) —
21 — 24 23— 22

Hallar expresiones explicitas para los casos zo = 00, 23 = 00y 24 = 00.
b) Probar que vale (F(z1), F(22), F(23), F(21)) = (21, 22, 23, 24) para toda homograffa F.
¢) Asumiendo que z1, 29, 23, 24 € C son cuatro puntos distintos, probar que estdn sobre una
misma recta o circunferencia si y sélo si (21, 22, 23, 24) € R.
2. Dos puntos z, z* € C son simétricos respecto de un recta o circunferencia C' si verifican
ES
(27 22, %3, 24) = (Z y %2y 23 24)
cada vez que 2o, 23, 24 son tres puntos distintos de C'.
a) Probar que esta definicién depende sélo de C'y no de los puntos zs, 23, 24 elegidos.

b) Probar que cada punto z € C es simétrico de un tnico punto z* respecto de C'y que se
tiene z = z* si y sélo si z € C.

c¢) Se llama simetria respecto de C a la aplicacién que asigna a cada z € C su simétrico
respecto de C'. Probar que la simetria respecto de C' puede escribirse como

T oT:C—C
siendo T' cualquier homografia que aplique C' en R.

d) Probar quesi z y z* son simétricos respecto de una recta o circunferencia C, entonces F(z)
y F(z*) son simétricos respecto de F(C') para toda homografia F'.

3. Probar que la simetria respecto de la recta real coincide con la conjugacion.
4. Probar que el simétrico del centro de una circunferencia respecto de ella misma es oo.

5. Probar que la nocién de simetria definida anteriormente coincide con:
a) la simetria usual respecto de una recta cuando C' es una recta,
b) la inversién respecto de una circunferencia cuando C' es una circunferencia.

6. Dados tres puntos distintos 21, 25, 23 € C, demostrar que existe una tnica recta o circunferencia
que pasa por z; y hace simétricos a 29 y 23.



