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SEGUNDO CUATRIMESTRE 2024

PrRACTICA 1
NUMEROS COMPLEJOS. ESFERA DE RIEMANN. HOMOGRAFIAS.

Numeros complejos

1. Expresar los siguientes niimeros complejos en la forma a + ib con a,b € R:

a) (i+ 1@ —1)(i+3), ¢) (L4 +(1-0)%, e) (1+i)1,
2+1 141 1

b _

)2—2" 4) i /) —1+3i

2. Expresar las partes reales e imaginarias de los siguientes complejos en términos de las de z:
a) 22, d) 4, 1— 2
’ 1+2 z

c) 272, €) 11— 9) ~ 1

3. Sean z y w dos nuimeros complejos. Demostrar que:

a) Z=zsiysolosi z € R, d) Re(z):2+z
2 Y

D) ZFw=z2+w °

) FFw=2+7, e) Im(z)=z2.z
i

c) Zw=7Z W,

4. Probar que si zg € C es raiz de a, X" + a, 1 X" ' + -+ + ag € C[X], entonces z, € C es raiz
de @, X" + @, 1 X" + -+ +a. Concluir que si P € R[X] y 25 € C es una raiz de P entonces
Zo € C también es raiz de P.

5. Para z € C se define |z| = v/2Z. Notar que |z| es un nimero real no negativo bien definido y
que |z| = /22 +y? si z = x + iy. Para z,w € C probar que:

a) |zw| = |2|fwl,

b) si w # 0 entonces ‘i’ = M y wl = iz’
wl|w) |wl

&) —|2] < Re(z) < 2| y —|2| < Im(z) < -],

d) |z+w)® = 2> + |[w]? + 2Re(zw) y |z — w|® = |2|* + |w|*> — 2Re(zw),
e) |z +wl’ + |z —w* = 2(|22 + |w]?),

£) s+ ul < L+ ol v 12— wl > 1o = ful].

Interpretar geométricamente la propiedad e), conocida como “ley del paralelogramo”.



10.

Describir geométricamente los siguientes subconjuntos de C:
a) |z—i+3] =05, c) Re(2z+3) >0,
b) |z —i+3| <5, d) Re((1+2i)z) > 0.

Considerar la ecuacion azz +cz+cz+ =0 con «, 8 € Ry ¢ € C. Probar que si su conjunto
solucion no es todo C ni vacio, entonces debe ser un punto, una recta o una circunferencia.
Mostrar que todo punto, recta o circunferencia puede representarse de esta forma.

Probar que la funcién d : C x C — R definida por d(z,w) = |z — w| es una métrica y que ésta
hace de C un espacio métrico completo y separable.

Notando z =z + iy y w = u + v, definimos funciones d;,d,, : C x C — R por
di(z,w) = |z —ul+]y—v| y del(z,w)=mix{|z—ul,|y —v|}.
Demostrar que (C,d;) y (C, d) son espacios métricos.

Para z € C y r > 0 fijos, describir geométricamente los conjuntos
a) B(z,r) ={we C:d(z,w) <r},
b) Bi(z,r) ={w e C:di(z,w) <1},
¢) Bo(z,7) ={w € C:dx(z,w) <r}.

Sucesiones de niimeros complejos

11.

12.

13.

Considerar en C la topologia usual.

a) Probar que lim,, o, 2, = z € C si y sélo si
lim,, 00 Re(z,) = Re(z) v limy, 00 Im(2,) = Im(2).

b) Probar que si lim,,_, 2, = 2z entonces lim,, . |2,| = |z|.

c¢) Dar un ejemplo donde no valga la reciproca.

Sea a € C con |of < 1.

a) Calcular lim «" y probar que vale lim (1 +a+-+ a”) = :
n—o00 n—oo 1 —«

b) ;Qué puede decirse sobre estos limites para el caso |a] > 17

Calcular, en caso de que existan, los limites de las siguientes sucesiones:

a) & (59)" ¢) cos(nm) —i—iseril(ﬁ), e) ni

b) n (120)", @) (S5,

2n+1




Representaciéon matricial de los nameros complejos

14.

15.

16.

Probar que toda transformacion R-lineal T': C — C puede escribirse de forma tinica como
T(z) = pz+ A2

donde p, A € C. Determinar estos niimeros en funciéon de 7'y probar que T es C-lineal si y
solo si A = 0. Notar que, en tal caso, T resulta ser la multiplicacién por T'(1).

Fijar una matriz A = ZH 312 € R?*2? y considerar la transformacién R-lineal 7' : C — C
21 (22
inducida por A. Probar que T es C-lineal si y sélo si a11 = ags v as; = —aq. Notar que, en tal

caso, T representa la multiplicacion por z4 = a1 + 2as;.

Deducir que la asignacion A — z4 del ejercicio anterior define una biyeccién entre

MZ{(Z _ab)GR2X2: a,bGR}

y C de modo que 2415 = 24+2pB, 248 = 2428 Y 214 = 1. Luego, con la suma y la multiplicacion
usual de matrices, M resulta ser un cuerpo isomorfo a C.

Forma polar y raices n-ésimas

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

Escribir los siguientes niimeros complejos en forma polar:

a) 1+1, b) —5i, ¢) —3.

Escribir los siguientes niimeros complejos en la forma a + b:

a) 3e'7, b) e, ¢) me s,

Mostrar que si o = 7e? es la forma polar del complejo a # 0, entonces la transformacion lineal
T, del ejercicio 15 se factoriza como una rotacién de dngulo 6 seguida de una homotecia de
factor r. Deducir que T, preserva los angulos entre los vectores.

Hallar todas las transformaciones R-lineales T : C — C que preservan los angulos entre los
vectores. /Son todas de la forma T, para algin a € C?

Para n = 2, 3,4, 5 dibujar todos los nimeros complejos z tales que 2" = 1.

Calcular las siguientes raices:

a) (=1+1i)"/%, c) %, e) (—2v3—2i)"",
b) (V3 + 3i)V?2 d) 646, f) (=44 4i)'/.

Sean € Ny a € C\ {0}. Demostrar que hay n nimeros complejos distintos tales que 2" = «.

Hallar todas las soluciones en C de la ecuacién iz* + (3 — i)z — (1 + 2i) = 0.



0 4+ =i ot _ o—ib

25. Probar que para todo 6 € R se tiene cos(f) = 5 y sen(f) = 5
i

26. Sea z = €2™/" para un entero n > 2. Demostrar que 1+ z + - -- 4+ 2"~1 = (.
n+1

27. Probar que vale 1 +z+--- 42" = 1

para z # 1 y, asumiendo 0 < 6 < 27, deducir una

formula para 1+ cosf + - - - + cosnéb.

Funciones exponencial, seno y coseno

28. Para z =a+1b € C con a,b € R se define e* = e?(cosb + i senb).

a) Demostrar que para z,w € C cualesquiera vale e*1* = e%e*.

b

) Describir los z tales que e* = 1.
¢) Demostrar que si e* = e entonces existe k € Z tal que z = w + 2kmi.
)

d) Probar que para todo z € C se tiene e* = €2,
29. Generalizando las igualdades del ejercicio 25, se definen

eiz + efiz ( ) eiz _ efiz
s — sen{z) = ————
2 Y 2i

para todo z € C. Comprobar que para todo z € C se tiene

cos(z) =

cos?(z) +sen?(z) =1 y €” =cos(z) +i sen(z).

30. Mostrar que sen(z) y cos(z) tienen periodo 27.

31. Mostrar que los tnicos ceros de cos(z) y sen(z) son los ceros reales usuales.

32. Probar que para todo z € C se tiene cos(Z) = cos(z) y sen(z) = sen(z).
33. Hallar todos los z € C tales que cos(z) € R y hacer lo mismo para sen(z).
34. Probar que cos(z) y sen(z) son funciones suryectivas de C en C.

35. Probar que para a,b, b’ € R con |b| < |b/| se tiene

|cos(a + bi)| < |cos(a+b"1)| vy |sen(a+ bi)| < |sen(a+ V)|

36. Para z € C se definen el coseno hiperbdlico y el seno hiperbélico como

e +e* e —e

cosh(z) = i y senh(z) = i

Notar que cosh(z) y senh(z) son, respectivamente, las partes par e impar de e?.
a) Sin hacer ninguna cuenta, escribir las series de Maclaurin de cosh(z) y senh(z).
b) Deducir las igualdades cosh(iz) = cos(z) y senh(iz) = isen(z) para z € C.
¢) Verificar la identidad cosh®(z) — senh?(z) = 1 para z € C.
)

d) ;Son cosh(z) y senh(z) funciones periédicas? ;Son suryectivas?



El plano complejo ampliado y la esfera de Riemann

37.

38.

39.

Sea C = CU{oo} y sea S la esfera en R? de centro (0,0,0) y radio 1. Siendo N = (0,0,1) € S,
se define la proyeccion estereogrdfica v : S — C como sigue: (N) = ooy para P € S\{N} se
define ¥(P) = a+1b si y solo si (a, b, 0) es el punto de interseccién de la recta NP C R? con el

plano xz3 = 0. En este contexto, C es el plano complejo ampliado y S es la esfera de Riemann.
T1 + 179

N.
— para (xq, 9, x3) #

a) Probar que ¢(z1, xq,x3) =

b) Probar que ¥ es una biyeccién y su inversa ¢ esta dada por

B 1
N 1+ 2|2

©(2) (2Re(2),2Im(2), [2]* = 1) .

¢) Calcular ¢(Re(z) =0) y ¢(Im(z) = 0).
Sea d la distancia en C inducida por la distancia de R? via 9, es decir, si z, 2/ € (A:, definimos

d(z,2) =107 (2) =7 () = lle(z) — (I,
donde || - || representa la norma usual de un vector en R3.

a) Probar que d es una métrica en C y que ésta resulta equivalente a la usual cuando se la
restringe a C (probando, por ejemplo, que tienen las mismas sucesiones convergentes).

2
(1+|=2)2

2w — z|
(14 [21%)2(1 + |w]?)2

c¢) Probar que (@,3) es un espacio métrico compacto.

b) Para z,w € C verificar que d(z,w) = y d(z,00) =

Sea C una circunferencia contenida en S y sea 7 el tnico plano en R3 tal que 7 NS = C.
Mostrar que si C' pasa por N entonces su proyeccién 1»(C') es una recta y, en caso contrario,
una circunferencia.

Homografias

Recordar que una homografia es una funcién 7' : C — C del tipo T'(z) = @24b qonde a,b,c,d e C
son tales que ad — be # 0.

40.
41.

42.

43.

cz+d

Probar que el conjunto H de las homografias es un grupo bajo la composicién.

Sean zo, 23, z4 puntos distintos de C. Probar que existe una tnica homografia 7' que verifica
T(z9) =0, T(23) =1y T(24) = 00. Deducir que dados puntos distintos ws, w3, w, de C hay
una unica homografia que aplica z5 en wq, 23 en w3 y 24 en wy.
Hallar homografias que transformen

a) los puntos 0,4, —7 en 0, 1, 00;

b) los puntos 0,4, —i en 1, —1,0.

Probar que la imagen de la circunferencia de centro 0 y radio 1 por la primera homografia del
ejercicio anterior es la recta {z € C: Re(z) = 1}.



44.

45.

46.

47.

48.

49.

950.

Para o € C tal que |a| # 1, demostrar que la homografia
Z—
—az+1

manda « en 0 y transforma la circunferencia {z € C: |z| = 1} en s{ misma.

T(z) =

A cada matriz A = ( Cé Z > € C**2 con det(A) = ab — cd # 0 le asignamos la homografia
az+0b
T =
a(z) cz+d
y decimos que la matriz A representa la homografia T4.

a) ;Qué homografias representan las matrices diagonales?

b) ;Cudndo dos matrices distintas representan la misma homografia?
Si A y B respresentan las homografias Ty y Tg respectivamente:

c¢) ;Qué homografia representa la matriz AB?

d) ;Qué homografia representa la matriz A=17?

Demostrar que una homografia T : C—C aplica R en R si y s6lo si puede escribirse en la

forma T'(z) = % con a,b,c,d € R.

En el plano ampliado C=CuU {00} se definen tres clases de transformaciones elementales: la
inversion R(z) = z71, las traslaciones T,,(2) = z + 2z y las homotecias Hy(z) = Az, donde
zp € Cy A € C\{0} son pardmetros arbitrarios.

a) Caracterizar las imagenes de circunferencias y rectas por dichas transformaciones.

b) Probar que toda homografia puede escribirse como una composicién de a lo sumo cuatro
transformaciones elementales.

c¢) Describir las imdgenes de circunferencias y rectas por homografias arbitrarias.

Determinar las imagenes de las siguientes regiones por las homografias indicadas:

a) el disco {z € C: |z| <1} por f(z) = gi;zz,

b) el medio disco {z € C:Im(z) >0, |z| < 1} por f(z) = g;:;,

¢) el cuadrante {z € C : Im(z) > 0, Re(z) > 0} por f(z) = ==

Z+i

Hallar homografias que transformen
a) la circunferencia |z| =2 en |z + 1| =1y ademds —2 en 0 y 0 en 7;

b) el semiplano H = {z € C: Im(z) > 0} en |2|] <1y un a € H arbitrario en 0.

Un punto fijo de una homografia T es un punto z € C tal que T(z) = z.
a) Probar que oo es punto fijo de T'si y s6losi T'(z2) = az+ S cona,f € Cy a # 0.

b) Probar que S y T tienen la misma cantidad de puntos fijos si son conjugadas, es decir, si
existe ¢ € H tal que S = poT o p~ .

c¢) Concluir que toda homografia T # Idz tiene exactamente 1 o 2 puntos fijos.



