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Resumen: dos anillos A y B se dicen equivalentes Morita si sus categorias de repre-
sentaciones A-mod y B-mod son equivalentes. Estudiaremos propiedades generales de
equivalencias Morita, aprendiendo algunos invariantes categéricos. Daremos una aplica-
cién al célculo de grupos grupos de automorfismos de algunos anillos (como M;(Z)).
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1. Nociones de categorias y equivalencia Morita

Dado un anillo 4, queremos estudiar los A-médulos y los morfismos de A-moédu-
los. Desde este punto de vista, si B es otro anillo, es natural preguntarse si los B-mdédu-
los (junto con los morfismos de B-mdédulos) se comportan de la misma manera que los
A-médulos. Mds precisamente, si las categorias de A-moédulos y B-médulos son (o no)
equivalentes. Para esto, repasaremos rapidamente las nociones de categorias, funtores y
equivalencias de categorias, para asi contar con un marco formal para este estudio.

1.1. Categorias
Definicién 1.1. Una categoria C consiste en los siguientes datos:
» Una clase de objetos, que se denotard Obj(C).

» Para cada par de objetos X e Y de C, un conjunto de morfismos de X en Y, que se
denotard Hom (X, Y).

Satisfaciendo los siguientes axiomas (el primero es de cardcter 16gico, podemos saltearlo
en una primera lectura, los esenciales son los otros dos):

Cl: Si X, X', Y, Y’ son objetos de C y o bien X # X' obienY # Y’, entonces
Home(X,Y) # Home (X', Y7).

C2: Para cada terna de objetos X, Y, Z de C estd definida una funcién que llamaremos
ley de composicién

o: Home(Y, Z) x Home (X, Y) — Home (X, Z)
(f,9)— foyg
que es asociativa (en el sentido obvio).

C3: Para cualquier objeto X, existe un elemento de Hom¢ (X, X) que es neutro para la
composicién y que se denota Idy.

El ejemplo por excelencia de categoria es Sets: La clase de objetos dada por la clase de
los conjuntos, y para cada par de conjuntos X, Y, Homges(X,Y) = Y¥= el conjunto de
todas las funciones de X en Y. Nos contentaremos con los siguientes ejemplos:

Top Los espacios topolégicos y funciones continuas .

Sets, Como objetos, los pares (X, zy) donde z € X,
Homsetso((X7 xO)? (Y7 yO)) - {f X =Y / f(l’o) - y0>}'

Topy Los espacios topoldgicos con punto de base y las funciones continuas que preservan
punto de base.



Posets Los conjuntos parcialemente ordenados y las funciones que preservan el orden.
Rings Los anillos y los morfismos de anillos.
Groups Los grupos y los morfismos de grupos.
Vect;, Fijado un cuerpo k; objetos = los k e.v., morfismos = las transformaciones k-lineales.
A-mod Fijado un anillo A: objetos = A-mddulos a izquierda, Hom 4_,,0a(M, N) = Homy (M, N).

Como notacién standard, si f € Home (X, Y') para cierto par de objetos X,Y € Obj(C),
escribiremos f : X — Y.

Una de las primeras nociones que se puede hacer en una categoria arbitraria es la de
isomorfismo:

Definicién 1.2. Sea C una categoria. Dos objetos X, Y € Obj(C) se dicen isomorfos (en C,
o como objetos de C) siexisten f : X =+ Y yg:Y — X tales que

fog=idy y go f=idx

En ese caso, denotamos X = Y (6 X = Y si queremos enfatizar la categoria). Diremos
que f es un isomorfismo, con inverso g.

Otra definicién que se puede hacer categdéricamente es la de “monomorfismo”:

Definicién 1.3. Dada una categoriaCy f : X — Y diremos que f es mono (0 monomor-
tismo categorico) si para todo objeto Z y para todo par de morfismos g,h : Z — X tales
que fog= foh,entonces g = h.

En la categoria Sets, esta definicién es equivalente a que f sea inyectiva (Ejercicio!).
Dualmente, se puede definir epimorfismo:

Definicién 1.4. Dada una categoria Cy f : X — Y diremos que f es epi (0 epimorfismo
categoérico) si para todo objeto Z y para todo par de morfismos g,h : Y — Z tales que
go f=ho f,entonces g = h.

En la categoria Sets, esta definicién dice que si g y h coinciden en la imagen de f, enton-
ces deben ser iguales. Esto sucede s6lo cuando f es suryectiva, por lo tanto, los epimorfis-
mos categoricos de Sets son exactamente las funciones sobreyectivas. Pero ATENCION!
un epimorfismo categoérico no siempre es una funcién sobreyectiva, por ejemplo, en la ca-
tegoria T'oprq.s de espacios topoldgicos Hausdorff (y funciones continuas), si f : X — Y
tiene imagen densa entonces es un epi categérico. Similarmente, en la categoria de ani-
llos, la localizacién también es un epi categorico. (Por ejemplo, la inclusion Z — Q es un
epimorfismo en la categoria Rings.) Sin embargo, en la categoria de A-médulos, ser epi
categoérico es lo mismo que ser un morfismo sobreyectivo (Ejercicio!).



1.2. Funtores

Asi como en las categorias prestamos atencién a los objetos y a los morfismos, al es-
tudiar categorias surje naturalmente al nocién de “morfismo entre categorias”, que es lo
que se denomina un funtor:

Definicién 1.5. Dadas dos categorias C y D, dar un funtor ' : C — D consiste en
» Una asignacién entre objetos de C y D, es decir, para cada X € Obj(C),
F(X) € Obj(D),
» Para cada par X,Y € Obj(C), se tiene una asignacion
F : Home(X,Y) — Homp (F(X), F(Y)
Es decir, si f : X — Y, entonces F(f) : F(X) — F(Y),

satisfaciendo
F(fog)=F(f)oF(g9), y
VX € Obj(C), F(idx) = idp(x)

Ejemplo 1.6. Sea G'y H gruposy f : G — H es un morfismo de grupos. Si € G verifica
z? = 1¢ entonces (f(z))? = 1y. Luego uno pude dar una asignacién

GWGQ::{mGG:ﬁ:l}

Notamos que (salvo G abeliano) engeneral G; no es subgrupo, es solo un subconjunto,
perosi f : G — H es un morfismo de grupos, entonce f(G2) C H,. Por lo tanto,

G ~ Go € Obj(Sets)
si fG—>H ~ fQI:f|G2ZG2—>H2
es un funtor de la categoria Groups en la categoria Sets.

Ejemplo 1.7. Si X es un espacio topoldgico y elejimos un z, € X, entonces (X, z¢) es
un grupo. Pero ademas, si f : X — Y es una funcién continua, entonces f induce un
morfismo de grupos f. : m(X,z9) = (Y, o), simplemente a cada (clase de homotopia
de) curva v en X (que empieza y termina en ) se le asigna la curva ¢t — f(y(t)). Esta
asignacién, ademas de ser un morfismo de grupos, verifica f.g. = (f o g). y claramente
(idx)« = ids, (x,20), POT lo tanto 7y : Topy — Groups es un funtor.

Observacién 1.8. Si F': C — D es un funtor y X = Y en C entonces F'(X) = F(Y) en D.

Demostracion. Sif: X - Yyg:Y — X sontalesque fog =idy y go f = idy, entonces es
claro que F(f) y F(g) nos proveen de isomorfismos entre F'(X) y F(Y) pues, utilizando
las propiedades de ser funtor, tenemos por ejemplo

F(f)oF(g) = F(feoyg) = Flidy) = idry)

El calculo de la composicién F'(g) o F(f) es analogo. O
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Podemos pensar a los funtores como “invariantes”, pues son asignaciones que a obje-
tos de un cierto tipo (i.e. de una categoria) nos dan objetos de otro tipo, y si originalmente
eran isomorfios, una asignacién funtorial nos provee de objetos isomorfos en la categoria

de llegada.

Ejemplo 1.9. Un isomorfismo en Sets es una biyeccién, por lo tanto, dos grupos isomorfos
deben tener la misma cantidad de elementos que al cuadrado sean triviales.

Ejemplo 1.10. Dos espacios topolégicos con punto de base no pueden ser nunca homo-
eomorfos (con un homeomorfismo que preserve punto de base) si sus grupos 7; son no
isomorfos.

1.3. Funtores representables

El siguiente es un ejemplo de tipo general, para cada categoria C, un objeto X induce
un funtor C — Sets de la siguiente forma:

Y ~» Home(Xo,Y)
ysif:Y — Z, para cada elemento ¢ € Hom¢(Xo,Y),

Xo
¢J/ N oo
A
y Loz
osea, ¢ : Xo — Y, componiendo con f obtenemos f o ¢ : Xy — Z, es decir
f« : Home(Xo,Y) — Home (X, Z)

g foo

De esta manera, “Hom¢ (X, —)” es algo que no sélo se aplica a objetos, sino también a
morfismos, luego Hom¢( Xy, —) : C — Sets, y es un funtor porque

(fog)le)=(fog)og

y por axioma de asociatividad de la ley de composicién en C

(fog)og=fol(gog)=[fg(0))
es decir:
(fog)= fiogs

Notar que la composicién de la izqueirda es la ley de composicion abstracta en C y la
composicion de la derecha es la composicion usual de funciones.



Definicién 1.11. Diremos que un funtor F' : C — Sets es representable si existe un iso-
morfismo natural /' = Hom(X,, —) para algtin objeto X, de C (definiremos la nocién de
isomorfismo natural enseguida).

Ejemplo 1.12. Sea Cy=el grupo ciclico de orden 2, Cy = {1,7} donde 72 = 1. Si G es un
grupo y ¢ : Cy — G, entonces necesariamente ¢(1) = 1¢ y ¢(7) € G debe verificar que
(¢(7))? = 1g. Reciprocamente, si = € G verifica z? = 1, entonces la asignacion

1—1,
THX
es un morfismo de grupos. Hemos demorstrado entonces que existe una biyecciéon
Homgoups(Ca, G) ={z € G : =1} =Gy
Tenemos luego que Homyoups(C2, —) ¥ Go, si bien no son los mismos funtores, son “natu-
ralmente isomorfos”.
Ejercicio 1.13. Describir (a menos de isomorfismo natural), los funtores
Homeroups(Z/3Z, —). Homeyroups(Z X Z, —), Homeroups(Z/AZ, —).

Ejercicio 1.14. La asignaciéon G — |G, G| es funtorial (donde [G, G| es el sugbrupo de
G generado por los elementos de la forma xyz~'y~!). También es funtorial la asignacién
G — Gy = G/[G,G] (que va de la categoria de grupos en la de grupos abelianos). Pero
la asignacién G — Z(G) (el centro de G) no es funtorial.

Como en el ejemplo de G5 y Homyoups (Co, G), muchas veces al aplicar dos operaciones
(i.e. dos funtores) distintos, obtenemos técnicamente cosas diferentes, pero puede haber
una forma “natural” de compararlos. Damos entonces la definicién de transformacién
natural e isomorfismo natural.

Definicién 1.15. Sean F, I5 : C — D dos funtores.
Dar un transformacién natural  : F; — F, entre los funtores F y F, es dar, para ca-
da X € Obj(C), un morfismo nx : Fi(X) — Fy(X), y todos ellos compatibles con los
morfismos de C en el siguiente sentido:

Si f: X — Y esun morfismo en C, entonces el diagrama

Fi(f
A(X) 2L (v

x| 3
Fo(X) Z By(Y)
es conmutativo. Si 7x es un isomorfismo para todo objeto X, diremos que F; y F, son
naturalmente isomorfos.
Ejemplo 1.16. Si C; = {1, 7} es sel grupo ciclico de orden dos, entonces
Homgroups (Ca, G) — G
o o(T)

define un isomorfismo natural.



1.4. Equivalencias

Definicién 1.17. Dos categorrias C y D se dicen equivalentes si existen funtores F' : C — D
y G : D — C tal que F o G es naturalmente equivalente al funtor identidad de D (i.e.
X — X en objetos y [ — [ en los morfismos) y G o F' es naturalmente equivalente al
funtor identidad de C.

Para anillos, se tiene el suguiente nombre, debido a Morita que caracteriz6 equivalen-
cias en categorias de médulos sobre un anillo:

Definicién 1.18. Dos anillos A y B se dicen equivalentes Morita si sus categorias de
modulos son equivalentes, es decir, si existen funtores

F:A—mod— B —mod

G : B —mod — A —mod

e isomorfismos naturales G o F' = idg_oa, F © G = idB_mod,

1.5. “EL” ejemplo matricial

Sea A un anillo, € Ny B := M,,(A), definimos los funtores

F:A—mod — B — mod

M
M— M" =
M
G: M,(A) —mod - A —mod
G\V):=enV

donde e;1 es la matriz que tiene un 1 en el lugar 11 y ceros en el resto.
Afirmacién: es una equivalencia de categor ias.

Demostracién. Primero veamos que son funtores:

primero [:

Si f: M — N esun morfismo de A-médulos, aplicamos f coordenada a coordenada
y obtenemos

fre M N
my f(m)
I 77?2 _ f(ma)



Claramente f" conmuta con la accién de A, pero también con la accién de las matrices
base e;;, asi que es M, (A)-lineal.

Para G:si ¢ : V. — W es un morfismo de M,,(A)-moédulos, ¢(X - v) = X - ¢(v) para
toda matriz X, en particular para X = ey, asi que

plerr-v) =en-pv) Vo eV

lo que dice que ¢|.,,V : e1;V — e1; W, es decir ¢|.,,v : F(V) — F(W). En otras palabras,
la restriccion “es funtorial”. Es claro que ejjald = ald ey, para todo a € A asi que ¢|.,,v
sigue siendo A-lineal.

Veamos ahora que efectivamente es una equivalencia:

Sea M un A-moédulo, entonces GF(M) = e - (M") = M & 0---d 0 =2 M como
A-médulo, ysi f : M — N, larestriccién a e;; M™ de f* : M™ — N"es f.

Notar que técnicamente ey, - (M") = M @0---@0no es igual a M, pero es naturalmente
isomorfo a M como A-mddulo.

Para el otro lado:

Sea V un M,,(A)-médulo, entonces M := e;;V es un A-submoédulo, queremos ver que
V = M™ como M, (A)-médulo. Primero veamos que lo es como A-médulo:

Notar que M;=el sumando directo en lugar i, coincide con (1,7)M, donde (1,7) es la
matriz de permutacién 1 <+ i, y por lo tanto M = (1,4)(1,¢)M = (1,i)M,; C (1,9)V C V

Notamos también que que

(my,ma, -+ ,my) =Y (1,4)(m,0,...,0) € M"

7

Pero observando que m; € M = e;;V C V, podemos considerar ), (1,i)m; € V. En
consecuencia, es razonable definir un morfismo

M" =V
(m17m27 e 7mn> — Z(]‘?Z)ml

Asuvez,siveV,

v=1-v= Zeiiv = Z(l,i)en(l,i)v

i

y podemos definir

donde m; = (]_,Z) . (611(1,i)’l]) S Ml C M™.



La igualdad

v=1-v= Zeiiv = Z(l,i)en(l,i)v

i

nos dice que una composicion es la identidad, y la igualdad

(my,ma, -+ ,my) = Z(l,i)mi c M

7

nos dice que la otra composicién es la dentidad.
Con esto hemos probado que F'G(V') = V, isomorfismos de A-médulos. Dejamos co-
mo ejercicio chequear que ademas es de M,,(A)-médulos. O

Corolario 1.19. Sea A = M, (Z). Entonces conocemos un teorema de estructura de los A-médulos
finitamente generados!

Demostraciéon. Debemos ver primero que si /' : A —mod — B — mod es una equivalencia,
entocnes M es finitamente generado como A-médulo si y sélo si F(M) es finitamente
generado como B-mdédulo. Asumiendo esto por un momento (ver luego “cosas que se
preservan por equivalencias”), si V' es un M, (Z)-médulo £.g., entonces es isomorfo a /(M)
para algtin Z-médulo f.g. Pero si M es un Z-mdédulo £.g., entocnes

M2Z'QL)dy &Ly & - & L/dy
de manera tnica si 1 < d;|ds| - - - |dj. Luego
VEFU)=2""& (Z/d)’ ® (Z/d)* & - - & (Z/dy,)?
0

Ejemplo 1.20. Si A = Z,, M un A-médulo f.g., entonces M es un Z-moédulo, pero con
4-torsion, luego M = Z% & Z)* para ciertos (y unicos) n y m. Sea Ahora B = My(Z,),siV
es un B-moédulo entonces V es iso a:

m

Ly Zy
Vel @ Dl D
Ly Ly

1.6. Biyecciones en el Hom

Volvamos nuevamente a la situacién general, F' y G dando una equivalencia entre
A —mody B — mod. Notar que para todo morfismo f:

M—t N
nﬂli'\‘ NlnN
ar(M) Y ar)



y similar con GF'.
Como consecuencia inmediata tenemos:

Homy (M, N) —* Homp(F(M), F(N)) =% Homu (GF(M)),GF(N)) =" Homy (M, N)
/ - F(f) -~ GF(f) o G = |
y similarmente
Homp(U, V) = Homu(F(U), F(V)) = Homp(GF(U)), GF(V)) & Hom(U, V)
asi que tanto F' como G son biyectivos en el Hom.

Observacién 1.21. Supongamos que F'y G sean aditivos (i.e. F'(fi + f2) = F(f1) + F(f2),
idem (), entonces, para cada A-mdédulo M, se tiene un isomorfismo de anillos

Endy (M) = Endp(F(M))
idem para G.
Corolario 1.22. Endg(B) = B® via f — f(1), es un iso de anillos, luego
B = End (P)

donde P = G(B). Es decir, B es (el anillo opuesto a) el anillo de endomorfismos de un cierto
A-médulo P.

Demostracion.
B°? =2 Endp(B) = Homp(B, B) =2 Hom4(G(B), G(B) = Enda(P)
O]

Observacién 1.23. En una equivalencia, SIEMPRE hay aditividad, es decir, no hace falta
pedirlo como hipotesis porque vale automaticamente.

1.7. Adjuncidn y otras consecuencias

Comenzamos con una definicion.

Definicién 1.24. Sea F' : C — Dy G : D — C dos funtores. Diremos que F' es adjunto a
izquierda de G (y que G es adjunto a derecha de F'si, para cada X € Obj(C) y V' € Obj(D)
existe una biyeccion

Homp(F(X),V) = Home(X,G(V))

que sea naturalen V' y en X.
Observacién 1.25. Si Iy G dan una equivalencia, entonces se tienen biyecciones
Homu(M,G(V)) =2 Homg(F (M), FG(V)) = Homg(F(M),V)

y también
Homp (U, F(N)) = Homu(G(U),GF(N)) = Homyu(G(U), N)

por lo que simultaneamente F' es adjunto a izquierda y a derecha de G.
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Cosas preservadas por equivalencias:
» sumas y cocientes (epis), y en general colimites (por admitir adjunto a derecha),
» productos y subobjetos (monos) y en general limites (por admitir adjunto a izq.),
» F'y GG son necesariamente aditivos (por admitir adjunto),
» exactitud (a derecha/izquierda por adjuncién de un lado/del otro),
» simples (por preservar monos y epis). Luego A s.s. siy solo si B lo es,
» reticulo de subobjetos. Luego A-noetheriano siy solo si B lo es,
» modulos noetherianos, artinianos,
» finitamente generados (“compacidad” categorica),
= proyectivos, inyectivos,
» indescomponibles,

» objetos generadores (un médulo P es generador si para cualquier médulo M existe
algun conjunto I y un epi PY) — M).

Demostraciéon. Haremos s6lo un par. Las demés se pueden consultar en el apéndice de
categorias del libro Anillos y sus categorias de representaciones (ver bibliografia).

Se preservan monomorfismos: Haremos la demostracién utilizando la definicién ca-
tegorica de monomorfismo, y para un funtor /' : C — D que admita un adjunto a izquier-
da G. Supongamos que f : M — N es un monomorfismo en C y consideremos

F(f): F(M)— F(N)

y queremos ver que sea mono en D. Si ¢, ¢ : W — F(M) son tales que F(f)o¢p = F(f)o1,
queremos ver si ¢ = 1. En otras palabras, queremos ver si F'(f). es una funcién inyectiva.
Pero tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

g™ Home(G(W), M)~ Home(G(W),N)  fug)=fog

i ) -

- -

Homop (W, F(M)) "% Homp(W, F(N))

Pero sabemos que la flecha horizontal superior es una funcién inyectiva para todo objeto
que pongamos en la primer variable del Hom, en particular para G(W), y como las flechas
verticales son biyecciones, se sigue que la flecha horizontal de abajo también es inyectiva
para cualquier W, como queriamos ver.

11



Se preservan objetos simples: Sea S simple, y consideremos F'(S). Si F'(S) no fue-
ra simple, habrfa un monomorfismo no nulo y no epi U — F(S) , entonces habria un
monomorfismo no nulo y no epi G(U) — G(F(S)) = S, absurdo. O

Sobre finitamente generados, observamos que en la categoréa de A-médulos se tiene
la siguiente caracterizacion de objeto finitamente generado, que recuerda la propiedad de
compacidad:

Lema 1.26. Sea M un A-médulo. son equivalentes
» M es finitamente generado como A-médulo.

= Para toda familia {U;},c; y epimorfismo p : @ic;U; — M existe un subconjunto finito
{iv, ... ir} C I tal que su restriccion p| : ®7_,U;; — M sigue siendo un epimorfismo.

Dejamos la demostraciéon del lema como ejercicio, y observamos que si un funtor pre-
serva epi y sumas directas, entonces manda finitamente generados en finitamente gene-
rados.

Corolario 1.27. (de lo anterior y del Corolario Si todo A-médulo proyectivo f.g. es libre (e.g.
A =k un cuerpo, o un d.i.p. e.g. Z, Z[i, k[z|, k[x,x™"], k[[x]]) entonces los tinicos anillos Morita
equivalentes a A son de la forma End(A™) = M,,(A).

1.8. Hacia la caracterizacién de equivalencias

Observacion 1.28. Sea U un B-moddulo, entonces
HOIIIB(B, U) =U

¢ — o(1)
da un isomorfismo (natural! (ejercicio)) de B-médulos. Pongamos U = F(M ), entonces
F(M) = Homg(B, F(M))
como B-médulo, y (como grupo abeliano, y)
=~ Hom(G(B), GF(M)) = Homu(G(B), M)

O sea que (al menos como grupo abeliano) F'(M ) es representable, pues F'(—) = Homy (G(B), —).
La estructura de A-médulo de G(B) es “clara” pues G es un funtor de A-mod en B-

mod. Pero B, ademas de ser B-mdédulo a izquierda, también es B-moédulo a derecha, y
rp=multiplicacién a derecha por b es morfismo de B-mdédulo a izquierda,

TbIB—>B
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T +— xb

por lo tanto se le puede aplicar G, y esto da un morfismo de A-médulos
G(ry) : G(B) = G(B)
p = G(re)(p)

G
y G nos da un isomorfismo de anillos B°? = Endg(B) = End4(G(B)). Por lo tanto G(B)
es un B-moédulo a derecha, que en realidad es un A — B-bimoédulo.

End,(G(B)) = Homa(G(B),G(B)) = Homg(B, B) = B

por lo tanto, con esa accién de B, G(B) es un B°*-médulo a izquierda, o sea, un B-mdédulo
a izquierda.
Con esta estructura de B-moédulo a derecha de G(B) concluimos que

F(M) = Homa(G(B), M)

no sélo como grupo abeliano sino también como B-mdédulo. Concluimos que I’ es repre-
sentable,
F(—) = HOHIA(APB, —)

donde P es un A-B-bimédulo (P = G(B)).
Ademas, End4(P) = Endp(B) = B° es un isomorfismo de anillos.

Proposicién 1.29. P es A-proyectivo f.g. (y generador).
Demostracion. 4P = G(B),y B es B-proyectivo, f.g. (y generador). O

Anédlogamente G(U) = Homp(pQa,U) con p@ un médulo B-proyectivo, f.g. y gene-
rador.

Corolario 1.30. (Ver propiedades del producto tensorial de la seccion siguiente.) Como P es A-
proy t.f. entonces
F(M) = HOHIA(APB,M) = Q XA M

donde
Q4 = P** = Homy(Pp, A) = Homu(G(B), A) = Homp (B, F(A)) = F(A)
Analogamente,
G(V) = HOHIB(BQA, V) =P ®p Vv
pues

QB = Homp(Q, B) = Homp(F(A), B) = Homa(A, G(B)) = G(B) = P

13



La composicién de los funtores F'y G se puede calcular o bien como
G(F(M)) = Hompg(Q,Hom (P, M))

pero también
G(F(M))= P®p(Q®aM)

En el otro sentido,
FGU))=Q@a(P®pU)

Repasaremos la definicién y propiedades bésicas del producto tensorial para poder ma-
nipular facilmente composiciones de funtores de este estilo.
Notar que la ocndicién de ser una equivalencia se podria plantear como

G(F(M)) = Homp(Q,Homa (P, M)) = M

y
F(G(V)) =2 Homu(P,Homg(Q,V)) =V

que no resulta muy clara.. Sin embargo, veremos que en términos de producto tensorial,
la condicién de equivalencia serd mas transparente.

2. Repaso de producto tensorial

2.1. Definicion

Si M y N son grupos abelianos (Z-moédulos) entonces se define

M ®z N = generado por M x N, con relaciones
(m+m',n) ~ (m,n)+ (m',n),

(m,n+n') ~ (m,n) + (m,n’)

Por propiedad universal del cociente, y del libre generado por, definir un morfismo que
salgn de M ® N equivale a dar una funcién bilineal en A/ x N. La clase de (m, n) se denota
m&n.

Si M4y 4N entonces se define

M@y N=M®N/(ma@n—m®®an:mée M,a € A;n € N)

Definir un morfismo que salga de M ®4 N (digamos f : M ®4 N — L) equivale a dar una
funcién bilineal A-balanceada, i.e. by : M x N — L con b bilineal y b(ma,n) = b(m, an).
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2.2. Propiedades Basicas

Proposicion 2.1. 1. pMy, aN¢ entonces M @4 N € pModc via

b-(m®mn)-c=bm®nc

2. M@sN)QpT =M@, (N®5T)
3 M@, A=M @Wiam@a—ma)y AQs N =N
4. A" @4 A™ =2 A",y mds generalmente
(®iM;) ®a N = Dier(M; ®4 N)
M ®4 (DiN;) = @ier(M ®4 N;)
5. f: M — M'esepientonces f @id : M ®4 N — M’ ®4 N es epi, mas precisamente, si
0— My — My — Mz — 0

es s.e.c. entonces
M4 N —>My@y N — Mz®4 N —0

(y similar en la otra variable)

6. Si P es A-proyectivo de tipo finito (i.e. un s.d. de A™) entonces

P*®4 M = Homu (P, M)
¢ @m (p — ¢(p)m)
7. Si M = A™/S\ entonces

0—S—="A" =P M — 0

luego

Sy N Z9Y qn g NP pr o N0

T

Im-© N M@y N——=0

Es decir, A" @4 N = N",y si Sy es laimagen de Spy @4 N en M ®4 N = N", se tiene
M @4 N = N/Syn

O sea, el producto tensorial da ejemplos de “cocientes funtoriales”
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Demostracion. Para 4, 5y 7, observaremos que el producto tensorial contra alguien fijo
admite adjunto, pues existe una biyeccién natural

Homgy(M ®4 N, L) = Bila(M x N, L) = Hom_4(M,Hom(N, L))

(donde Homy (N, L) es un A-moédulo a derecha gracias a la estructura de a izquierda de
N)y también

Homy (M ®4 N, L) = Bila(M x N, L) = Hom,4_(N,Hom(M, L))

(donde Homy (M, L) es un A-moédulo a izquierda gracias a la estructura a derecha de N).
El primer isomorfismo estd dado por

f|—>f<mr—> (nv—>f(m®n))>

(el otro tiene férmula similar intercambiando m y n). Es decir, si f tiene “dos variables”,
entonces, fijada una variable, da una funcién de la otra. Los detalles se pueden ver en el
libro Anillos y sus categorias de representaciones, o en cualqueir libro de anillos médulos que
incluya producto tensorial. De esta manera vemos que — ®4 N : Mods — Z —mod admite
a Hom(N,—) : Z — Mod — Mod4 como adjunto a derecha, asi que preserva sumas, epis,
etc. Andlogamente para M ®4 —.

Para ver 6:
R

P* ®4 M = Homyu (P, M)
o@m s (p— o(p)m)

consideramos la clase de A-médulos P en donde ese morfismo es un isomorfismo para
cualquier M. Claramente esa clase es cerrada por sumas directas finitas pues tenemos un
diagrama conmutativo de la forma

o

(P®P) @uM——=(P*®P*) @4 M P*QAM@®P*@4 M

- |

Hom (P & P', M) Hom (P, M) & Hom(P', M)

1%

donde la flecha vertical derecha es la suma directa de las flechas de interés, y si Py P’ son
tales que dan un iso, la suma directa de isos es iso, y por lo tanto la flecha vertical izquier-
da es un iso. Con argumento similar podemos ver que esta clase es cerrada por restriccion
a sumandos directos: Si tenemos P” que se descompone como P" = P @ F’, y la flecha
para P” es un iso, entonces el diagrama anterior nos dice que este iso se descompone en
“ dos bloques” (la de la derecha) entonces necesariamente cada bloque debe ser un iso.
Luego si P” esta en esta clase, cualquier sumando rdirecto lo esta.
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Ahora vemos que P = A esta en esa clase, pues
A" @4 M= A®4 M = M = Homy (P, M)

Concluimos entonces que la clase de médulos P para los que esa aplicacién es un iso
contiene a los sumandos directos de A" para cualquier n € N, es decir, contiene a los
proyectivos de tipo finito. O

Observacién 2.2. Estos isomorfismos recuerdan la ley exponencial

interpretando a” como funciones de b en a, y bc como el producto cartesiano.

2.3. Yoneda (Hom)

Ya que hemos hablado de funtores representables, incluimos una demostracién del
llamado Lema de Yoneda, que aunque no sera utilizado para lo que sigue, si se utilizara
una version andloga para el producto tensorial.

Lema 2.3 (Yoneda). Sean A y C anillos, Py, P, dos A-C-bimédulos, entonces existe un isomor-
fismo natural (en la variable M) de C-médulos

Homy (P, M) = Homa (P, M) VM
si y solo si existe un isomorfismo de A-C-bimédulos P, = P;.
Demostracion. Pongamos M = P, entonces
Homu (P, P1) = Homy (P, Py)
idp, — alguien =u: P, = P,
Analogamente poniendo M = P, Pongamos M = P;, entonces
Hom4( Py, Py) = Homy (P, Ps)

UV idp2

veamos que uv = idp, y vu = idp,
Recordemos que la naturalidad de isomorfismo Hom 4 (P, M) = Hom4 (P2, M) signifi-
caqueVf: M — N el diagrama

Hom(Py, M) > Hom(Py, M)

| |

Hom(Py, N) —~~ Hom(P,, N)
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conmuta. Es decir, para cualquier ¢ : P, — M, vale que

fonu(¢) =nn(fo¢)
Notar que v = n(idp,) y v = 7 *(idp,). por lo tanto

vu = vn(idp) = nvidp) = n(v) = n(n~"(idp) = idp,
y del otro lado

w = vy (idp,) =n N (vidp,) =1 (v) =1 (n(idp,) = idp,

2.4. "Yoneda”para ® y consecuencias

Lema 2.4. P, en B-mod-A, i = 1,2, entonces
P, ®4 — = Py ®4 — (iso natural de funtores de A-mod en B-mod)
siy solo si pPi 4 = pPs 4 (iso de bimédulos)

Demostracion. <) es clara.
Para =), pongamos M = A, entonces P, = P, @4 A= P, ®4 A = P.
Esto da un isomorfismo como B-médulos a izq. Pero la multiplicacién por un elemen-
to a, a derecha
re: A— A

T — xa

es un morfismo A-lineal a izquierda, y por la naturalidad del iso P, ®4 — = P, ®4 — se
tiene un diagrama comutativo

///\

pepel PL=Pi@aA— =P @i A= P é(p) « ¢(p) ®1=v(p®1)
‘|Vr id®7‘al \Lid@ru ‘|Vr
pa <> pQ la P1§P1®AA%>P2®AAQP2 p(pla <+ ¢(p) ®a=Y(p®1)a

¢(pa) <> ¢(pa) ® 1 =(pa® 1) = P(p®a)
Es decir, ¢ es A-lineal a derecha. ]

Corolario 2.5. Ay B equivalentes Morita si y solo si existen 4Pp y pQ) 4 tales que P @5 () = A
Yy Q ®4 P = B (isomorfismos de A-bimédulos y B-bimddulos respectivamente.

Corolario 2.6. A — mod = B — mod si y solo si mod — A = mod — B, y cualquiera de las dos
implica A — bimod = B — bimod. Notar que en la equivalencia de bimddulos tenemos

M — Q Xa M Xa P
y en particular

AAa—~ QR4 AR P = pBg
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Corolario 2.7. Py @ son proyectivos, f.g. y generadores tanto de un lado como del otro.
Otro corolario es

Corolario 2.8. Si Ay B son equivalenyes Morita entonces se tiene un iso de anillos

Demostracion.
Z(A) = Homa_4(A, A) = Homp p(Q ®4 A®s P,Q ®4 A®4 P) = Homp_p(B,B) = Z(B)
O]

Observacion 2.9. La equivalencia Morita no dice nada entre anillos conmutativos, pero lo
anterior igualmente tiene algunas consecuencias no triviales. 5i A = A; x Ay x--- x A,, es
un producto directo de anillos, entonces a esta descomposicién se le asocian idempotentes
e; € A; ortogonales que suman 1 y son centrales, por lo tanto si B es equivalente Morita a
A, también se descompondrd como B = By x By X -+ X B,.

Supongamos que A, ademas de anillo, es una k-algebra sobre un cuerpo %, es decir,
podemos asumir k C Z(A).

Proposicién 2.10. Si B es Morita equivalente a A entonces también es una k-algebra. La equiva-
lencia es k-lineal si Py () son k-simetricos.

Proposicién 2.11. Si Ay B son k-algebras Morita equivalentes y M es un A-modulo que es de
dimesion finita sobre k, entonces F'(M) también es B-mdédulo de dimension finita sobre k

Demostracion. F'(M) es de la forma F'(M) = Homu(P, M) = () ®4 M con P un A- proyec-
tivo f.g. (y k- simetrico) (también () es Q-proyectivo de t.f.). Pero

Homy (A", M) = M™,

) 1) es ; irecto de M", por lo tanto, de dimensién finita. (o bien
Q®sMessd.de A" @4 M = M™)
]

3. El grupo de Picard y los automorfismos de M, (k)

Sea A un anillo, consideramos el conjunto de clases de isomorfismos de A-bimédulos
4Py tales que existe 4Q4 con P ®4 Q = Q ®4 P = A. Notar que forman un grupo con el
product tensorial como operacién y [A] el neutro.

Observacion 3.1. Por el Lema de Yoneda, este grupo se identifica con las clases de isomor-
tismo de autoequivalencias de la categoria de A-moédulos, con la composicién de funtores
como operacién producto, y el funtor identidad como neutro.
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Proposicion 3.2. A equivalente Morita a B entonces Pic(A) = Pic(B)
Demostracién. Con la interpretacion de clases de proyectivos,si F' = P@a—y G = Q®p—:
Pic(A) — Pic(B)

[M] — [P &4 M ®5 Q)]

con la interpretacién de (clases de isomorfismo de) autoequivalencias, si ¢ : A — mod =
A — mod es una equivalencia, entonces

Fo®olG:B—mod— B —mod

también es una equivalencia. Ejercicio: ver que es (iso)morfismo de grupos. O

3.1. Picy Aut

Ejemplo 3.3. Sea o € Aut(A) y consideremos P := A, = A como grupo abeliano pero con
la estructura de bimédulo dada por

a-x-d = azxa(a)
El anterior es un ejemplo de elemento de Pic(A) debido a la siguiente

Proposicién 3.4.
Aa XA Aﬁ — Aa/g

a®a — aala)
es un isomorfismo de A-bimédulos.

Corolario 3.5. La apicacion o — A, define un morfismo de grupos Aut(A) — Pic(A).

Proposicién 3.6. A, = A como A-bimédulos si y solo si « es interior, es decir, existe u € A
unidad tal que a(a) = uau™" para todo a € A.

Demostracién. Fijemos un isomorfismo, entonces
A=A,

1—u

Como es de bimodulos, en particular es lineal a derecha, luego
a=1-a— u-a=ux(a)
pero también es A-lineal a izquierda, entonces

a=a-1—a-u=au
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Por lo tanto
ua(a) = au Va

Pero como el iso es en particular sobre, y 1 € A,, entonces existe a, tal que
apu =1 = ua(ag)

Concluimos que u tiene inverso a izq y derecha, por lo tanto inversible, y de ua(a) = au Va
se sigue
aa) = u'auVa

]

Corolario 3.7. El nucleo de Aut(A) — Pic(A) es exactamente el subrupo de los automorfismos
interiores, por lo tanto Out(A) se inyecta en Pic(A).

3.2. Skolem-Noether

Corolario 3.8. En todo anillo A tal que Pic(A) es trivial, se verifica que todo automorfismo es
interior.

Ejemplo 3.9. Todo automorfismo de M,,(Z) es interior.
Ejemplo 3.10. Todo automorfismo de M,,(Q) es interior.

Ejemplo 3.11. Sabiendo que el tinico morfismo de anillos R — R es la identidad (ejerci-
cio!), concluimos que todo automorfismo de M,,(R) es interior.

3.3. Picard en el caso conmutativo

Si A es conmutativo, se puede definir un subgrupo de Pic(A) consistentes en los P que
sean A-siméricos. Recordar que un A-bimédulo M se dice A-simétrico si am = ma para
todom € M y todo a € A. El subgrupo de (las clases de isomorfismo de) los bimédulos
A-simétricos de Pic(A) se llama Pic,s5(A), el “grupo de Picard clasico”.

Proposicion 3.12. Sea A un anillo conmutativo y P € Pic(A) entonces existe un automor-
fismo de anillos o : A — A tal que a(a)p = pa para todo a € Ay para todo p € P.

Demostracién. P es un A-bimédulo y [P] € Pic(A), sabemos que End_4(P) = A (ejerci-
cio!). Como la aplicacién (fijado a) que manda p — pa es A-lineal (a derecha, por ser A
conmutativo), entonces debe estar dada por la multiplicacién (a izquierda) por un ele-

mento «'. Es decir, para cada a, existe un unico ' tal que pa = a'p. Definimos o' := a(a).
Queda como ejercicio verificar que a es necesariamente un morfismo de anillos, y que es
necesariamente un iso. O

Como corolario de esta proposicion se tiene lo siguiente
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Teorema 3.13. La sucesion siguiente es exacta y se parte
1 — Picggss — Pic(A) — Aut(A) — 1

P— ap

en consecuencia Pic(A) = Picyqss X Aut(A)

Demostracion. Elnucleo de P — ap es claramente el subgrupo clasico, y la seccion a — A,
muestra simultaneamente que es epi la aplicacién anterior es epi y que se parte. [

3.4. Picard relativo

Sea k un anillo conmutativo y A una k-algebra (es decir, A es un anillo junto con un
morfismo de £ en el centro de A). Si P es un A-bimédulo, diremos que P es k-simétrico si
Ap = pA para todo A € k. Por ejemplo P = A es k-simétrico. Notar que el producto tenso-
rial sobre A de dos A-bimoédulos k-simétricos es k-simétrico. Definimos Pici(A) como el
subgrupo de Pic(A) dado por los bimédulos k-simétricos.

Definicién 3.14. Sean Ay B dos k-algebras. Diremos que son equivalentes Morita como
k-algebras si son equivalentes Morita en el sentido usual, pero que ademas se pueden
encontrar bimédulos Py () que den la equivalencia y que sean k-simétricos .

Proposicién 3.15. Sean Ay B dos k-algebras equivalentes Morita como k-algebras. Entonces,
existe un isomorfismo Pic(A) = Pic(B) que, por restriccion, induce un isomorfismo entre los
subgrupos Picy,(A) y Picy(B).

Demostracién. Tomamos Py () que den una equivalencia y que sean k-simétricos, y estos
sirven (ejercicio: chequear!). O

Observacién 3.16. Si A es un anillo y « es un (auto)morfismo de anillos, entonces
M, () : M,(A) = M,(A)
definido por
(aij)i; = (lai))i

es un (auto)morfismo del anillo A/, (A). (En otras palabras, ” M,,(—).* un funtor de anillos
en anillos.)

Corolario 3.17. Si k es un d.i.p. (0 en general si k un anillo conmutativo donde todo médulo
proyectivo finitamente generado es libre) entonces todo automorfismo k-lineal de M,,(k) es interior.

Demostracion. Pic,(M,(k)) = Picy(k) = Picuass(k), y sitodo k-proyectivo es libre y [P] €
Piceqss(k), debe ser P = k™ para algun n, pero a menos que n = 1, no puede ser que
P ®, @ = k para ningun libre ) pues k" ®;, k™ = k™" vy, por ser k conmutativo, en
particular tiene nocién de rango. [
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Corolario 3.18. Si A es un d.i.p. (o en general si A un anillo conmutativo donde todo médulo
proyectivo finitamente generado es libre) entonces todo automorfismo de M,,(A) es la composicion
de un automorfismo de la forma M, («) (donde o es automorfismo de A) y uno interior .

Demostracién. Sea ¢ : M, (A) — M, (A) un automorfismo, entonces ¢ induce un automor-
fismo del centro. Pero Z(M,,(A)) = Ald, luego ¢(ald) = a(a) Id para algtin automorfismo

de A. Si consideramos ¢ := M,(a™ ') o ¢, tenemos que ¢(ald) = aId y por lo tanto ¢ es
A-lineal, y por el coro anterior, ¢ es interior. O

Ejemplo 3.19. Si k es un cuerpo, todo automorfismo k-lineal de M, (k[z]) es composicién
de uno interior con otro automorfismo inducido por uno de k[z]. Idem para k[[z]], o cual-
quier ppal. (sugerencia: restringir al centro)

Ejemplo 3.20. Todo automorfismo de M, (Z[i]) es o bien interior, o bien interior compues-
to con la conjugacion. Lo mismo para los automorfismos de M, (Q[i]), y para los automor-
fismos R-lineales de M,,(C).

Observar que como corolario de “Yoneda”para ®, se tiene el sgte
Lema 3.21. 4 P4, 4P} entonces son equivalentes
" P®y— = P ®4 — como funtores de la categoria de A-bimédulos
" PRy — = P ®,4 — como funtores de la categoria de A-médulos a izquierda

n P = P como bimdédulos.

3.5. Bimddulos k-simétricos y Skolem-Noether para centrales simples

Observacion 3.22. Si Ay B dos k-algebras entonces A®;, B es naturalmente una k-algebra
definiendo el producto como el tinico determinado por

(a®b)(d @V) :=ad @bV

Ejercicio 3.23. Sean A y B dos k-algebras, entonces hay un isomorfismo de categorias
entre los A ®;, B°’-mdédulos y los A-B-bimédulos k-simétricos.

Demostracién. Simplemente indicamos que la correspondencia esta dada por
(a ®b)-m = amb

Es decir, si M € sModg y es k-simétrico, entonces la férmula anterior (bien)define una
estructura de A ®; B°’-moédulo a izquierda. Y reciprocamente, si se tiene un A ®; B°P-
modulo a izquierda férmula anterior (bien)define una estructura de A-B-bimédulo, que
resulta k-simétrico. Dejamos el chequeo de los detalles como ejercicio. O
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Recordamos que una k-algebra A se dice central si Z(A) = k y se dice simple si todo
ideal bilatero es o bien 0 o bien A.

Ejemplo 3.24. Sea k un cuerpo y A = M, (k). Los ideales bilateros de A es lo mismo que
los A-subimédulos de M, (k), que estdn en correspondencia con los k-subespacios de k
(por equivalencia Morita aplicada a los bimédulos). Luego esto da una manera (indirecta
pero) muy rapida de ver que M, (k) es central simple.

Ejemplo 3.25. Los cuateriones: H = R @ Ri & Rj & Rk donde i* = j2 = k* = —1,ij =
k = —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik. Resulta un algebra asociativa (no conmutativa)
con centro R, y ademds es un anillo de divisién, es decir, todo elemento no nmulo es una
unidad, en particular es un anillo simple.

Ejemplo 3.26. Cuateriones generalizados: sea K un cuerpo de caracteristica distinta de
2, a,b € K no nulos, se define se define el algebra de cuaterniones generalizada como el
K-e.v. de dimension 4 con base {1, 1, j, k}

Qx(a,b) =Ko Ki Kj & Kk

y tabla de multiplicar determinada por donde i* = a, j* = b,ij = k = —ji Notar que esto
determina los demas productos, por ejemplo

K = (ij)(ig) = i(ji)j = —i(ij)j = —i%j* = —ab

Este dlgebra, dependiendo en los pardmetros a y by en el cuerpo K es o bien un anillo de
division, o isomorfo a M, (K).

Un resultado cléasico de las k-algebras centrales simples, que no demostraremos aqui
(ver por ejemplo el libro de A. Micali en la bibliografia) es el siguiente:

Lema 3.27. Si Ay B son k-dlgebras centrales simples entonces A ®y, B es central simple.
Pero si podemos demostrar facilmente lo siguiente:

Lema 3.28. Si A es una k-algebra central simple y semisimple, entonces A @, A°? = End(A) =
M, (k) donde n = dimy(A).

Demostracion. La aplicacion
A Xk AP — Endk(A)

determinada por
a®a — (x> axa)

es un morfismo de dlgebras. Como A®;, A°? es simple, debe ser inyectivo, y por dimension,
es un iso. O

Corolario 3.29. Sea k un cuerpo. Si A es una k-algebra central simple entonces Picy,(A) es trivial
y todo k-automorfismo es interior.

24



Demostracién. Por el Lema si [P],[P'] € Pic,(A) y consideramos los funtores P ® 4 —
y P'®4 como funtores en la categoria de A-bimédulos k-simétricos, en caso que sean
naturalmente isomorfos, debe valer que P = P’ como A-bimédulos. Luego, Pic,(A) se
inyecta en Picy(A ®) A°P) y tenemos la siguiente cadena de composiciones

Outy(A)—= Pici(A)— Picy(A @y, AP) = Picy(M,(k)) = Picy(k) = {1}
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