1. a)

Geometria Diferencial - Practica 7.

Primer cuatrimestre de 2010.

Consideramos g en S? C R3, la métrica inducida de R3. Sea (U, z)
la carta tal que 7! : (0,7) x (0,27) — S? es

710, o) = (sin(f) cos(a), sec(f) cos(ar), cos(6)).

Encontrar la expresién local de la métrica g en la carta (U, x). Expre-
sar el elemento de volumen en la misma carta (es decir una 2-forma
w tal que w(p)(v1,va) = %1 si {vy,v2} es base ortonormal de S2).
Calcule los simbolos de Cristoftfel.

R? := {(z,y) : y > 0} (semiplano de Poincaré) Con respecto a la
carta usual (R2,id) consideramos la métrica g = y%da:@dx—l— y%dy@
dy. Expresar la conexion de Levi-Civita en la carta usual.

Calcular la conexién de Levi-Civita para la métrica de Lorentz en
R™*! dada, con respecto a la carta usual, por g; = 1sil <i<ny
Gn+1n+1 = —1. Ver que el teorema de Levi-civita se puede extender
a métricas pseudo-Riemannianas.

2. Sea GG un grupo que actua sobre una variedad X de manera propiamente
discontinua. Supongameos que en X se tiene una métrica g.

d)

efinir el concepto de "métrica G-invariante”.
Defi | to de "mét G te”

Probar que si g es G-invariante, entonces la variedad X/G hereda
una métrica de X, i.e. tiene una métrica con la que la proyeccién
X — X/G es un morfismo de variedades de Riemann.

Probar que si G es finito, g = ﬁ > d*pr(g) es invariante (se denota
heG
por pp(g) la accién de h € G sobre X).

., Qué sucede si en el punto anterior se tiene una métrica de tipo
(r,8)?

3. Probar que el espacio proyectivo RP" hereda una métrica de S™.

4. Escribir la ecuacién de geodésica en términos de los simbolos de Christof-
fel. Mostrar que las geodésicas en R™ son las rectas, y que las geodésicas
en el semiplano de Poincaré son o bien rectas verticales, o bien semicircu-
los con centro en el eje x.
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. Probar que si (U, x) es una carta de M, entonces la asignacién

Y ai) - Zmi)a%

(2

define una conexién en U.

Sea V una conexién sobre una variedad M, y sea T(X,Y) = VxY —
Vy X —[X, Y] su torsién. Probar que T' es F (M )—bilineal, y por lo tanto
define un tensor de tipo (1,2).

Probar las siguientes afirmaciones.

a) Una combinacién lineal ) «;V;, donde los V; son conexiones y
i
> a; =1, es una conexion.
i

b) La diferencia entre dos conexiones es un tensor.

Probar que si V es una conexion con torsion 7', entonces V — %T es una
conexion simétrica. Encontrar sus simbolos de Christoffel en funcién de

los de V.

Sea M una subvariedad de codimensién 1 de R™. Sea g la métrica
candnica en R", sea gps la métrica pull-back de g y sea V la conexion
asociada a gps. Probar que para campos X,Y € X (M), coincide con la
proyeccién ortogonal sobre T'M de la derivada de i.(Y) en la direccién
de i,(X), donde i : M — R" es la inclusién.

Sea M una variedad diferenciable de diemensién n y V una conexion en
M. Sic:I— M esuna curva diferenciable, to € I y vy, vs,...,v, €s una
base de M), sean Xy,..., X, € Xil (campos paralelos a lo largo de c)
de modo que X;(tg) = v;.

a) Ver que XcH es un R—espacio vectorial.
b) Xi(t),...,X,(t) son linealmente independientes en M.y Vt € I.
c) SiY € X! es tal que Y(to) = > a; X;(t). Deducir la dimensién de
i=1
X!

Calcule Vy 0y, Vp,0, y V,09, para V la conexién standard de R? y (r, 6)
las coordenadas polares. (Sugerencia: calcule los simbolos de Cristoffel a
partir de la métrica).
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Sea M una variedad Riemanniana y V la conexion de Levi-Civita. Si
o : la,b] — M es una curva y X;,Y; son campos a lo largo de ¢ (i.e.
XY, € T,y M para cada t € [a,b]) muestre que (X,Y) = (Vs X,Y) +
(X, VsY). Concluya que el transporte paralelo con respecto a la conexién
de Levi-Civita preserva la norma (y angulos), es decir Hol, C SO(T,M).
Concluya también que si o es una geodésica, entonces ||&|| es constante.

A partir de la desigualdad de Cauchy-Schwartz para L%[a,b] sabemos
que [*|la(®)||dt < (b—a)( [ ||6(£)]|>dt)/2. Por lo tanto, si queremos mi-

1/27 o

nimizar fab ||&(¢)]]dt, podriamos intentar minimizar (fab & ()| |2dt)
fab ||&(t)||?dt. Escriba las ecuaciones de Euler-Lagrange para f; | (t)]]dt,

y compare con la ecuacién de geodésica.

Sea G un grupo de Lie y Xi,...,X,, una base de campos invariantes a
izquierda. Muestre que si Y7, ...,Y,, es otra base de campos invariantes
a izquierda, entonces existe una matriz de constantes a;; € R tal que
Xi(p) = >_;ai;Y;(p) para todo p € M. Si definimos las conexiones en
G determinadas por Vx,X; = 0y Vy,Y; = 0 muestre que V = V (en
consecuencia V es una conexién natural asociada a G). Muestre que la
curvatura asociada a V es identicamente nula; sin embargo, la torsion es
no nula. SiV=V — %T, cual es el tensor de curvatura?

Considerar el toro T? como grupo de Lie. Con respecto a la conexién
del ejercicio anterior, tiene torsion V7, cudl es la curvatura asociada a
V? Si consideramos el toro parametrizado en R? con radios R y r, como
subvariedad de R? tiene una métrica Riemanniana y una conexién de
Levi-Civita. Calcule los simbolos de Cristoffel en la carta angular (6;,65),
calcule la curvatura. Da cero?

Utilice las identidades del tensor de curvatura (R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z)
etc.) dadas en clase para probar que en variedades de dimensién dos R
tiene una unica componente independiente. Calcule una de ellas para el
semiplano de Poincaré, y para la esfera S2.

Sea GG un grupo de Lie y V la conexién en donde VxY =0si X e Y
son invariantes a izquierda. Sip € Gy v € T,M sea X" el inico campo
invariante a izquierda que vale v en p y ¢¥ la tinica curva integral de X"
que pasa por p en t = 0. Muestre que ¥ coincide con la (tinica) geodésica
que pasa por p en t = 0 a velocidad v. En particular, para p = 1q, la
exponencial en el sentido geodésico coincide con la exponencial definida
en grupos de Lie.



