Geometria Diferencial - Practica 4.

Primer cuatrimestre de 2010.

. Mostrar que el plano proyectivo real y la banda de Mobius no son ori-
entables.

. Sea M una variedad de dimensién 2, que admite un atlas {(U;, ¢;) }ier tal
que las composiciones ¢; o ¢;1 son holomorfas, identificando los abiertos
de R? con los abiertos de C. Mostrar que M resulta orientable.

. Mostrar que M admite una n-forma nunca nula (i.e. M orientable) si y
sélo st A"T*M = M x R (= denota un isomorfismo de fibrados).

. Si M admite un atlas constituido por dos cartas tales que la interseccién
de sus dominios es conexa, probar que es orientable.

. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n. Probar que:

a) TM es orientable.
b) T*M es orientable.

¢) Si T'M es trivial, entonces M es orientable.
. Probar que todo grupo de Lie es orientable.

. Sean M y N variedades diferencibles de dimension n y k respectivamente.
Probar la equivalencia de

a) M y N son orientables.
b) M x N es orientable.

. Sea M = Uy U U, con U; abiertos, y llamemos Uy, a Uy N Us. Considerar
el cubrimiento dado por {U; : i = 1,2}, y sea {f1, fo} una particién de
la unidad subordinada a este cubrimiento. Si g € C*°(U;3), mostrar que

_ [ glp)  sipelU
91(p) = { i 0 sipe€ Ul\slépr

resulta suave en Uy, es decir g; € C*°(U;). De manera andloga construir
una gy € C*°(Us). Concluir que toda funcién g € C*(U;z) se escribe
como

g = gl|U12 + 92|U12
donde g; € C*(U;). Muestre a través de un ejemplo, que no toda g €

C*°(Uya) es larestricciénde funcién en C*(Uy). El (contra)ejemplo puede
ocurrir en M = (=2,2) CR, Uy = (-2,1) y Uy = (—1,2).
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

Sea f : N — M una aplicacién diferenciable. Probar que para cada
k € No, f*: QF(M) — QF(N) satisface las siguientes propiedades

a) f*(wi+ws) = f*(w1) + f*(w2)
b) fi(g-w)=gof-f(w)sigeF(M)
c) [rlwnl) = f(w)A [ (0)
Sean A y B abiertos de R", y sea f : A — B diferenciable. Probar:
a) f*(dz;) =df; =), gg}i dxy,.
b) f*(g.dzi A+ Adzy) = go f.det(gh).dxi A- - Adxy, para g € F(B).

Sea M una variedad diferenciable de dimension n y wy,ws € (M) tales
que wi(p),ws(p) # 0 para todo p € M. Probar que
a) Siw € Q"(M), existe una tnica funcién f € F(M) tal que w = f-wy.
b) Son equivalentes las siguientes afirmaciones

i) w; y wy inducen la misma orientacion.
i) we = -wy, con e F(M)y e(q) >0 para todo ¢ € M.

c) Si M es conexay wy = g -wi, entonces g > 0 en M o bien g < 0 en
M.

Si w es una k-forma, ;es cierto que w Aw =07 ;Y si dim M = 37
Sea f: M — R una funcién diferenciable y df : M — T*M definida por
df(p): M =R, v v(f).

Mostrar que en un sistema de coordenadas (U, x), df se escribe como

por lo que df resulta una seccion diferenciable, es decir, una 1-forma.

Seann € QY (M) y f € F(M), mostrar que fn € Q'(R). Mostrar ademés
que si g € F(M), entonces

d(fg) = fdg + gdf.

Sea M = R"™. En cada punto su tangente es R", con su producto interno
usual. Sea X € X(M), y definamos (X, —) de la siguiente manera. Si
veT,M, (X, v) = (X(p),v).



a) Mostrar que (X, —) es una 1-forma.
b) Mostrar que toda 1-forma es de esta forma.
Por ejemplo, df = (7 f, —).

16. Si (U, x) es una carta de la variedad M, sea w, € Q"(U) definida por
wy = dzt Ada® A -+ Adx". Llamaremos a w, la n-forma asociada a la
carta (U, x).

a) Verificar que wx(p)(% lps % lps- - 52 |p) = 1 para todo p € U.
b) Sea (V,y) otra carta de M tal que U NV # (). Probar que wy(p) =
Jyox—1(p)ws(p) para todo p € U N V. Es decir,
Ay Ndy? A ANy = Jyoquml Adx® A - Adz"

sobre UNV, donde J,,-1 indica el jacobiano de la aplicacién yox ™.

17. Sean M una variedad diferenciable, p € M, v € T,M y v € T,M*. Probar
que existen X € X(M) y 0 € X*(M) tales que X(p) =v y 0(p) = 7.

18. Sean M una variedad diferenciable, W un abierto no vacio de M, Z €
X(W),we X*(W)ype W. Probar que

a) Existe un abierto U de M con p € U C W y un campo X € X(M)
tal que X |p=Z |p.
b) Existe un abierto V' .de M conp € V.C W y una 1-forma 6 € X*(M)

tal que 6 |[y=w |v.

19. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sea X € X(M).
Definimos una derivacion con signo

ix QM) — QN (M), ix(W)(P) (v, ..., ve1) = w(X(p),v1, ..., vk_1),

donde vemos a w como un campo de aplicaciones multilineales alternadas.
Para 0-formas definimos ix(f) = 0.

Sea (U, x) una carta alrededor de p, y escribamos X y w en coordenadas
locales como

X |v= w = Z biy i dx™ Ao A da'e

a;——
"ozt
7 11 <<l

Escribir en coordenadas locales ix(w).

20. Sea F': R® — R3 un campo vectorial diferenciable en el sentido usual.
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a)

Demostrar que wi(z)(v) := (F(z),v) define una 1-forma en R3. En-
contrar las coordenadas de wk en la base {dr,dy, dz}. Reciproca-
mente, probar que una 1-forma w en R? determina un tnico campo
G en R® tal que w} = w.
Demostrar que w%(x)(u,v) := (F(x),u x v) define una 2-forma en
R3. Calcular sus coordenadas en la base {dx A dy, dz A dx,dy A dz}.
Reciprocamente, probar que toda 2-forma w define un tinico campo
G en R? tal que w = w.
Sea f € F(R?) = Q°(R?). Encontrar la relacién entre

1) df y Vf;

2) rotF y dwk;

3) divF y dw? (aqui identificamos Q3(R?) ~ F(R3) usando la base

dz A\ dy A dz).

Concluir, usando la relacién d o d = 0, las férmulas rotV = 0 y
divrot = 0.

21. Sean M una variedad diferenciable y w € QF(M). Decimos que w es
cerrada si dw = 0 y decimos que w es exacta si existe n € QF1(M) tal
que dn = w. Probar que:

a)
b)

c)

Toda forma exacta es cerrada.

Si w,w’ son cerradas y w” es exacta entonces w A w’ es cerrada y
w A w"” es exacta.

Si f : M — N es diferenciable, entonces f* transforma formas
cerradas en cerradas y exactas en exactas.

22. Sean e Q' (M) y o :[a,b] — M continua y suave a trozos. Definimos

a)

[o= [ e

Mostrar que si h : [¢,d] — [a,b] es biyectiva, creciente y derivable,

/77 /o
g ooh

Notar que esto significa que la integral depende de la curva “geo-
métrica” Im(o) y no de su parametrizacién (siempre que se respete
la orientacién de la curva). Mostrar que si en cambio la reparametri-
zacion h fuera decreciente entonces

[
ooh o



b) Si feC®(M), o(a) =p, o(b) = q, entonces
[ ir=1@ - 1)

23. (Derivada de Lie de formas) Sea X € X(M) y sean w, n formas. Probar
que:

Probar que estas propiedades determinan univocamente a Ly. Utilizar
este hecho para dar una definicion algebraica de £x. Mostrar que Lx Ly —
LyLx = Lix,y). Hallar la expresiéon en coordenadas locales.

24. Mostrar las siguientes identidades.

a = —’Ly’LX

@

S

d Efx—fﬁx+df/\ZX

) ix
) i
c) ixd+dix = Lx
)
6) Lxiy —iyLx = Z[X Y]



