Geometria Diferencial - Practica 3.

Primer cuatrimestre de 2010.

a) Sea M = 52 la esfera, y sea f : S? — R dada por f(z,y,z2) = z.
Escribir explicitamente la matriz de la transformacién lineal f,
para todo p € S?, utilizando en cada caso la carta que considere
apropiada. ;Tiene f, siempre el mismo rango?

b) Hacer los mismos calculos para la variedad T ,= el toro de radios
R y r embebido en R? (i.e. la superficie de revolucion alrededor del
eje z generada por el circulo de radio 7 en el plano xz con centro
(R,0,0), suponemos 0 < r < R) y la “misma” funcién f(z,y,z2) =
z.

. Sea feC>®(M)ype M tal que f(p) es un maximo local. Mostrar que
fe, = 0.

. (Tangente como en el Warner) Sea M una vareiedad y sea p € M, se
define C5°(M) como el conjunto de pares (f,U) donde U es un abierto
que contiene a py f € C°(U), dividido por la relacién de equivalencia
(f,U) ~ (g, V) si'y 56l05i fluoy = gluny (notar que (£, U) ~ (flonv, UN
V) y (9,V) ~ (g9lurv,UNV)). Mostrar que C;°(M) tiene bien definida
una suma y un producto, y que si [f] denota la clase de un par (f,U),
estd bien definida la aplicacion evaluar en p: [f] — f(p), por lo tanto
estd bien definido el conjunto M = {[f] € C*(M)/ ~,: f(p) = 0}.
Mostrar que es un ideal (maximal) y que T,M = (M/M?)* de manera
canonica.

. Sean f e C*(M)y X,Y € X(M), mostrar la igualdad
(X, fY]=X(f)Y + fIX,Y]
de dos formas:

a) con las propiedades de las derivaciones y del corchete de Lie,

b) con la expresién en coordenadas de los campos y el corchete de Lie.

. Si en Tj, tomamos coordenadas #'=dngulo de revolucién con respecto
al eje z v %= dngulo de parametrizacién standard del circulo en el plano
rz, mostrar que 8%1 y 8%2 son campos vectoriales globalmente definidos.
Mas aun, si le damos a le?,r la estructura de grupo de Lie que proviene del
difeomorfismo 77, = S x S*, mostrar que estos campos son invariantes
a izquierda.



10.

11.

12.

. Mostrar que si (U, ¢) es una carta alrededor de p, entonces

c(t) = o~ (o(p) + te;)

d
d¢?
explicitamnete estas curvas para todo punto p de T}%J,.

es curva integral del campo que pasa por p en t = 0. Describir

Sea GG un grupo de Lie, X un campo invariante a izquierda, y ¢ una
curva integral de X con ¢(0) = 1¢, definida en un cierto intervalo (—e, €).
Mostrar que para todo g € G, la curva ¢ := L,oc, es decir ¢?(t) = g.c(t),
es curva integral de X, y pasa por g en t = 0. Utilizando este hecho, dar
un argumento para mostrar que los campos invariantes a izquierda en un
grupo de Lie siempre son completos, es decir, sus curvas integrales estan
definidas para todo t.

Sea p : G — H un morfismo de grupos de Lie (i.e. p es suave, y es
morfismo de grupos). Si ¢ : R — G es una curva tal que ¢(0) = 1g,
d(0) = v, y ¢ es curva integral del inico campo invariante a izquierda
en GG que vale v en 1g, entonces p o ¢ verifica lo mismo en H, es decir,
poc(0) =1y, y sillamamos v := (poc)(0) (=ps,(v)), entonces poc
es curva integral del tinico campo de H invariante a izquierda que vale v
en ly.

Considerar el campo en R? definido por X (z,y) = (—y, z) = —y0, +x0,.
Encontrar las curvas integrales. ;Es este campo completo? para cada t,
mostrar que ¢,= rotacién en angulo ¢.

Considerar en R” un campo “lineal”, es decir

X(Z’l, c. ,.Tn) = Z aijxiﬁzj
Y]

donde los a;; son constantes. Describir las curvas integrales y el flujo de
este campo en términos de la matriz A de coeficientes (A);; = a;;.

Sea G = {(8 11)) ca,b e R, a#0p. Mostrar que es un grupo de Lie.

En la carta evidente, si X(a,b) = f(a,0)0, + g(a,b)d, es un campo,
.qué condiciones deben cumplir f y g para que X sea invariante a izquier-
da? ;Es abeliana el algebra de Lie de campos invariantes a izquierda?

Sea (U, P) la carta en R? correspondiente a las coordenadas polares, es
decir P~1(r,0) = (rcosf,r,sinf) (;quién puede ser U?).



a)

b)
c)

Utilizar la férmula de cambio de base para mostrar que

2 = 00892 + sin&2
or ox dy
10 .
;% = —SmH% +COS€8—y

. .« o7 . 5] o , . o O
Invertir esta relacion para escribir -y gy €N términos de 5- v 55-

Calcular el Laplaciano (A = ()% + (8%)2) en coordenadas polares.

13. Sea X un campo invariante a izquierda en un grupo de Lie G.

a)
b)

Mostrar que X es completo.

Siv € Th,G y X es el tinico campo invariante a izquierda con
X"(1¢) = v, definimos la “exponencial de v” como

exp(v) :=c"(1) e G

donde ¢” es la (inica) curva integral de X que verifica ¢¥(0) = Id.
Mostrar que si [X"V, X*] = 0 entonces exp(v + w) = exp(v) exp(w).

14. Sea G = GL(n,R) el grupo de Lie de matrices inversibles n por n. Si
AeR™ y AR — G estd dada por

a)

Mostrar alglin argumento para probar que ¢ : R — G es diferen-
ciable (por ejemplo escribiendo a A en su forma de Jordan...).

Mostrar que ¢'(t) = e A (derivada en el sentido usual de funciones
de R en RY).

Interpretar la férmula anterior en términos de las definiciones de ¢4
como c'(d/dt) (= combinacién lineal de 3% |.(;) y mostrar que la
igualdad anterior dice que ¢* es la (tinica) curva integral del (tinico)
campo invariante a izquierda X 4 que verifica

0
XA(Id) - “A” - ZAZ]Mhd

1,

(&)

Concluir que, en este caso, la exponencial R™*" = TG — G de
) )

grupos de Lie en abstracto coincide con la exponencial usual de

matrices.



15.

16.

e) Mostrar, utilizando las propiedades de la exponencial abtracta y lo
que sabemos sobre el corchete de campos, que si [A,B] = 0 (en

R™ ") entonces eA*? = e4eB. Encontrar dos matrices A y B tales
que eATB £ edeB,

Sea p : H — G un morfismo de gruposy p,, : 11, H — T,G la aplicacion
inducida en los tangentes. Consideremos exp® y exp? las funciones expo-
nenciales de G y H respectivamente. Mostrar que se tiene un diagrama
conmutativo

Pey

T, H- 2T, .G

lepo J{expc
p

H

Notar que, aplicado al caso G = GL y p la inclusiéon de algin sub-
grupo de Lie, este resultado dice lo siguiente “la exponencial abstracta
en cualquier subgrupo de Lie de matrices coincide con la exponencial
usual”. En particular, por ejemplo, si trA = 0 entonces det(e?) = 1.

Consideremos g = (R3, x) el dlgebra de Lie con espacio vectorial subya-
cente igual a R3 y corchete de Lie dado por producto vectorial (jchequear
Jacobi!). Definimos la transformacién lineal

p:g— End(R?)

V= Py

dada por p, :=v X w.

a) Mostrar que p es un morfismo de algebras de Lie (considerando en
End(R?) el corchete de Lie dado por el conmutador).

b) Mostrar que, para cada t € R y para cada v € g, resulta exp(tp,)
(como exponencial de un endomorfismo) una rotacién en R3.
(Pista: derivando, mostrar que preserva la norma, o el producto
interno; y por continuidad mostrar que tiene determinante positivo).
De hecho, es la rotacién en el eje v (suponiendo v # 0), de dngulo
tlfo]].

¢) Mostrar que p provee un isomorfismo de dlgebras de Lie entre gy
T1aO(3,R).

(Pista: calcular la dimensién del grupo de Lie O(3,R), jcon esto
basta? jpor qué?)



17. Sean M una variedad diferenciable, 7 > 1y T': X(M)" — X(M) una
funcién F(M)—multilineal. Sea T : X*(M) x X(M)" — F(M) definida
por

TO,X1,...,X,)=0(T(Xy,...,X,))
para § € X*(M) y Xq,..., X, € X(M). Probar que

a) T es F(M)—multilineal, i.e., es un campo vectorial del tipo (1,r)
sobre M.

b) La funcién T'— T es un isomorfismo.

18. Si X, Y € X(M),sea LxY = [X,Y]. (Es Lx : X(M) — X(M) un campo
tensorial del tipo (1,1)7



