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Vectores tangentes

Sea X ⊆ R3, p ∈ X . Decimos que ~v es una dirección tangente
a X que pasa por p si existe σ : (−a,a)→ X curva C1 con

σ(0) = p, σ′(0) = ~v

Definición: el espacio tagente a X que pasa por p es

p + TpX := p +
{
~v : ∃σ/Im(σ) ⊆ X , σ(0) = p, σ′(0) = ~v

}
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Ejemplo en un gráfico

X = graf (f ) =
{
(x , y , f (x , y)) : (x , y) ∈ D

}
p = (x0, y0, f (x0, y0)), (x0, y0) ∈ D0

σ1(t) = (x0 + t , y0, f (x0 + t , y0))⇒ σ′1(0) = (1,0, ∂x f |(x0y0)) = ~v

σ2(t) = (x0, y0 + t , f (x0, y0 + t))⇒ σ′2(0) = (0,1, ∂y f |(x0y0)) = ~w

son dos direcciones tangentes. Más aún

σα,β(t) = (x0 + αt , y0 + βt , f (x0 + αt , y0 + βt))

σ′α,β(0) = (α, β, α∂x f |(x0y0) + β∂y f |(x0y0)) = α~v + β~w

∴ el espacio tangente ⊇
{

p + generado por ~v y ~w
}
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Ejemplo de superficie de nivel

X =
{
(x , y , z) : F (x , y , z) = 0

}
Si σ : (−a,a)→ X , entonces

F (σ(t)) = 0, ∀t ∈ (−a,a)

Si g(t) = F (σ(t)) (y Im(σ) ⊂ X ) entonces g es la función nula
⇒ g′(t) = 0 ∀t , pero también

0 =
d
dt
(
F (σ(t)

)
= 〈∇F |σ(t), σ′(t)〉

⇒ ~v = σ′(0) ⊥ ∇F |p=σ(0), ∴ p + TpX ⊆ p +∇F |⊥p
Conclusión:
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Planos tangentes en una superficie regular

Conclusión: Con la definición que tomamos de espacio
tangente,

si S ⊂ R3 es una superficie regular y p ∈ S, entonces su
espacio tangente es un plano (que pasa por p).

Veamos los casos gráfico, sup. de nivel, y sup. parametrizada:
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Caso gráfico

X =
{
(x , y , f (x , y)) : (x , y) ∈ D

}
, p = (x0, y0, z0)

con z0 = f (x0, y0), tenemos el plano tangente

p + λ~v + µ~w

donde ~v =
(
1,0, ∂x f |(x0,y0)

)
, ~w =

(
0,1, ∂y f |(x0,y0)

)
.

Un vector normal (perpendicular) es ~v × ~w=∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 ∂x f
0 1 ∂y f

∣∣∣∣∣∣ = (− ∂x f ,−∂y f ,1
)

La ecuación del plano es

〈(x , y , z)− p , ~v × ~w〉 = 0

o equivalentemente...
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Caso gráfico

La ecuación del plano es

〈(x , y , z)− p , ~v × ~w〉 = 0

~v × ~w = (−∂x f ,−∂y f ,1)

 〈(x − x0, y − y0, z − z0) , (−∂x f ,−∂y f ,1)〉 = 0

es decir,

−∂x f |(x0,y0)(x − x0)− ∂y f |(x0,y0)(y − y0) + 1 · (z − z0) = 0

o bien

z − z0 = ∂x f |(x0,y0)(x − x0) + ∂y f |(x0,y0)(y − y0)
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Caso superficie de nivel

X =
{
(x , y , z) : F (x , y , z) = 0

}
p = (x0, y0, z0), F (p) = 0, ∇F |p 6= (0,0,0).

La ecuación del plano es

〈(x , y , z)− p , ∇F |p〉 = 0

o bien

∂xF |p(x − x0) + ∂yF |p(y − y0) + ∂zF |p(z − z0) = 0
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Caso superficie parametrizada

T : D → R3, T (u, v) = (X (u,v),Y (u,v),Z (u,v)), X = Im(T )

Tu = (∂uX , ∂uY , ∂uZ ), Tv = (∂v X , ∂v Y , ∂v Z )

p = T (u0, v0) = (X (u0,v0),Y (u0,v0),Z (u0,v0)) = (x0, y0, z0),

La ecuación del plano es〈
(x , y , z)− p , Tu|(u0,v0) × Tv |(u0,v0)

〉
= 0

o bien ∣∣∣∣∣∣
x − x0 y − y0 z − z0
∂uX ∂uY ∂uZ
∂v X ∂v Y ∂v Z

∣∣∣∣∣∣ = 0

o bien

0 = (∂uY∂v Z − ∂uZ∂v Y )(x − x0)+

+(∂uZ∂v X−∂uX∂v Z )(y−y0)+(∂uX∂v Y−∂uY∂v X )(z−z0)
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Cálculo de áreas:

Hecho: ||~v × ~w || = área del paralelogramo //

~w���

??��

~v //

??������

Dem: Si N es un tercer vector, entonces el volumen de
//

//

??������

??������ //
???

__?? __??????

N???

__??
~w��

??���

~v //

__??????

??������

es |det(N, ~v , ~w)| = |〈N, ~v × ~w〉|.

Si además N ⊥ ~v y N ⊥ ~w ,

⇒ Vol = ||N|| · área paralelogramo
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Cálculo de áreas:

N ⊥ ~v y N ⊥ ~w , el volumen es

Vol = ||N|| · área paralelogramo

Tomamos N de norma 1:

N =
~v × ~w
||~v × ~w ||

entonces

area = 1 · area = Vol = |det(N, ~v , ~w)|

= 〈N, ~v × ~w〉 =
〈 ~v × ~w
||~v × ~w ||

, ~v × ~w
〉
=
||~v × ~w ||2

||~v × ~w ||

= ||~v × ~w ||
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Cálculo de área e integrales de campos escalares

Si S = ImT , T : D → R3 es una parametrización regular,

Def : Area(S) :=
¨

D
||Tu × Tv ||dudv

Si ρ : S → R es continua,

Def :
¨

S
ρdA :=

¨
D
ρ(T (u,v)) ||Tu × Tv || dudv
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