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Introduccién a Superficies en R3



Superficies — Parametrizaciones y ecuaciones

Definicion 1: Una superficie paramétrica es un conjunto
de puntos del espacio que puede describirse por medio de
dos parametros:

S C R3 es una superficie paramétrica si 3 funciones con-
tinuas X(u,v), Y(u,v), Z(u,v) definidas en un domi-
nio elemental D C RR? tales que (x,y,z) € S si y sélo
si existe (u,v) € D con x = X(u,v), y = Y(u,v),
z=2(u,v).

En este caso, llamamos a T : D — R3 dada por
T(u,v) = (Xv), Y9, Z(uv))

una parametrizacion de S.




Superficies — Parametrizaciones y ecuaciones

Ejemplo: si f : D € R? — R es una funcién continua definida
en un dominio elemental D del plano, su gréfico:

graf(f) = {(x,y, f(x,y)) €R?: (x,y) € D}

se puede parametrizar por T(x,y) = (x,y, f(x,y)).

Gréfico de f(x,y) = x> — y?, (x,y) € D =[-1,1] x [-1,1]



La superficie parametrizada por
T(u,v):[0,27] x [-1,1] — R®

T(u,v) = (cos(u)(v? + 1), sen(u)(v? + 1), v).

no es el grafico de ninguna funcion.

Verifica las ecuaciénes /x2 +y2 =22 +1, -1<z<1



Superficies — Parametrizaciones y ecuaciones

Figura: Dos “bandas de Moebius”

Moebius
T(u,0):[-1/2,1/2] x [0,27] — R?

T(u,0) = ((1+cos(g)u)cos(9)  (14cos(2)u)sen(d) sen(g)u)



Superficies de nivel:

S=1{(xy,2): Flx,y,2) = ¢}

Por ejemplo: paraboloide eliptico, cono, esfera:

X2+y?—z=0, xX*+y*—22=0, X*+y*+22=1

X X SR ANSY
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Figura: Ejercicio: hallar parametrizaciones.



Convencion: Sea “blabla” un adjetivo. Diremos que un
conjunto S es localmente blabla si para todo p € S existe
r > 0 tal que B,(p) NS es blabla.

Por ejemplo, podemos hablar de conjuntos que son localmente
graficos, o localmente superficie de nivel, o localmente
parametrizables, etc.

Por ejemplo, la esfera
S={(x,y,2) eR*: x> +y* + 22 =1}

no es globalmente un grafico, pero si es localmente un grafico
(c.r.a. alguna de las variables). A su vez es globalmente una
superficie de nivel.



Superficies suaves: estructura local

7

Teorema: Son equivalentes:
» S es localmente un grafico (c.r.a. alguna de las
variables) de alguna funcién C! de dos variables

» S es localmente una superficie de nivel de una
funcién C! de tres variables que no se anula su
gradiente.

» S es localmente la imagen de una parametrizacién
T : D — R3 con D un abierto de R? y

» T inyectiva, homeo con su imagen,
» T de clase C!,
» si T(u,v) = (X(u, v), Y(u,v), Z(u, v)) y

Ty = (0,X,0,Y,0,Z), T, = (0,X,0,Y,0,2)

V (u,v) € D los vectores {T,, T, } son Li.




Definicién: Una superficie regular es un subconjunto de R3
que es localmente un grafico de una funcién C!

(o equivalentemente loc. una sup. de nivel regular,

o la imagen de una param. regular)

Notar el cono {(x,y, z) : x> + y> — 2z = 0} no es regular en
(0,0,0).

Sobre la dem. de la equivalencia:



Recuerdo del producto vectorial:

V= (ala b17 Cl)a w = (32, b27 C2)

VX W= (bic, — c1by, crar — a1G, a1by, — b1ay)
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Propiedades importantes:
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Aplicaciones

Si N es le plano generado por vy w, llamando
(a,b,c) =V X W
entonces la ecuacién del plano es

ax +by+cz=0



Si T(u,v) es una parametrizacién regular de S, la condicidn
{T., T,} Li. se puede escribir como T, x T, # 0.

Veremos luego la definicién de plano tangente;

los vectores T,y T, seran naturalmente vectores tangentes,
entonces T, x T, lo podremos utilizar para calcular la
ecuacion del plano tangente a la superficie en cada punto.



