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Integrales curvilineas. Trabajo

Una fuerza F actlia sobre una particula que se desplaza
siguiendo una trayectoria o(t) entre dos puntos, jcudl es el
trabajo que ejerce esta fuerza?

o(t) = posicién de la particula en el instante t.

Caso facil 1: la particula se mueve sobre una recta, la fuerza
es constante y apunta en la misma direccion:
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Trabajo = fuerza x distancia recorrida = ||F|| - ||g — p||.

Si actia en sentido contrario, el trabajo sera — la magnitud de
la fuerza: —||F|| por la distancia recorrida.



Caso facil 2: la particula se mueve sobre una recta y la fuerza
es constante, pero no apunta en la misma direccién:
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Observamos F = F, + F| donde
F. = (F-T)T: (F, )T

es la componente en la direccién del movimiento (||v|| =1) y
F | es la componente perpendicular. F| no realiza trabajo.

Trabajo = ||F+|| - g — p|| = (F,7)llq — pl]

Notar v = IIZ:ZII (si vamos de p a q) entonces
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Caso mas general: 0 C! y F continua
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Partimos el intervalo {a =ty < t; < --- < t, = b}, el trabajo
= suma de trabajos desde o(t;) a o(tiy1): T = >.1—y T, con

Ti ~ <F(0(fi))> o(tiy1) — o(t;))
= T~ Z<F ), o(tisa) —o(t))

Z< At - U.(ti)>(ti+1 — 1)

tl+1 — i




Integrales curvilineas. Trabajo

Definicién: o : [a,b] — R" de clase C!, F : R” — R"
un campo vectorial continuo, se define

/UF-dZ:/U<F,dZ)

/(t / _ b - o
/ (Flo(0). g2 1@t = [ (F (o).t




Ejemplo

Sea C la curva orientada dada por la parametrizacién
o(t) = (t, %)
con t € [0, 1]. Sea
F(x,y) = —(x,5)

un campo de fuerzas. Supongamos que una particula se
desplaza por la curva C siguiendo la trayectoria o. El trabajo
efectuado por la fuerza sobre la particula es

/CF-dZ: /01 F(o(t)) - o'(¢) dt

' ! 2 41
:/ —(t,£%)-(1,2¢) dt:—/ [t+21%] dt:_[_+_} _ 1
0 0 2 2
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Notacion
Para la integral curvilinea de un campo
F(x,y,z) = (P(x,y, z), Q(x,y,2), R(x,y, z)) sobre una
curva orientada C se utiliza indistintamente las notaciones

/F-di o /de+Qdy+Rdz.
C C

La idea de esta notacién es que

/CF-dZ:/ (F(o(t)), o' (t))dt =
| (POt Q00.40) RO 20). (0 0.20))
— [ (PE©040)x0 + QU040 + RAOHOA) )

b d d d
:/ (P(X,y,z)d—); + Q(X,y,z)d—}; + R(x,y,z)?i)dt



Integrales curvilineas. Campos gradientes

Sif:R3— Ry F:R3~ R3 se relacionan por

:<8f of 8f>

F=Vf =22
Vi, Ox’' Oy’ 0z

Y C viene parametrizada por o : [a, b] — C, tenemos
/ / (t))dt
= [ttt
= [ 2 (1(ote) t = r(o10) - (012




Reparametrizaciones

Recordemos: Si
o:la,b] = C

es una parametrizacién regular de C y h[c, d] — [a, b] es C!
con h'(s) # 0, entonces

resulta una (re)parametrizacién regular de C.



Reparametrizaciones

Si F: C — R3, tenemos que las integrales calculando con o

/ng F.-dl = /ab(F(a(t)),g/(t)»dt

y con &, 6(s) = a(h(s)),

=/ (F(a(h(s)), o'(h(s))) ' (s)ds

que SON IGUALES si y sélo si h'(s) > 0, pero si H'(s) < 0 son
una MENOS Ia otra.
EL TRABAJO DEPENDE DE LA ORIENTACION.



Orientacion

Sea C una curva regular. Decimos que dos parametrizaciones
regulares o1 : [a,b] = C y 03 : [c,d] — C tienen la misma

orientacién si
01(t) = o2(h(t))
con h: [c,d] — |a, b] verificando H'(t) > OV't.
Ejemplo: Sio :[0,1] - Cy o :[0,1] — C estd dada por

o(t) = o(1 —t), entonces o y 7 tienen orientaciones
opuestas.

c(t) := o(2t), te[0,1/2]

tiene la misma orientacién que o.



