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Integral en R

f:[a,b] > R acotada, M={a=xy < x <--+ < x,=b}
una particion, & € [x;, xi+1]. Una suma parcial es

n—1
Sen =Y F(&)xis1 — xi
i=0

aproxima la integral. Si f es integrable (e.g. f continua)
entonces la integral

b
/ f(X)dX = Iim Sf,|'|
a —N

es el limite sobre las particiones cada vez mas finas de esas
sumas.



Integrales en curvas

Ejemplo: Se quiere calcular el peso de un alambre que tiene
densidad variable. Si la densidad en un punto (x,y, z) esta
dada por p(x, y, z), y el alambre es la imagen de

o : [a, b] — R3, cédmo calcular?

Caso facil: p = pg cte y el alambre es un segmento de recta,
entre los puntos Py Q:

Q

/

P
entonces Peso = pgx longitud = po||Q — P|.



Caso semi-facil:
El alambre es una poligonal, y en cada trozo la densidad es cte:

Py
e
Py ~ \ P;
\ pz/ \P3
/ S

P, P,
entonces Peso =

pol|Pr — Pol| + p1||P2 — Pi|| + p2||P3s — P2|| + ps||Pa — P3|

3
= ZpiHPi—l-l — P
i—0



Caso mas general:

El alambre “se parece a una poligonal” y la densidad es

continua
/ 7o

a(a)

entonces particionamos a=ty < 1 < th < --- < t,=b

o2 g(b)



Caso mas general:

Si o es suficientemente derivable y t;,1 — t; es chico:

n—1

o(tis1) ~ o(t;) + o' (t;)(tis1 — t;)

. P o(b)

e

o(a)

= o(tiy1) = o(ti) ~ 0’(t-)(ti+1 —t)

= > plo(t))lo(tis) ||NZP )lle’ (¢

i=0

I (tisa—ti)



Definicién: [Integracién de un campo escalar]
C curva regular, p: C — R,

[ et —/ )l (¢)l]dt

En particular, la longitud de una curva simple suave se puede
calcular como

Long(C) = / 10'(2) |dt

donde o es una parametrizacién regular.



Ejemplo
1 (a): C= circulo de radio R en el plano:

o :[0,2r] = R?, o(t) = (Rcos(t), Rsen(t))

1(b) C= el mismo de antes,

c:[0,1] = R c(t) = (Rcos(27t), Rsen(2nt))

En ambos casos obtenemos Long (C) = 27



Resumen: Sea C una curva regulary p: R® — R.
Como C es regular, sabemos que existe alguna parametrizacion
regular o : [a, b] — C. Usamos esa parametrizacién y definimos

[oaei= [ voclioii= [ ooyl

Teorema: Esta definicion NO DEPENDE de la parame-
trizacén regular que se use.

dem:



Demostracion:

Sea o : [a, b] — C una parametrizacién regular y
¢ : [c,d] — [a, b] una biyeccién C! con ¢/(s) # 0 para todo
s € [c,d]. Sia(s) = a(¢(s)), entonces

/cd p(5(5))115(5) 1 ds = /Cd p(o(6() 16/()o"(6(5)) | s
= [ o(otee) I el e)as

Con la sustitucién t := ¢(s),

= [ oo @)lar

Es decir, da lo mismo usar ¢ que 0 = o o ¢.



