
Análisis II - Matemática 3
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Ecuación lineal no homogénea

x′′ + px′ + qx = f

Caso fácil:
p, q ctes, f “fácil”:

un polinomio,

una exponencial,

seno coseno,

un producto de las anteriores.
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Ecuación lineal no homogénea
Ejemplo exponencial:

x′′ + px′ + qx = eλt

Proponemos
xp = Aeλt

Llamemos L(x) = x′′ + px′ + qx.

⇒ L(eλt) = L(eλt) = (λ2 + pλ+ q)eλt

Si λ2 + pλ+ q 6= 0 (o sea eλt no es sol. del hom.)

⇒ xp(t) =
1

λ2 + pλ+ q
eλt

Subejemplo: x′′ − x = e2t.

(e2t)′′ − e2t = 4e2t ⇒ xp(t) =
1

4
e2t

r2 − 1 = 0⇒ r = ±1

∴ x(t) =
1

4
e2t +Aet +Be−t
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Ecuación lineal no homogénea
Ejemplo polinomial:

x′′ + px′ + qx = t2 + 3

Proponemos

xp = at2 + bt+ c, x′ = 2at+ b, x′′ = 2a

⇒ x′′ + px′ + qx = 2a+ p(2at+ b) + q(at2 + bt+ c)

= qat2 + (2ap+ qb)t+ (2a+ pb+ qc)
?
= t2 + 3

despejo a, b, c.

Subejemplo: x′′ − x = t2 + 3.

(at2 + bt+ c)′′ − (at2 + bt+ c) = 2a− at2 − bt− c ?
= t2 + 3

⇒ a = −1, b = 0, c = −5

∴ x(t) = −t2 − 5 +Aet +Be−t
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Caso general

x′′ + P (t)x′ +Q(t)x = f(t)

Supongamos conocida x1(t), x2(t) sol. del HOMOGENEO

Teorema (método de variación de las ctes)

Existe una solución particular de la forma

xp = A(t)x1 +B(t)x2

A y B son tales que A′ y B′ son soluciones del sistema lineal

x1A
′ + x2B

′ = 0
x′1A

′ + x′2B
′ = f

Notar

det

(
x1 x2
x′1 x′2

)
=W 6= 0
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Demostración 1:

x′p = A′x1 +Ax′1 +B′x2 +Bx′2

x′′p = A′′x1 + 2A′x′1 +Ax′′1 +B′′x2 + 2B′x′2 +Bx′′2

x′′p + Px′p +Qxp = A′′x1 + 2A′x′1 +Ax′′1 +B′′x2 + 2B′x′2 +Bx′′2

+P (A′x1 +Ax′1 +B′x2 +Bx′2) +Q(Ax1 +BX2)

= A′′x1 +B′′x2 + 2A′x′1 + 2B′x′2 + P (A′x1 +B′x2) = (∗)

Pinta la condición A′x1 +B′x2 = 0 ⇒ (A′x1 +B′x2)
′ = 0

 A′′x1 +B′′x2 = −A′x′1 −B′x′2

⇒ (∗) = A′x′1 +B′x′2 = f
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Demostración 2:
Usando sistemas:

X ′ = AX + b

donde

X =


x
x′

x′′

...

x(n−1)

 , A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . .
. . .

0 · · · 1
-a0 -a1 · · · -an-1

 , b =


0
0
0
...
f


Por ej. en 2× 2, x′′ + a1x

′ + a0x = f  (
x
x′

)′
=

(
x′

x′′

)
=

(
0 1

-a0 -a1

)(
x
x′

)
+

(
0
f

)
=

(
x′

−a0x− a1x′ + f

)
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Matrices y combinaciones lineales:

v =

n∑
i=1

civi

si los vi son vectores columnas, definimos la matriz V por

V =

 v1 v2 v3 · · · vn


Entonces

 v1 v2 v3 · · · vn



c1
c2
...
cn

 =
∑
i

ci

vi
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Volvemos a sistemas
X ′ = AX + b

X1, . . . , Xn una base de soluciones, [W ] = [X1| · · · |Xn]
Si el sistema que viene de una ecuación, es la matriz Wronskiana.X1 · · · Xn


c1...
cn

 =
∑
i

ci

Xi

 =: X

X ′ =
∑
i

c′iXi +
∑
i

ciX
′
i

?
= AX + b

=

X1 · · · Xn


c
′
1
...
c′n

+AX ⇒

X1 · · · Xn


c
′
1
...
c′n

 = b
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Podemos ver el caso particular de ec. de orde 2, y el caso general
de sistemas.
Caso x′′ + P (t)x′ +Q(t)x = f(t)(

x
x′

)′
=

(
0 1
−Q −P

)(
x
x′

)
+

(
0
f

)
Si x1, x2 son dos soluciones del homogeneo, c1 y c2 soluciones de(

x1 x2
x′1 x′2

)(
c′1
c′2

)
=

(
0
f

)

⇒
(
c′1
c′2

)
=

1

W

(
x′2 −x2
−x′1 x1

)(
0
f

)
es decir

c′1 = −
x2
W
f, c′2 =

x1
W
f
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en n× n podemos concluir el resultado para sistemas en general
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Teorema

(A)ij = aij(t), (b)i = bi(t) : I → R continuas,
consideramos el problema

X ′ = AX + b

Si X1, . . . , Xn : I → Rn soluciones l.i. de X ′ = AX,
entonces se obtiene una solución de X ′ = AX + b con

X(t) =
n∑
i=1

ci(t)Xi

donde las ci(t) son funciones que satisfacenX1 · · · Xn


c
′
1
...
c′n

 = b
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