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El teorema fundamental e integrales triples

Supongamos W ⊂ R3 un dominio del tipo

W =
{

(x, y, z) : (x, y) ∈ D ⊂ R2, α(x, y) ≤ z ≤ β(x, y)
}

Si φ : W → R
˚

W
φ dxdydz =

¨
D

(ˆ β(x,y)

α(x,y)
φ(x, y, z) dz

)
dxdy

¿Caso fácil? supongamos que φ(x, y, z) = ∂z(f), entonces...
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W =
{

(x, y, z) : (x, y) ∈ D,α(x, y) ≤ z ≤ β(x, y)
}

φ = ∂z(f) : W → R
˚

W
∂z(f) dxdydz =

¨
D

(ˆ β(x,y)

α(x,y)
∂z(f) dz

)
dxdy

=

¨
D
f(x, y, z)

∣∣∣β(x,y)
α(x,y)

dxdy

=

¨
D

(
f(x, y, β(x, y))− f(x, y, α(x, y)

)
dxdy

Interpretación en términos de integral de superficie?
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Lema:

W ⊂ R3 y f : Ω→ R con W ⊂ Ω, f ∈ C1 como antes,
pero asumimos
D con borde C1 a trozos,
α, β : D → R C1,
Definimos

~F (x, y, z) := (0, 0, f(x, y, z))

Entonces ¨
D

(
f(x, y, β(x, y))− f(x, y, α(x, y)

)
dxdy

coincide con ¨
∂W
〈~F ,N〉dA

donde N es la normal exterior.

dem:
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¨
∂W

=

¨
S1

+

¨
S2

+

¨
S3¨

S1

〈F,N〉dA =

¨
D
〈F (x, y, β(x, y)), Tx × Ty〉dxdy

=

¨
D
〈(0, 0, f(x, y, β(x, y)), (−∂xβ,−∂yβ, 1)〉dxdy

=

¨
D
f(x, y, β(x, y))dxdyX

Análog. (N hacia abajo)

¨
S2

〈F,N〉dA = −
¨
D
f(x,y,α(x,y))dxdy

para
˜
S3

:
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σ : [a, b]→ ∂D, σ(t) = (x(t), y(t))

T : R→ S3, T (t, z) :=
(
x(t), y(t), z

)
R :=

{
(t, z) : t ∈ [a, b], α(x(t), y(t)) ≤ z ≤ β(x(t), y(t))

}
¨
S3

〈F,N〉dA =

ˆ b

a

ˆ β(x(t),y(t))

α(x(t),y(t))
〈(0, 0, f(x(t), y(t), z)), Tt×Tz〉dz dt

Tt × Tz ⊥ Tz = (0, 0, 1)

⇒ (0, 0, f(x, y, )) ⊥ Tt × Tz

⇒
¨
S3

〈F,N〉dA =

ˆ b

a

ˆ β(x(t),y(t))

α(x(t),y(t))
0 dz dt = 0
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Tipos de regiones y fórmulas para Gauss

Región de tipo I en R3:

{
(x, y, z) : (x, y) ∈ D, α(x, y) ≤ z ≤ β(x, y)

}
Región de tipo II en R3:

{
(x, y, z) : (x, z) ∈ D, α(x, z) ≤ y ≤ β(x, z)

}
Región de tipo III en R3:

{
(x, y, z) : (y, z) ∈ D, α(y, z) ≤ x ≤ β(y, z)

}
Tipo IV: todos los tipos en simultáneo (se asume α, β ∈ C1)
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Definición

Ω ⊆ R3 abierto, ~F : Ω→ R3 de clase C1. La divergencia de ~F es
el campo escalar

div(~F ) = ∇ · ~F := ∂xF1 + ∂yF2 + ∂zF3

Teorema de la divergencia, o de Gauss

W ⊂ R3 de tipo IV, entonces para todo ~F campo C1 definido en
un abierto que contiene a W vale

˚
W
div(~F ) dVol =

¨
∂W
〈F,N〉 dA

donde N = normal exterior.
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Lema

W dominio de tipo I, entonces

˚
W
∂z(f)dz dxdy =

¨
∂W
〈(0, 0, f), N〉dA

W dominio de tipo II, entonces

˚
W
∂y(f)dy dxdz =

¨
∂W
〈(0, f, 0), N〉dA

W dominio de tipo III

˚
W
∂x(f)dx dydz =

¨
∂W
〈(f, 0, 0), N〉dA

Como corolario:
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Teorema de la divergencia de Gauss

W dominio de tipo IV, ~F = (F1, F2, F3),

div(~F ) = ∇ · ~F = ∂x(F1) + ∂y(F2) + ∂z(F3)

Entonces ˚
W
div(F ) dVol =

¨
∂W
〈~F ,N〉dA

donde N es la normal exterior.
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Ejemplo: SR=esfera de radio R, ~F = (xy + y2, 11z + y, z2). El
flujo hacia afuera de ~F en S es

Flujo =

¨
SR

〈~F ,N〉dA

T (θ, φ) = (R sen θ cosφ,R sen θ senφ,R cos θ), θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π]

entonces

Flujo =

ˆ π

0

( ˆ 2π

0

~F (T (θ, φ)), Tθ × Tφ〉 dφ
)
dθ = · · ·

Usando Gauss:¨
S
〈~F ,N〉dA =

˚
BR

div(~F ) dVol =

˚
BR

(y + 1 + 2z) dVol

=

˚
BR

1 dVol +

˚
BR

y dVol +

˚
BR

2z dVol

= 1
4

3
πR3 + 0 + 0
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Ejemplo: Si ~F es un campo vectorial lineal

~F (x, y, z) =(
a11x+ a12y + a13z , a21x+ a22y + a23z , a31x+ a32y + a33z

)
⇒ div(~F ) = a11 + a22 + a33 es cte!

Si W es de tipo IV, el flujo (hacia afuera) de ~F en el borde de W
es

⇒ Flujo =

¨
∂W
〈~F ,N〉dA

=

˚
W

(a11 + a22 + a33) dxdydz

= (a11 + a22 + a33)Vol(W )
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