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El rotor y test de derivadas cruzadas

~F (x, y, z) =
(
F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)

)
Será ~F un gradiente? ∃φ : R3 → R tal que ~F = ∇φ ?

En ese caso,

ˆ b

a
〈~F (σ(t)), σ′(t)〉dt = φ(σ(b))− φ(σ(a)).

Si ~F = ∇φ:
(F1, F2, F3) = (∂xφ, ∂yφ, ∂zφ)

∂2φ

∂xi∂xj
=

∂2φ

∂xj∂xi
⇒ ∂Fi

∂xj
=
∂Fj

∂xi
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El rotor y test de derivadas cruzadas

Definición

~F : Ω ⊆ R3 → R3 un campo C1. Se define su rotor como(
∂yF3 − ∂zF2 , ∂zF1 − ∂xF3 , ∂xF2 − ∂yF1

)

rot(~F ) = ∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z
F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣
Observamos: ~F = ∇φ = (∂xφ, ∂yφ, ∂zφ) para alguna φ ∈ C2

entonces rot(~F ) = 0.

Ejemplo: ~F = (P (x,y), Q(x,y), 0) ⇒ rot(~F ) = (0 , 0 , ∂xQ− ∂yP )
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Teorema de Stokes

S una superficie regular orientada y parametrizada T : D → S.
C := T (∂D) = ∂S el borde de la superficie. Si D es un dominio
donde vale el teorema de Green

Teorema de Stokes, o del rotor

∀ campo ~F de clase C1 definido en un abierto que contiene a S
ˆ
∂S+

〈~F , d`〉 =

¨
S
〈∇ × ~F ,N〉dA

donde ∂S+ = T (∂(D+))
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Ejemplo: D ⊂ R2 dominio donde vale Green.
S = {(x, y, 0) : (x, y) ∈ D}, F = (P (x, y), Q(x, y), 0).
T (x, y) = (x, y, 0).
Orientamos con N hacia arriba.

〈rot(~F ), N〉 = 〈rot(~F ), (0, 0, 1)〉 = ∂xQ− ∂yP

ˆ
∂S+

〈~F , d`〉 =

¨
S
〈rot(~F ), N〉dA

Stokes dice lo mismo que Green:

ˆ
∂D+

Pdx+Qdy =

¨
D

(∂xQ−∂yP )dxdy

pero... ahora también sabemos
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ˆ
∂D+

〈~F , d~̀〉 =

¨
S
〈∇ × ~F ,N〉dA

Para cualquier superficie orientada que tenga el mismo borde!
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~v(x, y, z) = (1, 0, 1/2) un campo constante. Cuál es su flujo a
través de la mitad superior de la esfera?

Flujo =

¨
S
〈~v,N〉dA =?

Parametrizo la parte superior de la esfera y calculo...

Es ~v = rot(F )? En ese caso¨
S
〈rot(F ), N〉dA =

ˆ
∂S+

〈F, d~̀〉 =

¨
S̃
〈rot(F ), N〉dA
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~v(x, y, z) = (1, 0, 1/2)

(1, 0, 1/2) = (∂yF3 − ∂zF2 , ∂zF1 − ∂xF3 , ∂xF2 − ∂yF1)?

F = (0, 0, y)⇒ rot(F ) = (1, 0, 0)

F = (0, x/2, 0)⇒ rot(F ) = (0, 0, 12)

∴ (1, 0, 1/2) = rot(0, x/2, y)

¨
S
〈~v,N〉dA =

¨
S
〈rot((0, x/2, y)), N〉dA

=

ˆ
∂S+

〈(0, x/2, y), d~̀〉 =

¨
S̃
〈rot((0, x/2, y)), N〉dA

=

¨
S̃
〈(1, 0, 12), (0, 0, 1)〉dA =

¨
S̃

1
2dA = 1

2π
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Sobre la demostración del Teorema de Stokes

T : D → S
param. reg. orientada, F un campo vectorial C1, entonces¨

S
〈∇ × F,N〉dA =

¨
D
〈(∇× F )(T (u, v)), Tu × Tv〉dudv

Sea σ : [a, b]→ ∂D+ una parametrización regular a trozos de
∂D+, σ(t) = (u(t), v(t)). Entonces

T ◦ σ : [a, b]→ ∂S+

es una parametrización regular a trozos de ∂S+,

ˆ
∂S+

〈F, d~̀〉 =

ˆ b

a
〈F (T (σ(t))), (T ◦ σ)′(t)〉dt

=

ˆ b

a
(...)u′(t)dt+(...)v′(t)dt =

ˆ
∂D+

Pdu+Qdv =

¨
D
(∂uQ−∂vP )dudv
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Caso particular: S = graf(g)

T : D → S

T (x, y) = (x, y, g(x, y))

Tx = (1, 0, gx), Ty = (0, 1, gy), Tx × Ty = (−gx,−gy, 1)¨
S
〈rot(F ), N〉dA =

=

¨
D
〈rot(F (T (u, v)), Tu × Tv〉dudv

=

¨
D

〈(
F3y − F2z, F1z − F3x, F2x − F1y

)
, (−gx,−gy, 1)

〉
dudv

=

¨
D
−(F3y − F2z)gx − (F1z − F3x)gy + F2x − F1y dudv
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Sea σ : [a, b]→ ∂D+ parametrización de ∂D+.

σ(t) = (x(t), y(t))

 T (σ(t)) =
(
x(t), y(t), g

(
x(t), y(t)

))
(T ◦ σ(t))′ = (x′, y′, gxx

′ + gyy
′)

ˆ
∂S+

〈F, d~̀〉 =

ˆ b

a
〈F (T (σ(t))), (T ◦ σ)′(t)〉dt

=

ˆ b

a

〈
F
(
x(t), y(t), g

(
x(t)), y(t)

))
, (x′, y′, gxx

′ + gyy
′)
〉
dt

=

ˆ b

a
F1x

′ + F2y
′ + F3(gxx

′ + gyy
′) dt

=

ˆ b

a
(F1 + F3gx)︸ ︷︷ ︸

P

x′ + (F2 + F3gy)︸ ︷︷ ︸
Q

y′ dt

Marco Farinati Análisis II - Matemática 3 Análisis Matemático II



Resumen:

¨
S
〈rot(F ), N〉dA =

=

¨
D
−(F3y − F2z)gx − (F1z − F3x)gy + F2x − F1y dudv

ˆ
∂S+

〈F, d~̀〉 =

ˆ b

a
(F1 + F3gx)︸ ︷︷ ︸

P

x′ + (F2 + F3gy)︸ ︷︷ ︸
Q

y′ dt

Green nos diceˆ
∂D+

Pdx+Qdy =

¨
D

(Qx − Py)dxdy

Hay que comparar la integral doble con Qx−Py. Es un ejercicio de
regla de la cadena:
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ˆ
∂S+

〈F, d~̀〉 =

ˆ b

a
(F1 + F3gx)︸ ︷︷ ︸

P

x′ + (F2 + F3gy)︸ ︷︷ ︸
Q

y′ dt

Qx − Py =
(
F2

(
x, y, g(x, y)

)
+ F3

(
x, y, g(x, y)

)
gy

)
x

−
(
F1

(
x, y, g(x, y)

)
+ F3

(
x, y, g(x, y)

)
gx

)
y

= F2x + F2zgx + F3xgy + F3zgxgy + F3gyx

−F1y − F1zgy − F3ygx − F3zgygx − F3gxy

Comparamos con

¨
D
−(F3y − F2z)gx − (F1z − F3x)gy + F2x − F1y dudvX
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