Propiedades elementales de cat. trianguladas

Fijamos T una categoria aditiva con funtor de suspensién [1] y
una coleccién de “triangulos” {(X = Y = Z % X[-1])}
que satisface T1 T2 T3

Hecho 1: en un tridngulo, la composcién de 2 seguidos es
cero.

dem: tomemos (X = Y % Z % X[~1]) un tridngulo y
consideramos el diagrama

X4 x 0 X[-1]
|

lld lu I J{Id
Al

X sy Vs 7 " X[-1]




Hecho 2: Homs(W, —) manda triangulos en s.e.largas:
si (X =Y 5 Z 5 X[-1]) es tridngulo y W € Obj(T) =

Homy(W,X)— Homy(W)Y) = Hom(W,Z) — Hom (W, X[—-1])
es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Denotemos HW(X) := Hom+(W, X[n]), queremos ver que
tenemos una s.e. larga

coo = HY(X) = HY(Y) = HY(Z) = HY (X) — - -

(por traslacién, basta ver que es exacto en un solo lugar!)



demostracién: sabemos que la composiciéon de dos seguidos es
cero, luego v.u, = (vu), = 0, = 0. Supogamos ahora

Homs (W, Y) — Homyp (W, Z)
frrvof=0

Entonces podemos hacer el siguiente diagrama conmutativo

w4 w 0 W[-1]

-

Xty Yo7z " X[-1]

o bien, trasladando para atras,

W——0—— W[-1]—— W[1]

-

y vz x-1] vy



Por T3 dc que completa a un morfismo de tridngulos

W——0—> W[-1] — W[1]

T

Yz X 2y Ly

y ahora volvemos a trasladar

w4 w 0 W[-1]

W T

Xty Yo7z ¥ X[-1]

Si llamamos g := c[1], tenemos
f=uog=u.lf)

es decir, Ker(v,) C Im(u,).
D



Hecho 2*: Homy(—, W) manda tridngulos en s.e.largas:
si( X 5 Y 5 Z5% X[—1]) en un tridngulo y W € Obj(T),
entonces

Homz(X[-1],W) — Hom(Z W) — Homy(Y,W) — Homs(X, W)
es una suc. exacta de grupos abelianos

dem: Ejercicio!



Hecho 3: (Lema de los 5) Si en un morfismo de tridngulos

X—toy Y.z v x[-1]

R

X My Y 7 X1

de a, b, c, dos de ellos son isos, entonces el tercero es iso.

dem: sup. ay bsonisos y W € Obj7 = morfismo de s.ex.
Hormy (W.X)—Homi (W, Y) —Homy (W.Z)—Homy (W.X[-1])
| | | o1

Homy(W,X")—Homy(W,Y’)—Homs(W,Z')—Homs(W,X'[-1])

y por el lema de los 5 tradicional ¢, es iso VW = c es iso.



Coro: u: X — Y determina al tridngulo
X3y 5Z5X[-1)])

a menos de isomorfismo (no dnico)



Hecho 4: u: X — Y es un iso si y sélo si V tridngulo de la
forma X = Y 5 Z % X[~1], necesariamente Z = 0.

dem: basta ver que X = Y — 0 — X[—1] es un tridngulo si y
sélo si u es un iso.
Supongamos que u es un iso, entonces se tiene un diagrama

X 1 x 0 X[-1]
Idl ) Ul l Idl
X Y 0 X[-1]

como el de arriba es tridngulo el de abajo también.
Reciprocamente,



asumiendo que X —> Y —0— X[—1] es un tridngulo, del
cuadrado conmutativo

y 1y 0 Y[-1]

|

Xty 50— X[-]]

extendemos a un morfismo de triangulos

Moy 0 Y[-1]
I

Cd

A
Yoy 0 X[1]

y asi obtenemos una flecha a: Y — X tal que uoa=Idy.
Por el lema de los 5, a es iso, luego u = a~!y u un iso.



“Corolario”: Si en una categoria triangulada se quiere

localizar una clase de flechas
(e.g. T =H(A) y la clase de flechas = los gisos),

entonces

“ localizar por los g-iso” = "“cocientar por los aciclicos’

(que son los conos de los quasi-isos.)



Construccién “concreta” de D(A) a partir de H(A)

Ejemplo: Homyy(a)(A, M) = Ho(M)

dem: f : A— M estd univocamente determinado por
f(l)=me My

Ademids, d(1) =0y fd = df = m € Kerdy.
Sif~g, f(1)=m, g(1) = m', 3h tal que

f—g=dh+ hd
= m—m = dh(1) + hd(1) = d(h(1)) = [m] = [m'] € Ho(M)

Reciprocamente, si m,m" € M, f(a) = am, g(a) = an?,
sim—m =dx, sedefineh: A— M

h(a) = ax

y resulta f ~p, g.
D



