Super k-mddulos y super algebras

Un super k-espacio vectorial (o super k-médulo si k es anillo
conmutativo) es un k-médulo M junto con una
descomposicion en suma directa

Moy © My

Los elementos de My se dirdan de grado par, los de M; de
grado impar.

Por ejemplo si M es Z-graduado, M = &,z M", esto induce
una Zj-graduacion

MO — EBHGZMzn; Ml — @HGZM2H+1
La mayoria de los ejemplos de interés son Z-graduados.



Estructura monoidal

Sif:(My® M) — (No@® Nip) es k-lineal, diremos que respeta
la descomposicién, o que es homogéneo de grado cero, o par,
si

f(M;) CN;

Los super médulos, o médulos Z,-graduados, forman una
categoria.



Estructura monoidal

SiM=My®M;yN=Ny& N; son dos super-mddulos,
entonces el producto tensorial también

M®N:M0®N0@M0®N1@M1®NO@M1®N1:

:SM() X No D M1 X N12@£M0 [ Nl P Ml X Nol

(M&N)o (M&N);




Estructura monoidal

SiM=My®M;yN= Ny& N; son dos super-mddulos,
entonces hay dos isomorfismos naturales

MaN=MN

uno el flip usual
mn—nx@m

y el otro: flip con signo

m® n— (=1)mh @ m

donde |m| = grado o paridad de m (resp. |n|)

Obs: si [m| y |n| estdn en Z y no en Z,, en la férmula anterior
sélo importa la paridad de la graduacion.



algebras super conmutativas

super-k-alg. asociativa = A = Ay @ A; k-algebra Z,-graduada:
A A_/ C Ai+j (i,j, i + 1 médulo 2)

Se dice super-conmutativa si
ab = (—1)lIPIpa
para todo par de elementos homogéneos ay b de A.

Ejemplo: A = AV = el dlgebra exterior es super-conmutativa,
con la graduacién |v| =1Vv e V.

Ejemplo: A = k[x| con |x| =1 es graduada con |x| =1, pero
no es super-conmutativa. Si tomamos |x| = 2 entonces k[x] es
otra algebra graduada, y ésta, si es super conmutativa.



Ejemplo: Si Ay B son dos superalgebras, entonces en A® B
hay otro producto, ademas del usual, dado por

(a®@b)-(a @ b) = (~1)7Plag’ @ bb'

Denotamos esta estructura de algebra como A®B.
Notar que

» ® es el coproducto en la categoria de k-algebras super
conmutativas.

» si A= Ap (i.e. A; =0) entonces ARB = A® B.



Ejercicio: Si V =V, @ V; entonces
Sym(V) := S(Vo) ® A(V1) es superconmutativa, y si A es
super-conmutativa entonces

Homsuper—k—alg(s( VO)®/\( Vl)a A) = Homsuper—k—mod( VO® V17 A)
Es decir, Sym(V) = S(Vo) ® A(V41) es super-conmutativa libre.

V=VWaeW

Obs: W= Wyd W,

} = Sym(Ve W) = Sym(V)&Sym(W).



Un super médulo g = go @ g1 se dice una super-algebra de Lie
si se tiene un corchete [—, —] : g ® g — g que verifica

» es homogéneo de grado cero:
lgi &i] € gij
» es super anti-simétrico: Vx,y € g homogéneos
[x,y] = =(=1)"M[y, ]

» vy satisface super-Jacobi: Vx,y,z € g homogéneos,

[x. Iy, 21l = [Ix. y1, 2] + (=1)*VIly, [x, 2]

Obs: g, es super-subdlgebra de Lie y algebra de Lie en el
sentido usual. g; NO es Lie usual, podria pasar [x, x] # 0!



Ejemplos

Sea V = Vy @ V4 un superméddulo entonces
End( V) = HOIII( VO &P Vl, VO &b Vl)

= End(Vo) ® End(V4) @ Hom(Vo, V1) ® Hom( V4, Vp)

End(V)o End(V):

es una super-algebra (o sea es un dlgebra Z, graduada) y si
y g son homogéneos definimos el super-conmutador

[fag]s = fog — (—1)|f|‘g‘go f

(End(V),[—, —]s) es superélgebra de Lie.



Super-derivaciones

Sea A = Ay ® A; una superdlgebra (asociativa o no).
Las super derivaciones

Ders(A) C End(A)
se definen por Derg(A) = Derg(A)o @ Derg(A); con

Ders(A), = {D € End(A), : D(ab) = D(a)b+(—1)"?laD(b)}



Ejercicio: Der (A) es sub-superdlgebra de Lie de End(A):
» D € Dery(A)o, E € Ders(A); con i =0,1,
= DE — ED € Der,(A);.

» D, E € Ders(A); = DE + ED € Derg(A)o
(o sea, derivacién en el sentido usual)

Ademds, D es impar, [D, D] = 2D? es una derivacién usual,
pero también D?



