ALGEBRA HOMOLOGICA

1 Resoluciones funtoriales 1

1. Sea M un A-médulo, se define P(M) = AM) vy pyr: AM) — M via

S s 3 apm

meM meM
Se define Zy(M) := Kerpyy, P (M) := A% y dy : P/(M) — Py(M) como la composicién
Pi(M) = A% — Zo(M) = Ker(pas) = Py(M)

y asi continuamos, Z;(M) = Ker(d,), dy : Po(M) = A% — Z, < P;(M) etc. Muestre
que
o> P(M)— - — P(M)— Py(M)— M —0

es una resolucién libre y por lo tanto proyectiva de M. Ademés, todos los P;(M) son fun-
toriales en M y los d; son transformaciones naturales. En otras palabras, esta resolucion
es funtorial en M, como funtor de A-Mod en Chain(A).

2. Sea A un anillo con gldim(A) = d < oo, y para cada M € A-mod, sea
o= P(M)— - — P(M)— Py(M)— M —0
la resolucién del ejercicio anterior. Muestre que la resolucién
0— Kq— Py (M) — Pyo(M)—---— P(M)— P(M)—-M—0

(donde K4 = Ker(P;_1 — P;_5)) es una resolucién proyectiva y también funtorial.

2 Resolucion standard

coe s ABTTL s AF AR 5 A 50

Sea A una k-algebra. Definimos
B,(A) := A®"H!
con diferencial
Viag @ ®an) = a1 ® s ®+++ @ @y — g ® Q102 ® - -+ @ apE

oot (D)'ap®  ®aa @ Qap+ o+ (1) ag @ @ ap_1ay

En grados bajos:
V(ie®b®c)=ab®c—a® bc

V(a®0b)=ab=m(a®b)
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1. Sea s: A®" — A®"F! L lineal dada por
S(a0®...®an) ::1®a0®...®an
Calcular sb’ + b's y concluya que (B,(A),b) es exacta.

2. Sea M un A-bimédulo (en particular M es un k-bimddulo) y sea V un k-bimdédulo.
Muestre que hay un isomorfismo natural

Hom 4_pimod(A @ V @i A, M) =2 Homy_pimoa(V, M)

Concluya que si V' es proyectivo como k-bimddulo, entonces A ® V' ® A es proyectivo
como A-bimédulo.

3. Un A-bimédulo M se dice k-simétrico si
Am=m-AVmeM, \ek

Muestre que la categoria de A-bimddulos simétricos se identifica con la categoria de
A ® A°-médulos a izquierda (o a derecha) via

(a®d)-m=ama =m-(d ®a)
Notacion: A°:= A ® A?
4. Concluya que (Bs(A), V') provee de una resoluciéon de A como A-bimddulo k-simétrico.

Definicién: Si M es un A-bimédulo k-simétrico se define
H,(A, M) = Tori" (A, M)
(en la notacién se sobreentiende k, si hace fata se denota He(A;k, M))
H*(A, M) = Ext%.(A, M)
se llama la homologia y cohomologia de Hochshild de A a coeficientes en M
5. HY(A, M)~ M*:={m € M : am = ma Va € A}.

6. H'(A, M) = Dery(A, M)/Innder(A, M), donde Der(A, M) = {D : A — M k-lineal/D(ab) =
aD(b) + D(a)bVa,b € A}, Innder = {D : Img € M/D(a) = amy — mpa}

3 Posibles temas final

1. La accién de Aut(A) (y de InnAut), de Derg(A) (v la de InnDer(A)). Si A es graduada

y la derivacion Euleriana es interior.
Estructura de Gerstenhaber? conmutatividad de HH*(A)
HKR: A suave esencialmente de tipo finito = HH,(A) = Q3 (A)

(co)-homologia de dlgebras de Hopf y Exty (k, k)

AT B

La teorfa relativa a kQo (o a una subalgebra separable), quivers y ciclos orientados.
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Dimensién Hochschild, dimensién global, resoluciones
funtoriales 2

. Si L es A®libre, digamos L = (Ae)(I ) para un conjunto I, denotemos V = k) entonces
LEAQVZARV®A

donde en A° se toma la estructura usual de A°-médulo a izquierda, y en A ® V ® A se
toma la estructura de bimodulo “exterior”, especificamente

(a®d) (a1 @vRas) =aa; v asd

. Si L es A° libre, lo vemos como A-bimddulo (k-simétrico), entonces para cualquier A-
moédulo a izquierda M, L ® 4 M es un A-médulo a izquierda libre. Si L =2 A°® V y
lo vemos como A-bimédulo entonces L ®4 M = A® (V @ M). Concluir que si P es
A¢-proyectivo entonces P ® 4 M es proyectivo como A-mdédulo a izquierda.

. Muestre que si P, — A es una resolucién de A como A®-mddulo entonces es contréctil
como resolucién de A-modulos a derecha, y por lo tanto al tensorizar —® 4 M sigue exacta
y Py ®4 M resulta una resolucién de M. (De paso, es una resolucion funtorial en M.)

. Muestre que si k es un cuerpo, si A = TV (el algebra tensorial), A = kQ (el algebra de
caminos de un quiver), son algebras de dimensén global 1.

. Sea @ un quiver sin ciclos orientados (y por lo tanto kQ es de dimensién finita) y sea I el
ideal bildtero generado por ;. Utilice la resolucién conocida (si no la conoce, deje este
ejercicio y vaya a conocerla) para mostrar que A = kQ/I? tiene dimensién global finita,
igual a la longitud del camino més largo posible en (). Para el quiver

1=-2—=---—=n
el algebra kQ/I? tiene dimensién global n.

. Sea k un cuerpo y consideramos A = k(xz)=el cuerpo de fracciones de k[z]. Muestre que
Dery(k(z), k(x)) # 0, luego 0 # HH'(A, A) = Ext}.(A, A) y por lo tanto pdim . (A) > 1
(de hecho, es igual a 1). Sin embargo gldim(A) = 0 pues A es un cuerpo, lo que muestra
que la desigualdad gldim(A) < pdim.(A) puede ser estricta.

Adicionales de resoluciones

. Sea A = A; x Ay el producto cartesiano de anillos (con producto coordenada a coorde-
nada). Muestre que todo médulo M es canénicamente isomorfo a M = M; x My donde M;
es un A;-modulo; M es proyectivo como A-mddulo si y sélo si M; lo es como A;-méddulo.
Maés atn, si N es otro A-mddulo, entonces

Hom (M, N) = Homy, (M7, N1) x Homy, (M, N)
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Si P} es una resolucién de M; y P? es una resolucién de M,, entonces
P, = P! x P?
con diferencial coordenada a coordenada es una resolucién de M; x M.
2. Sea k un anillo conmutativo y A y B dos k-algebras (podria ser k = Z).
(a) Si M es un A-médulo y N un B-médulo, muestre que M ®; N es un A ®;, B-médulo

de manera natural.

(b) Si L es A-libre y F' es B-libre entonces L ® F' es A ® B-libre. Deduzca que si si P
es A-proyectivo y () es B-proyectivo entonces P ® () es A ® B-proyectivo.

(c) Si P, - M y Q. — N son dos resoluciones y k es un cuerpo entonces P! @ P?
(el producto tensorial de los complejos) es una resolucién A-proyectiva de M &
N. Muestre que si (k es cuerpo y) M, M’ son A-médulos a derecha e izquierda
respectivamente y N, N’ son B-médulos a izq y derecha resp. entonces

Tor%,5(M @ N, M' ® N') = Tor% (M, M') @ Tor(N, N')

(d) Muestre que si P es A-proyectivo de tipo finito, ) un B-modulo proyectivo de tipo
finito, entonces el morfismo natural

Hom (P, M) ®; Homp(Q, N) — Homug, p(P ®, Q, M ®; N)

es un isomorfismo.

(e) Supongamos que M y N admiten resoluciones proyectivas tal que en cada grado
los proyectivos son finitamente generados (por ejemplo si M y N son finitamente
generados y A y B son anillos noetherianos) Suponiendo que k es cuerpo, muestre
que

Extlios(M @ N,U ® V) = @ Exth (M, U) @ Ext}y (N, V)
p=0
para todo A-moédulo U y B-médulo V.

(f) Sean A y B dos k-algebras aumentadas, es decir, se tienen dados morfismos de
algebras e : A - ky n: B — k. Supongamos que A es Noetheriana, k-libre, y k un
dominio principal (e.g. Z, o un cuerpo), muestre que

Extl, 5(k, k) = Ext} (k, k) @ Extp(k, k)
(g) Explicite los célculos de Tor y Ext para

i klz,y)| = k[z)@kly)=A®@Bcon M =M =N=N" =k,
i ke, yl/ (2%, y?) = (k[2]/(2%) @ (k[yl/(y*)), con M = M" = N = N" =k



3. Sea F), el grupo libre con n generadores xi,...,x, y k un anillo conmutativo. Muestre
que la aplicacién k[F),]-lineal determinada por

@k e — k[FL)

61"—>£L'i—1

es inyectiva (comparar con el ejercicio 6 de la 2da parte de la practica 6). Concluya que
O—>@k nlei = k[F,] =k

donde €(g) = 1 para todo g € F},, es una resolucién libre de k como k[F,]-modulo. En
particular H*(F,,, M) = Hy(F,, M) = 0 para todo k > 1 y para todo k[F,]-modulo M.

4. Sean
(B)=0—->X—>FE —-FEy— = E, <Y —0)
(F)=0—=Y L - F—- - —F,—>Z—0)

dos extensiones (de (Y, X) y de (Z,Y), de grado n y m respectivamente), muestre que
0=X =B B — =B, 5F F—-—=F,—Z—=0

es una extensiones de grado n 4+ m, y que esto dota al conjunto de las extensiones de
un producto asociativo: este producto estd bien definido en la clase de equivalencia de
extensiones.

5. Sea k un cuerpo y A = kQ, K = kQ donde @ = (@1, Qo) es un quiver con @)y finito.
(a) Si V es un kQy-Mod a izquierda entonces A ®yq, V' es A proyectivo, ademds es un

sumando directo de A ® V' (que es A-libre).

(b) SiV esun k@) bimédulo (por ejemplo k(Q)), entonces AR,V ®rg, A es un sumando
directo de A ® V ® A, en particular, es proyectivo en la categoria de A-bimdédulos
k-simétricos.

(¢) Muestre que
0= A®rg, k1 ®rgy A > Ao, A—+A—0

provee de una resolucién de A como bimdédulo k-simétrico y por lo tanto, para
cualquier M € A-Mod,

O—)A@kQOk@1®kQOM—>A®kQOM—>M—>O

da una resolucién A-proyectiva de M. Concluya que k@ es hereditario (i.e. submédulo
de un proyectivo es proyectivo).



(d) Notar que k@ es graduada (por la longitud de los caminos), por lo tanto kQ
no sélo es subdlgebra sino que se tiene un morfismo de algebras kQ — kQy (que
manda @) cero). Utilizar la resolucién anterior para dar una descripcién general de

Tor}? (kQo, kQo).
(e) Explicitar todo lo anterior para el quiver con un tinico punto y una unica flecha (un

loop), para un solo punto y varias flechas, para dos puntos y una flecha de uno en
otro, para dos puntos y varias flechas.

(f) (*) Sea A = kQ/I donde @ es un quiver e I es el ideal generado por PQy=los
caminos de longitud 2. Muestre que

s = A®RQEQn®rg, = 1 = ARk kRQ2®k0, — A®k0kQ1®k0, = A®kg,A — A — 0
donde el diferencial esta dado por
A @k kQn®rqy — A ®rge kQn—1®kq,

a0, @1l a®ay 0, @14+ (=1)"1 Qa1 ®ay,
y el ulltimo diferencial es la multiplicacion.
(g) Explicitar la resolucién anterior para

i. k[z]/(x?) visto como dlgebra de quiver con un solo loop.
ii. K@V con V un ideal con producto nulo. (un solo punto y tantos loops como
dimy, V)
iii. () cada uno de los quivers
1—=2

1—-2—3

1—2—-3—4



