
Categoŕıa opuesta

C  Cop

Obj(C) = Obj(Cop),

HomCop(X ,Y ) := HomC(Y ,X )

f ◦op g := g ◦ f

C : X

g◦f
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Producto categórico
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push-out / pull-back
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Ĺımite categórico

Dado (I ,≤), C

un sistema directo en C:

{Xi
ιij→ Xj}i≤j

sistema inverso en C

{Xi
pij← Xj}i≤j



un coĺımite, o ĺımite directo

de un sistema directo {Xi
ιij→ Xj}i≤j en C es un objeto

X = lim
→I

Xi

junto con flechas {Xi
ιi→ X}i∈I , tales que ιijιi = ιj ∀i ≤ j ,
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universal en el sentido:

∀{fi :Y→ Xi}i∈I / ιij fi = fj(∀i ≤ j), ∃!f :Y→ lim
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Xi /fi = f ιi
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un ĺımite, o ĺımite inverso

de un sistema inverso {Xi
pij← Xj}i≤j en C es un objeto

X = lim
←I

Xi

junto con flechas {Xi
pi← X}i∈I , tales que pipij = pj ∀i ≤ j ,
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∀{fi :Xi→Y }i∈I / fipij = fj(∀i ≤ j), ∃!f : lim
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Xi→Y / fi = pi f
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Ĺımite (inverso) categórico en Sets

Si en el cjto I no hay elementos comparables
(salvo las igualdades)

lim
←I

Xi =
∏
i∈I

Xi = producto cartesiano

Si I tiene elementos comparables

⇒ lim
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Xi =
{
{xi}i∈I : xi = pij(xj),∀i ≤ j

}
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(co)lim y Hom

(Colim) Xi
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Ejemplos

HomTop({∗},X ) ∼= X

El funtor olvido de Tops → Sets es (nat. iso a) HomTop(∗,−).
Luego, el conjunto subyacente al espacio topológico X

∏
Y

calculado en la categoŕıa Top, es el conjunto X × Y .
Idem para ĺımites en general.

Si A es un anillo, entonces (propiedad universal de evaluación)

HomAn(Z[x ],A) ∼= A

⇒ el ĺımite en An tiene como cjto subyacente el ĺımite en Sets.

Idem en A-modulos, pues M ∼= HomA(A,M).



(contra?)Ejemplos

Si (I ,≤) lo vemos como categoŕıa,

entonces

i
∏

j = inf (i , j), i
∐

j = sup(i , j)

Si el cjto ordenado I es una flia de subconjuntos {Ui}i ,
ordenados con la inclusion, entonces

Ui0
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→
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(contra?)Ejemplos

En k-VectZ = k-espacios vectoriales Z-graduados

Si M (i) =
⊕

n∈ZM
i
n, entonces

en la categoŕıa k-VectZ:
∏

I M
(i) =

⊕
n∈Z(

∏
i M

i
n)

donde
∏

i M
i
n se calcula en k-Vect (y por lo tanto en Sets)

Pero
∏

i M
(i) 6= el producto cartesiano de los M (i) en general.

Ejemplo: M (n) = ken, |en| = n,

⇒
∏

n∈ZM
(n) =

⊕
n∈Z ken 6= X

n∈Z
ken


