Dimension proyectiva, inyectiva y global

Definiciones:
pdim(M)=minn/30—P, > P, 11— —>Po—>M=0

idm(M)=minn /30—-M—=lh—---—1,—0
(podrian ser +00)

Teorema: (dimensién global) los siguientes nimeros
(gldim(A), eventualmente +00) son iguales

1. sup{pdim(M): M € A — Mod}

2. sup{idim(M): M € A— Mod)}

3. sup{pdim(A/J) . J C A}

4. sup{n: Exti3(M,N)#0, M,N e A— Mod}



Lema: Son equivalentes
1. pdim(M) < d
2. Exta(M,N)=0Vn>dVN
3. Ext4t' (M, N) =0 VN
4. 0=+ Ky — Py_1— -+ — Pr =Py — M — 0 con los P;
proy = Ky es proyectivo.

4 —-1—2— 30k
3 — 4 Aff: YN, Exth(Ky, N) = Ext4tH(M, N)



Lema*: Son equivalentes
1. idim(N) < d
2. Exth(M,N)=0Vn>dVM
3. Ext$™ (M, N) =0VM
4.0+ N—=1°— .. 191 = C? = 0conlos /' iny = C?
es Inyectivo.

dem: Ejercicio!
Obs: para 3 — 4: VM, Exth(M, C?) = ExtS™ (M, N)

podemos, luego, cambiar “VM" por “V ideal J C A"



Dimensiones bajas:

gldim(A) = 0 <= son todos proy <= son todos iny <=
A-Mod es semisimple <= A= M, (D) x --- M, (D) con
D; anillos de division <= todo lo mismo cambiando izq. por
derecha.

gldim(A) =1 <= todo submddulo de proy es proy (y 3
algtin no proyectivo) <= todo cociente de un inyectivo es
inyectivo (y 3 algdn no iny)



Teorema gldim(A[xy, . .., x,]) = gldim(A) + n

dem: basta ver gldim(A[x]) = gldim(A) + 1
Obs: un A[x]-proyectivo es A-proyectivo.

si gldim(A) = oo es claro
si gldim(A) = d, sea M / pdimaM = d, lo vemos como
A[x]-mod y lo resolvemos como A[x]-médulo,

=Py =Py = Pr—=Ph—=M—=0

los P; son A[x]-proy = son A-proy =

pdimagM = d 'y
0—=>Ky—=>Pyg1—=-PP—=Po—>M—=0

es exacta (Ky es el nicleo), Ky es un A[x]-modulo que es
A-proyectivo.



Lema 1: K un A[x]-mod que es A-proy = pdimapK < 1.
consideramos
0> Alx] ®a K — Alx] @a K — K — 0
con diferenciales
ax" @ k= ax"®@ k—ax"t@x -k

ax"® k— ax" - k

Aff: es una s. exacta. La afirmacion concluye el lema, y el
lema muestra pdimaqM < d + 1 via

O—)A[X]@Kd%A[X](@Kd """"""" >Pd,14>"'P04>M4>0
A A



Lema 2: x € B central y no divisor de cero en B
(e.g. x € B=A[x]).
Si 0 # M es un B/(x)-médulo con pdimg(M) < oo entonces

pdimg(M) = pdimg(x)(M) + 1

dem: Induccién, caso 0. Si M = B/(x), no puede ser
B-proyectivo porque tiene x-torsion, y
0 — B —* B — B/(x) — 0 muestra

pdimg(M)=1=0+1
Si M es B/(x)-libre, similar, y si es B/(x)-proyectivo

pdimgM < 1y M no puede se B proyectivo porque tiene
x-torsion.



dem: paso inductivo: Si M no es B/(x) proy,
pdimgxyM = d > 0, tomamos una s.e.c. de B/(x)-mod

O—-K—>P—->M—=0
Aff: = pdimg;yK = d — 1, pues VX € B/(x)-Mod y Vn > 1

(= Extf (K, X) = Extgj (M, X))

= inductivamente tenemos la férmula para K:

pdimg(K) = pdimg ) (K) + 1



y ademds pdimg(P) = 1, luego, ¥n > 2 y VN € B-Mod
Ext}(PN)— Extjh(K,N) — Extg™ (M,N) — Ext%™ (P,N)
(n > 2)=|Ext}(K, N) = Extgt (M, N)

= para n = d hay un N donde Ext&t (M, N) # 0,
y para n > d, Extgtt (M, N) = OVN

O sea, | pdimg(K) = pdimg(M) — 1

(ademas de la misma férmula con pdimg ()
Sid=1(K es B/(x)-proy) = 7777

Extp(K, N) — Ext3(M,N) =0y

Ext%(K, N) = Extgt (M, N) Vn > 2

y concluimos pdimg(M) <2 =1+ 1.
Queremos ver que no puede ser pdimg(M) = 1.



Suponemos pdimg;yM = 1y pdimg(M) =1 (en vez de 2)
Tomamos una s.e.c. en B-mod (no en B/(x)-mod)

0O—-R—-F—>M=0
con F € B-mod proy. Si pdimg(M) =1 = es B proy.

Como B/(x) ®g — manda B-proy. en B/(x)-proy. tenemos

0-~Tor?(B/(x), M) P, Py I\JI 0
[ H | =
0—~Tor?(B/(x), M)=B/(x) %) R~ B/(X)% F = B/(x) %) M0

pdimg xy(M) = 1 = Tor{(B/(x), M) es B/(x)-proy. Pero..

Tor?(B/(x),M) = M* = {m & M : xm =0} = M, NO es
B/(x) proy.
D



Ahora simplemente usamos que
pdimB/(X)K = pdimB/(X)l\/l —1

pdimgK = pdimgM — 1

y que la férmula vale para K:
pdimgK = pdimg ;K + 1

luego, sumando 1 en ambos miembros y concluimos.

pdimgM = pdimg ;)M + 1




