
Lema de levantamiento: f : M → N  ∃ {fn : Pn → Qn}n≥0
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inducción:
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Lema de unicidad del levantado a menos de homotoṕıa:
{fn}n≥0 levanta al 0 ⇒ f ∼ 0
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paso inductivo
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Corolario: Unicidad de resolución a menos de equvalencia
homotópica:
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⇒ gf ∼ IdP• .



Obs: (caso M = 0)

· · · → Pn → · · · → P1 → P0 → 0

exacto ⇒ contráctil



Concluimos, P• = P(M) bien definido a menos de equivalencia
homotópica (i.e. a menos de iso en H(A)), y fijadas
resoluciones P• y Q• de M y N , está bien definido

f : M → N  

 f• : P• → Q• ∈ HomH(A)(P•,Q•) = HomChain(A)(P ,Q)/ ∼

Es decir, tomar una resolución da un funtor, definido a menos
de iso único

A−Mod → H(A)

M 7→ P(M)

f 7→ {fn}n≥0



Definición:

NA, AM  
TorAn (N ,M) = Hn(N ⊗A P•)

donde P• → M → 0 es una resolución de M como A-módulo.

Como P1 → P0 → M → 0 es exacta ⇒
N ⊗A P1 → N ⊗A P0 → N ⊗A M → 0 también

⇒ TorA0 (N ,M) = H0(N ⊗
A
P•) =

= H0(· · · → N ⊗
A
P2 → N ⊗

A
P1 → N ⊗

A
P0 → 0) ∼= N ⊗

A
M

Pero TorAn (N ,M) con n > 0 son funtores “nuevos”



Ejemplo: A = k[x , y ], M = N = k con p(x , y) · 1 = p(0, 0).
Para calcular TorAn (k , k):

P• → k → 0 : 0 // A // A⊕ A // A // k // 0
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∴ TorA1 (k , k) = k ⊕ k , TorA2 (k , k) = k .
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k ⊗A A⊕ k ⊗A A //

∼=��

k ⊗A A //

∼=��

0

0 // k // k ⊕ k // k // 0

∴ TorA1 (k , k) = k ⊕ k , TorA2 (k , k) = k .



Vendrá:
• 0→ X → Y → Z → 0 s.e.c. de A-mod ⇒ ∀NA:

· · · //TorA1 (N ,X) //TorA1 (N ,Y) //TorA1 (N ,Z) //N⊗
A
X //N⊗

A
Y //N⊗

A
Z //0

• Tor deriva ⊗
A

en las dos variables:

TorAn (N ,M) = Hn(N⊗
A
P(M)) ∼= Hn(P(N)⊗

A
M) ∼= Hn(P(N)⊗

A
P(M))

• Cálculo de algunas resoluciones funtoriales
(P(−) : A-Mod→ Chain(A))


