Lema de levantamiento: f: M — N ~» 3 {f, : P, = Q,}n>0
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induccién:
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Lema de unicidad del levantado a menos de homotopia:
{f,}n>0 levanta al 0 = f ~ 0
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paso inductivo
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Corolario: Unicidad de resolucién a menos de equvalencia
homotépica:

e /> n+1ﬁP,,%---%P1%P0%M%O

A e lid

e Quii— Q> Q> QM —0

|en lgn lgl lgo lid

e —> n+1épné--'éP1éP0%MéO

e —> n+19Pn9"'9P19P09M90
gn+1fn+1\1/ \Lgnfn \Lglfl l/gofo \le
e —> n+1—>-Pn—>----—>P1—>PO—>M—>O

= gf ~ Idp,.



Obs: (caso M =0)
o= Pp—= =P = FP—=0

exacto = contractil



Concluimos, P, = P(M) bien definido a menos de equivalencia
homotdpica (i.e. a menos de iso en H(A)), y fijadas
resoluciones P, y @, de M y N, esta bien definido

fM— N~

~ fo . Po — Qo S HOIHH(A)(P., Qo) - HomChain(A)(P> Q)/ ~

Es decir, tomar una resolucién da un funtor, definido a menos
de iso Unico
A — Mod — H(A)

M — P(M)
f— {fn}nZO



Definicion:

NA, AM ~
Tor? (N, M) = H,(N ®4 P,)

donde P, — M — 0 es una resolucién de M como A-médulo.

Como P; — Py —+ M — 0 es exacta =
NRasP; — N®RsyPy— N®s M — 0 también

= Tory (N, M) = Hy(N @ P,) =
A
A A A A

Pero Tor?(N, M) con n > 0 son funtores “nuevos’



Ejemplo: A= k[x,y], M =N = k con p(x,y)-1= p(0,0).
Para calcular Tor?(k, k):

Phb—-k—=0: 0=A—AcQA A k

p(yp, —xp) p——p(0)

(f,g)—=xf +yg
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Ejemplo: A= k[x,y], M =N = k con p(x,y)-1= p(0,0).
Para calcular Tor?(k, k):

Phb—-k—=0: 0=A—AcQA A k 0

p(yp, —xp) p——p(0)

(f,g)—=xf +yg

k®AP.Z
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|= |= |=
0 k k& k k 0
. Torf(k, k) = k @ k, Tory (k, k) = k.



Vendra:
e 0> X—=>Y —7Z—>0s.e.c de A-mod = VNy4:

- =Torg (N, X)~Tor}(N, Y)—>Tor{‘(N,Z)—>N§X—>N<§§ Y~N©Z~0
e Tor deriva ® en las dos variables:
A

Tor?(N, M) = H,,(N@EP(I\/I)) >~ H,(P(N)®M) = H,(P(N)®P(M))

e Calculo de algunas resoluciones funtoriales
(P(—) : A-Mod— Chain(A))



