El cono de un morfismo: f: M — N
Co(f)=N&r M

Co(f)y = Ny & M,_,
d(x, m) = (dx + fm, —dm)
0=+ N— Co(f) > M =0

Lema de la serpiente, s.ec. sel. : 0 X - Y -2 — 0~

s Ha(X) = Ho(Y) 2= HAi(Z)
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Propiedad: f: M — N es g-is <= H,(Co(f)) =0
Dem: 0 - N — Co(f) = M — 0 ~

H,1(N) — Hu1(Co(f)) — Hni1 (M) U\ H,(N) — H,(Co(f))



Homotopia en Chain(A):
f~g <= dh A-lineal t-.q. f — g =dh+ hd
Aplicacién: sif,g: M — Ny me M es tal que dm =20
= f(m) — g(m) = d(hm) + h(dm) = d(hm) + 0
por lo tanto
[£(m)] = [g(m)] MOD Im(d)

es decir,
[f] = [g] : Ho(M) — Ho(N)



Observacién: HoM = H,N no significa que M y N deban ser
homotdpicamente equivalentes. Por ejemplo

P: ---—>0—>Zi>Z —-0—...

M: .. —-0—=2>0—-Z,—0—...

tienen misma homologia, pero Homcpain(zy(M, P) = 0!

Sin embargo, existe f : P - M
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que induce un isomorfismo en homologia.
Si queremos calcular homologia, queremos complejos a menos
de g-is, que es mas débil que a menos de homotopia.



Ejemplo

Sien (M,,d) 3ht.q. hd + dh = idy
= H,(M) =10

Nombre: H,(M) = 0=aciclico,
hd + dh = idy,= contractil

Ejemplos:

0 — X — Y — 0 contractil o acicilo es lo mismo

0> X—->Y—=272—-0
Homologia cero = exactitud, contractil = se parte



Equivalencia Homotépica:

f
M=y N <—= 4 M ? N morfismos de complejos t.q.

fognmldy,  gof~ldy

En particular
H M = H,N

En otras palabras, M = N en H(A) = Chain(A)/ ~,

y el funtor H, : Chain(A) — 4Mod
se factoriza por H(A)



Supongamos
0= X—-Y—-272—-0

una s.e.c. en A-Mod, y F : A-Mod— Z-Mod. Es
0— F(X)—= F(Y)— F(Z)—0

una s.e.c.?

Supongamos F(f + f') = F(f) + F(f’), luego F(0) =0,
= 0= F(X)—= F(Y)—= F(Z)—0

es un complejo! Cuanto vale su homologia?

Observacion: Si (M,, d) es contractil, con homotopia hy F
es aditivo, entonces (F(M)., F(d)) es contractil con
homotopia F(h), pues

— F(dwh) + F(hdu) = F(dmh + hdys) = F(Idu) = Idem
D



Funtores derivados: Estrategia

Reemplazar M € 4Mod por un complejo mejor comportado
(resoluciones proyectivas) M ~~

P11 —=>P,—=--=>Pr—=Ph—=>M-—=0

exacto, con P, proyectivoVn > 0.
Tenemos un morfismo de complejos, que es un g-is

(Pe,d) -+ —=Pp1—=P,—>--—>P—=Py—0

)

>0 —>=M—0

Reemplazar M por P,, y aplicar F en P, en vez de en M.
Se define
LoF (M) := Ha(F(P.))



Funtorialidad? Si fyy — N
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Buena definicién (2)?
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Concluimos, P, = P(M) bien definido a menos de equivalencia
homotdpica (i.e. a menos de iso en H(A)), y fijadas
resoluciones P, y @, de M y N, esta bien definido

FiM— N~

~ fo 1 Py = Qo € Homyya)(Pe, Qo) = Homcnain(a) (P, Q)/ ~

Prop: Si F es exacto a derecha, entonces

LFo(M) = Ho(F(P.)) = F(M)



LyF(M) = Hy (- FPyis = FPy =+« = FPy = FPo = 0)

apartirde - Py =P, — - =P =Py M—=0
tenemos

4 F exacto a derecha =

F(d1) F(db)

FP; FPy M 0

Entonces FM = Coker ( FP; @ FP, ) _

H0<---FP,,+1—>FP,,—>---—>FP1—>FP0—>O>

Def: Tor® (M, N) = L,(M ®a —)(N) = H,(M ®4 P,)




