Modulos diferenciales graduados

Un A modulo d.g. es

(M,d), M =D M,,

neZ
d:M— M, d°=0,
d(M,) € M,_1 (complejo de cadenas)
si d(M,) C M, se llama complejo de cocadenas
Notar : I\7I,7 = M_,, cadenas <> cocadenas
Dibujo:

d d d
o= My > My = My — -



Ejemplo Analisis Il

U un abierto de R3,

0 = C(U) #%5 (C=(U))* =5 (CX(U))* 5 C=(U) = 0



Ejemplo Algebra

g€ G, gV =1 Mun G-médulo,
tryi=1+g+g*+---+g"!
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(Traza de una extensién ciclica de cuerpos: algebra 3,
Norma= notacién multiplicativa)



Ejemplos

A = B/(x), x central,

0—-B->3B—B/(x)—=0

A= B/(x,y), x,y centrales,

0—-B—B®B—B—B/(x,y) =0
b+ (yb, —xb),
(b,c) — xb+ yc



d>=0 < Im(d) C Kerd

Un complejo se dice exacto si Im(g) = Ker(d)
O exacto en el lugar n

S My S M, S M, S
si Ker(d:M, — M,_1) = d(My,)
Nombres:
Z,=n-ciclos=Ker(d:M, — M,_1) C M,

B,=n-bordes=d(M,,1) € Z, C M,

Z,
H,(M,d) = B M exacto en lugar n < H,(M) =0



La categoria Chain(A)

(M, dy) y (N, dy) complejos,
un morfismos de complejos es una f : M — N A-lineal t.q.

f(M,) C N, VneZ

fOC/M:dNOf

Z,, B,y H, son funtores.

Limites y colimites: se calculan grado a grado (en particular
suma directa y producto). Idem Ker, Coker.

Epi, mono: lugar a lugar.

Obs: A-mod esta incluida en Chain(A).

Mor(A-mod) también estd incluida en Chain(A):
s 0 ML NS0



Ejemplo 1: A[0] = A “concentrado en grado cero”,

Homcpain(a)(A[0], M) = Zy € My
f—f(1)

Homchain(a)(A[0], =) = Zo(—) no es exacto



Ejemplo 2: P = A, P, = A, d =id,.

(P, d) 00— A A 0
4l
(M,d) - — M-S M-t My—>My—---

HomChain(A)(P7 M) = MO
(fo, 1) = fo(1)

Homcnain(a)(P, —) es exacto! .-, P es proyectivo en Chain(A)



Lema de la serpiente

Xyt 7 .0
b do e
0—-X sy & 7
~ morfismo &

f gl

Ker(a) —— Ker(b) —— Ker(c)
Voo
X y — £ nZze
LI T ¢ Je
0—— X' - Y’ 4
Coker(a) — Coker(b) = Coker(c) y

Ker(a) — Ker(b) — Ker(c) - Coker(a) — Coker(b) — Coker(c)
es exacta



