Bimaddulos

k anillo conmutativo, A una k-dlgebra. Estudiaremos la
categoria de A-bimddulos k-simétricos.

Def: un A-bimédulo M se dice k simétrico si
xm=mAV\ck

Notar que la definicién de k-algebra incluye que A es
k-simétrico.

Ejemplo:H = R & R/ & Rj & Rk contiene a C =R ¢ Ri.
Notar jj = k = —ji, luego no es C-simétrico, pues zj = jZ.

H NO es C-algebra. Pero Sl es R-algebra.



Teorema/construccion Sea A® := A® AP
La categoria de A-bimddulos k simétricos es isomorfa a la
categoria de A°-mod a izquierda, y también a derecha, via

(a®d)-m=amd =m-(d ®a)

0JO: Si M es bimédulo k-simétrico, entonces NO ES un
Ac-bimédulo. Es mdédulo a izquierda (o a derecha, pero no
simultdneamente ambos).



gldim(A) y A como bimédulo k-simétrico

Teorema / observacion: k cuerpoy A una k-algebra =
gldim(A) < pdimae(A)

dem: Si L es A¢ libre, L =2 (A°)(") entonces L visto como
bimédulo es

L=ARV®A

con V = k(). En particular, para cualquier M € ,Mod
LoaM = (A2 V@A) @AM = Ao V@ (AoaM) = Ao VoM
~ A% (V@ M)

es A-libre, en particular A-proyectivo.

.. P es A®-proyectivo = P ®4 M es proyectivo en A-Mod



gldim(A) y A como bimédulo k-simétrico

Coro: Si pdimpeA=d = 3
O—+Py— - =>P =P —=>A—-0

resolucién de A por A®-proyectivos.

En particular son A-proyectivos a derecha = el complejo
admite una homotopia A-lineal a derecha = VM € ,Mod

0= Py@aM—= -+ =5 PLAM—= Ph@aM — ARa M — 0

tiene una homotopia k-lineal = es exacta, y como
ARaM=My P;®a M es A-proyectivo = pdima(M) < d.
Como M € aMod es arbitrario = | gldim(A) < d




Ejemplos:

1) k es un cuerpo, V k esp. vect, A= TV (el dlgebra
tensorial), A = kQ (el dlgebra de caminos de un quiver), son
algebras de dimensén global 1.

0=-TVRXVRTV TV TV =TV =0
Ivl—sveRlI-—1Qv

Za,—@bl |—>Zalb,-:0:>
Zai®b1 = Za;®b1—za;bl®1 = Zai(1®b1—bi®1)

Ademas

Obs:

l1®@bc—bc®@l=(1@b—b®1)c+b(l®c—c®1)



veamosque d: TVRVRXTV - TVR TV
1vR1l—>vRl1—-—1QvVv

es inyectiva. Sea xi,..., X, una base de V. Definimos
h:TV®TV - TV®V® TV como la Gnica TV-libeal a
izquierda que verifica

h(l®1)=0

h(1®x;, -+ x,) = 1@x, X+ X, + X, @ X, @ Xy -+ - X, + -+ -

k
:E Xil..‘X’.j—1®X"j®X"j+1...Xik
j=i

donde por convencién x;, =1
Notar que

= Xi1

h(l®xx; - x,)=1@x®x;, - x;, +xh(1 @ x; -+ x;,)



h(l®xx; - x,)=1@x®x;, - x;, +xh(1 @ x; -+ x;,)

Consecuencia:

hd(l ®X,' ®X,'1 . 'X,'k) = h(X,' & X,'1 . 'X,'k) — h(]. X X,'X,'1 .. 'X,'k)
= X,'h(]. ®x,-2 .. 'X,'k) — h(]. (§§X,'X,'1 .. 'X,'k)
:X,'h(1®X,'2"'X,'k)—1®X,'®X,‘1"'X,'k—X,'h(1®X,'1"'X,'k)
:—1®Xi®Xi1"'X,'k

*. hd = —Id en una base (como TV-mod a izq)



Ejemplo / Ejercicio: Sea Q = (Qo, Q1) un quiver, k un
cuerpo, A = k@, llamemos V := kQ; (que es un
kQo-bimédulo no simétrico),

0 AQVRIA—-ARA-A=DO0
kQo kQo kQo

con la “misma” férmula de antes, es una sucesion exacta.

Ademds A ® V ® A es un sumando directode AQ V® A
kQo kQo
(como A-bimédulo), idem A ® A de A® A.
kQo

Concluimos que gldimk@ = 1.

Notar que si @ no tiene ciclos orientados entonces k@ es una
k-édlgebra de dimensidn finita.



Ejemplo / Ejercicio: (un poco mas largo)

Q quiver, I = (@), A= kQ/(I)%.

(notar que (/)%= ideal generado por caminos de longitud 2)
=

S ARK DA ARKQ DA ARKQI DA ARAT A0
kQo kQo kQo kQo kQo kQo kQo

donde el diferencial estd dado por

AR PQ, A= AR PQ,_.1® A
kQo kQo kQo kQo

1o 0,®1l = @y -+ @,R14+(—1)"1Rag - - - ap_1Qa,

es una resolucion de A como A¢-mddulo.

Si Q no tiene ciclos orientados entonces gldim(A)=la longitud
del camino mas largo posible en Q. Para el quiver

1—-2—---—=n

el 4lgebra kQ/I? tiene dimensién global n.



Atencién!
Ejemplo: A conmutativo = Ext.(A, A) = Der,(A).
(dem pronto)

Sea k un cuerpo y A = k(x)=el cuerpo de fracciones de k[x].
Como A es cuerpo, gldim(A) = 0, pero..

Der(k(x), k(x)) # 0, luego 0 # Ext}.(A, A) y por lo tanto
pdimae(A) > 1 (de hecho, es igual a 1).

Esto muestra que la desigualdad
gldim(A) < pdimae(A)

puede ser estricta.



