Si0— My — My, — M; — 0 es una s.e.c. de A-mddulos

Entonces se tiene una s.e.larga

0 — Homa(Ms, N) — Homa(M,, N) — Homa(My, N) )

Cos Exth (M, N) —> Exth(Ms, N) —= Ext} (M, N) Y

Cv Ext3 (M, N) —> Ext2(My, N) — Ext3(My, N) —> - -

(dem: resolver P} — M;, P} — M; y construir una resolucion
de M, que en cada lugar sea la suma de las anteriores)



La otra variable

Ahora M fijo, 0 = N; = N, — N; — 0 es una s.e.c. de
A-méddulos, tenemos

0— HomA(M, Nl) — HOH’IA(M, N2) — I’IOH’IA(,W7 Nl)

Teorema: La sucesion anterior se extiende a una s.e. larga de
la forma

0— HOIIIA(M, Nl) — HOIHA(M, N2) — I‘IOIHA(/\/I7 N3) >

C o Exty(M, Ny) — Exth(M, Ny) — Exth(M, Ny) Y

Cor B2 (M, Ny) — Ext(M, Np) —> Ext2(M, Ng) —> - -



0 Ny — Ny, —5 Ny 0

dem: resolvemos M
o= Py=- =P =P =P - M=0
Tomamos el complejo P,
o= Py—=- =5 PP = P —0

Aplicamos Homa(—, N;), i = 1,2,3 y tenemos el diagrama



0 0 0
\ \ \
00— HOHIA(P(), Nl) - HOHlA(Pl, Nl) = HOmA(Pg, Nl)
Ve Vi v
O»HomA(Po,Ng)»HomA(Pl,N2) HOH]A(P2,N2)
V8
0 > HOHIA(Po, N3) > HomA(Pl, N3) > HOHIA(PQ, N3)

pero como P; es proyectivo Vi



|
OAHOIHA(P(), N]_) %'HOIHA P]_, N]_) %'HOHIA P2, N]_) —> e

0
:
K |* |
:
|

*

i/g* 8= \Lg*

O — HOmA(Po, N3) — HomA P]_, N3) — HOHIA(Pz, N3) —> .

|
0

(
0 — HOIDA(P(), N2) — I‘IOIIIA(P]_7 N2) — HOHIA(Pz, NQ) —> .
(

0

. 0 —=Homu(P,, Ny) == Homa(P., N») £ Homp(P., N3) — 0

es una s.e.c. de complejos ~+ s.e.larga en (co)homologia



s.e.larga en la cada variable: V(0 - X — Y — Z — 0),P, I
0 - Homu(P,X) -~ Homu(P,Y) - Homu(P,Z) - Exth(PX) > - -
0 - Homu(Z,1) — Homa(Y,!) - Homa(X,/) = Ext4(Z,/) - - - -

.. P proyectivo <= Ext,(P,N)=0VN
I inyectivo <= Ext4(M,l)=0VYM

[criterio de Baer] J C A ideal, | inyectivo <=

Jo i

Vfl e
e el

Coro: / inyectivo <= Ext}h(A/J,1) =0V ideal JC A



Ext® derivando la 2da variable:

Dados M, N, se toma
O=N—=h—=Il1—=1—13—---
Notacién: 0 - N = [0 = [t = 2 =5 3 ...

una resolucién inyectiva. Se define
I, = <0—>I°—>/1—>l2—>l3—>--->

(con esa indexacién es un compejo de CO-cadenas)

Ext (M, N) := H"(Homa(M, I*))



Teo: Ext,(M, N) = Ext*(M, N)
dem: Consideramos una resolucién proyectiva P, — M vy el
complejo doble

C,'j = HOIIlA(P;, /'l)

con diferenciales los que vienen de P, y los que vienen de /°
(con signos)

A partir de
0 N Lo d o &
y
2op, lp P p M 0
se tiene



o5 T —a;T o5 T —a;%

HomA(P2,N)%HomA(Pg,lo)éHomA(Pz,ll)iHomA(Pg,P)g

o ﬁ -t} ot -t}
Homa(Py,N)-Homp (Pl,lo)%HomA(Pl,ll)aHomA(Pl,F)dz
o} -5 o/ -5

HomA(PO,N)%HomA(Po,lo)iHomA(Po,Il)gHomA(Po,P)g

ot o -t o

Homa(M,N)-%Homa(M,1°)-%Hom (M, /)2 Hom (M, 12) 2~

—_—~—

Ext%(M, N) — Ext®a(M, N) < Ext®a(M, N)



Ext y extensiones

[f] € Ext'(M, N), significa:

di do

P, Py——M 0

y f € Homa(Py, N) tal que d*f =0, o sea, f od; =0, o bien
flima, = 0. Se puede armar un diagrama

leldOPoEM 0

,%If

que se puede completar como

Pl d Po < M 0



do

P, Po—>M—=0
]
N —= N @p, P,

donde N &p, Py = (N & Po)/((f(p),0) — (0,d(p)) : p € P1)
es el push-out

Afirmacion: j es mono:

j(n)=(n,0)=0 < 3p: (n,0) = (fp, —dp)
= dp=0, = p=di(p )

= n = f(p) = f(d(p2)) =
(pues dif =0)



do

Py Py —= M 0

I
0——=N—LNap P

o bien, ya que f|jm) =0,

0——= Py /Ker(d) - Po—>M—>0

0 N L N@p, Py

Tiene un contcleo:

0 —= P, /Ker(d)f £ Pp—>M—>0




0— Py /Ker(d)f &~ Py—>M—=0

P

0 N L~ N@p, Pp—= C—=0
Afirmacion: M = C: .
Hecho general: 0 X—ts>y-LsmMm 0 = C=M.

o
0—Z—=>pout—C—0

dem: .
0 X—'>y_P.Mm 0

b X

O—>Z—j>p.out =M —0
v

0






Concluimos

A p L py M
%
N
0 — Py /Ker(d)f L= Py —= M
Pl
0 N Er—M



Supongamos ahora que tenemos una s.e.c.
O—-N—E—-M-—=0

y la comparamos con la resolucion:

A e p e M —0

0 N E M 0

el lema de levantamiento implica

di do

P, Py —~ M 0

ool |

0 N E M 0

~ f: Py — N tal que dff =0
D



s s

0 N E M 0

Ademas el levantado es tinico a menos de homotopia,

= dh: Py — N tal que f — g = hdy + 0 = dj(h)

=f-gecd <H0m(Po, N)) = [f] = [g] € Exta(M, N)



Def:

& =(0 N—~E

by

E=(0 N~ F M 0)

decimos & ~ & <= d¢ : E; — E, tal que

0 N F2m 0
K
0 N—2-FE -2 M 0

Teorema: 3 biyeccién entre Ext} (M, N)
y clases de equivalencia de extensiones &
de lafoorma 0 - N - E - M — 0



Teorema: 3 biyeccién entre Ext(M, N)
y clases de equivalencia de extensiones &
delaforma0 - N—-E,— - - -6 —E —-M—=0

"%PVHHPH—]. .. P]_ PO M 0
f o
0 N E, E, E; M 0




