Cosntrucciones Bar y Cobar

Definiremos un funtor B (bar) de la categoria de dlgebras
aumentadas € : A — k en coalgebars d.g.

Fijamos € : A — k un morfismo de &lgebras (aumentacién)
A=kl®Kere=kl® A

A= A/kl = Kere.

B(A) como coalgebra: B(A) := T°A la coalgebra tensorial
en A con la deconcatenacién como comultiplicacién

A(ay] - \an)—Zal\ |ai ® aiyq|---|an € T°A® T°A

esta notacion es el origen del nombre “bar”



n

Aar] - |an) =) a1| - |a@aina| -+ |2, € €D (TA)@(TA);

i=0 i+j=n

convencién: ag = 1 = a,,1. Es una codlgebra graduada.
. : —®3 —
Ejemplo: si albjc € A”" C T°A,

Aalblc =1®alblc+a® blc+alb®c+alblc®1

Hecho: Si consideramos la graduacién degA = 1, entonces
n
Bar--la) =Y ail--|aaial - lan,  H(a) =0
i=0
es una super co-derivacion.
(Notar a;, a;11 € Kere = a;a;,1 € Kere = b’ bien definida
D



Ejemplo si albjc € A~ ¢ T<A,
(b'®1+1® b)A(alb|c)

- (b’®1i1®b’)(1®a|b|c+a®b[c+a|b®c+a]b\c®1)

= b'(1) ® a|b|c + b'(a) ® blc + b'(alb) ® ¢ + b'(a|b|c) ® 1
+1® b'(alblc) — a® b'(b|c) + a|b® b'(c) — alb|c @ b'(1)

=+ab®c+ablc®1—albc®1
+1® ablc —1® a|lbc — a® bc

A(b'(a]b|c)) = A(ablc) — A(a|bc)
=ablc®1+ab®c+1®ablc—albc®1—a®bc—1® albc



Hecho: H,(T<A, b') = Torl(k, k), luego Tor2(k, k) es
naturalmente una codlgebra.

demostracion: Para una k-algebra general (no
necesariamente aumentada) tenemos

Deg(A)p i =(ag®a1® - ®1® - ® a, ® ans1)

=) AQATIR KA @ AC AR AT ® A= C,(A)
i=1

es un subcomplejo (de todas las degeneraciones), y el cociente
Co(A) := Co(A)/Deg,(A) 2 AR A" ® A

donde A = A/k1 como k-médulo, es un complejo con la
misma homologia (hay un ejercicio guiado para este caso
particular, aunque es un resultado general de objetos
simpliciales)



Lo usamos como resolucion de A como A¢-mddulo.
S ARAT QA S ARARAS ARAS A0

En el caso A aumentada tomamos =Kere. Tensorizando por
— ®4 k tenemos

S ARA @k 3 ARARKk > ARk = k— 0

d(a®a,®- - -®a,®1) = Y (—1)"a@a®: - -®aa11®-  ®a,01
i=0
tay®a; ® - Re(ap)
bien
S ARAT 5 S AQA S AL k0
Es una resolucién de k. Al calcular k ® 4 — queda
k@A S k@A k0
>~ (T<A,b)
D



Si A= TV/(R) es cuadratica Koszul, entonces la inclusién

R, —— Al TV~ (T<A, b) = B(A)

es un quasi-isomorfismo, donde a R, se la considera una
codlgebra d.g. con d = 0.




Prop: Ai < B(A) es un g-iso si y solo si A es Koszul.

Dem: si A es Koszul = ok.

Reciprocamente, si Al < B(A) es un g-iso queremos ver que
(A® Al dx) = (A2 A", 1)

es un g-iso. Equivale a ver que el cono es aciclico.
Recordamos Co = (A®AL,; & AQA" d)

Si filtramos por grado en Al y grado en A”* entonces
gr(dg) =0=1ida®0; gr(b') =idsa b’

es un g-iso, luego su cono es aciclico. .". el cono original es
filtrado con gr exacto, luego exacto. = el morfismo original
era un g-iso.



Construccion cobar

Dualmente, si C es coalgebra co-aumentada,

i.e. estd dado k — C morfismo de coalgebras, es decir,

C tiene un elemento e tal que Ae=e® e.

Fijamos una codlgebra coaumentada y su coaumentacion.
Recordar (e ® id)A(c) =1® c = €(e) =1

C = D ke
c— (c—e(c)e) +e(c)e
donde C = Kere. Se define

QC):=TC

el algebra tensorial en C. Es graduada con deg C = 1.



Recordar que (C, Ac) es una codlgebra. Se define
dp : C — C® C de la siguiente forma: si

Ac=2cf®c{’ ceC®C

entonces se define
dac = Z(c{ —e(c)e)@ (¢ —e(c')e eCwC
Ejercicio: dac = Ac — (e ® ¢+ ¢ ® €) Se define un
diferencial de grado +1 como la tnica super-derivacién
c—2c”crTC
7
d_~

e
7

TC
d(w®n) = d(w) @ n+ (—1)7“w @ d(n)
Q(C):=(TC,da)
D




Hechos:
1. d2 =0 <= A es coasociativa.
2.5iA=TV/(R)y C=R = Al C TV =@, V*".
C es coaumentada con e =1,

C=Vo®R® -+ —=V ~» TC—=TV

se tiene Q(Al) — A via la composicién
QC)=TC =TV =TV/(R)=A

3. Aes Koszul <= (Q(Al),d) — (A.,0) es un g-iso.



