
Def: MA es playo si M ⊗
A
− preserva monos

Obs: M playo
⇐⇒ M ⊗

A
− preserva s.e.c.

(⇐⇒ M ⊗
A
− preserva exactitud)



Prop: MA es playo ⇔ TorAn (M ,−) ≡ 0 ∀n ≥ 1
⇔ TorA1 (M ,−) ≡ 0

⇒⇒) dado AN ,
encontramos P• → N resolución,
⇒ M ⊗A P• es exacto donde P• lo es
⇒ Torn(M ,N) = 0 ∀n ≥ 1, y en particular para n = 1.

⇐) Si f : N → N ′ es mono

⇒ 0→ N
f→ N ′ → Coker(f )→ 0 es una s.e.c.

· · ·→TorA1 (M ,Coker(f ))→M⊗
A
N

f⊗Id−→ M⊗
A
N ′→M⊗

A
Coker(f )→0

es una s.exacta



Sea 0→ M ′ → M → M ′′ → 0 s.e.c. ⇒ ∀N

TorA2 (M ′′,N)→TorA1 (M ′,N)→TorA1 (M,N)→TorA1 (M ′′,N)→M⊗
A
N

Playitud:
M ′′,M ⇒ M ′

M ′,M ′′ ⇒ M
M ′,M 6⇒ M ′′ (ejercicio: encontrar contraejemplo)

(∃ playos no proy.: e.g. Q no es Z-proy., no es libre!)



Limites filtrantes: (I ,≤) filtrante ⇔ ∀i , j ∈ I ∃k : i , j ≤ k

Ejercicio: Todo M es ĺımite filtrante de sus submódulos f.g.

Lema: (Ejercicio adicional guiado para el hogar)
en un ĺımite filtrante (de A-módulos)

1) ω ∈ lim
→I

M i ⇒ ∃i0 : ω ∈ Im(M i0 → lim
→I

M i)

2) m ∈ M i0 , m 7→ 0 ∈ lim
→I

M i ⇒ ∃j ≥ i0 : m 7→ 0 ∈ M j .
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Obs: (M i , d i) sistema directo de complejos

M j

j≤k
��

// lim
→
M i  Hn(M j)

j≤k
��

// Hn(lim
→
M i)

Mk

<<

Hn(Mk)
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 lim
→
Hn(M i)→ Hn(lim

→
M i)

Prop: si (I ,≤) es filtrante ⇒

lim
→
Hn(M i) ∼= Hn

(
lim
→
M i

)



dem: ω ∈ lim
→
M i , ⇒ ω viene de un m ∈ M i

(y por lo tanto dω viene de dm)

Si además 0 = dω ⇒ d(m) = 0 en algun M j con j ≥ i .

⇒ lim
→
Z (M i)→ Z

(
lim
→
M i

)
es epi.

M j 3 ιi≤j(m) 7→ ω

⇒ lim
→
H(M i)→ H

(
lim
→
M i

)
es epi.



si lim
→
H(M i) 3 [η] 7→ 0 ∈ H

(
lim
→
M i

)
[η] viene de un [m] ∈ H(M i), y [m] 7→ 0 en H

(
lim
→
M i

)
entonces [m] va a parar a alguien que es d(µ),
pero µ viene de un m′ en M j .

Existe algún k ≥ i , j / m y m′ están en Mk ,
y m − dm′ va a parar a cero en lim

→
M i

entonces en algun M` van a parar a cero, entonces
[m] = 0 en H(M`).

concluimos que

lim
→
H(M i)→ H

(
lim
→
M i

)
es inyectiva



Coro: Tor conmuta con ĺımites filtrantes

dem: Si (I ,≤) es filtrante y ({M i}i∈I , {ιi≤j}) es un sistema
directo de A-módulos indexado por (I ,≤),

para calcular TorAn

(
lim
→I

Mi ,N
)

resolvemos N

Q• → N → 0

entonces

TorAn

(
lim
→I

Mi ,N
)

= Hn

(
(lim
→I

Mi)⊗A Q•
)

como −⊗A Q conmuta con limites diretos arbitrarios

∼= Hn

(
lim
→I

(Mi⊗AQ•)
)
∼= lim
→I

Hn(Mi⊗AQ•) = lim
→I

TorAn (Mi⊗A,N)



Recordamos M playo ⇐⇒ TorA1 (M ,N) = 0 para todo N .

Coro: M playo ⇐⇒ TorA1 (M ,N) = 0 ∀N ćıclico.

o sea, ∀N ∼= A/I .

∴ basta recorrer los ideales a izquierda de A



dem ⇐): Asumimos TorA1 (M ,N) = 0 para todo N ćıclico.
Sea N f.g., N = 〈x1, . . . , xk〉. se tiene una s.e.c.

0→ 〈x1〉 → N → N/〈x1〉 → 0

Notar
N/〈x1〉 = 〈x1, x2, . . . , xk〉 = 〈x2, . . . , xk〉

se puede generar con k − 1 elementos.
TorA1 (M , 〈x1〉) = 0 por hipotesis
TorA1 (M ,N/〈x1〉) = 0 por hipotesis inductiva
⇒ TorA1 (M ,N) = 0 por la s.e.larga

· · · → TorA1 (M , 〈x1〉)→ TorA1 (M ,N)→ TorA1 (M ,N/〈x1〉)→ · · ·

∴ TorA1 (M ,N) = 0 ∀N f.g.



N es arbitrario ⇒ N = lim
→
N ′ con N ′ ⊆ N f.g. es filtrante!

TorA1 (M ,N) = TorA1 (M , lim
→
N ′) = lim

→
TorA1 (M ,N ′) = lim

→
0 = 0

Ejemplo: x ∈ A sin torsion a izquierda (ax = 0⇒ a = 0),
TorA1 (M ,A/Ax) se calcula por:

Resolvemos N = A/Ax via 0→ A
·x→ A→ N → 0, luego

TorA• (M ,N) = H•
(
M ⊗A (0→ A

·x→ A→ 0)
)

∼= H•
(

0→ M →·x M → 0
)

⇒ Tor1(M ,A/Ax) = Mx = {m : mx = 0}= x-torsión de M .
Si M es playo y A ı́ntegro ⇒ M no puede tener torsión.
Si A es dip, entonces M playo ⇐⇒ M no tiene torsión.


