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1. Introduccién categérica y funtores en A-Mod

1.1. Categorias, Funtores, transformaciones naturales
Definir una categoria C es dar los siguientes datos:
objetos: Una clase, denotada Obj(C).

flechas: VX, Y € Obj(C), un conjunto
Home(X,Y)

(a veces denotado [X, Y], [X,Y]c, C(X,Y), Mor[X,Y]).
satisfaciendo:

C1: (técnico) Si X, X' Y, Y’ € Obj(C)
si X #X,0Y #Y', = Home(X,Y) NHome(X',Y') = 0.

C2: VXY, Z € Obj(C), una funcién (”composiciéon”)
Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z)
(fig)— fog
que es asociativa (en el sentido obvio).

C3: VX € Obj(C), 3“Idy € Home (X, X), neutro para la composicién.

Primeros ejemplos de categorias

= Sets: objetos= conjuntos, flechas= funciones.

= Si Obj(C) = {a}, entonces, una categoria con esos objetos es lo mismo que el dto

de un monoide asociativo con 1:

M := Home¢(a, a)

puesto que es el unico conjunto de flechas que hay que dar, y los axiomas son

justamente de monoide con 1.

» Top, Var™, kVect, A-mod, Gr, An, Sets,, Topy, (I, <),...

Funtores

Los funtores son “morfismos entre categorias”, su aplicacion primera es la de proveer
de invariantes, pues los funtores mandan isos en isos. Es decir, F': C — D, es un funtor,
X,Y € Obj(C) y si FX NO es isomorfo a F'Y en D, entonces X NO puede ser isomorfo

aY enC.

Ejemplo 1.1. componentes conexas”:Top — Sets, ;...



Observacion 1.2. Si F': C — D es un funtor y X € Obj(C) entonces Home (X, X) es un
monoide con la composicion.

F : Home (X, X) - Homp(FXF, X)

es un morfismo de monoides.
Si Aute(X) denota las unidades del monoide Home (X, X) (o sea, los isomorfismos de
X en X), entonces F' induce (por restriccién) un morfismo de grupos

Autc (X) — AutD(FX)

Comparacion de funtores: trasformacciones naturales

Si F,G : C — D son dos funtores, una transformacion natural entre ellos es dar,
para cada objeto X, un morfismo

T]XFX—)GX

compatible con los morfismos. Es decir, tal que para toda f : X — Y el diagrama

FX ™. 0Xx
iF(f) lG(f)
FY . qQy

Ejemplo 1.3. iy : V — V**
v > e,

Ejemplo 1.4. Hom: Si A es un anillo,

M = Hom (A, M)

m — gbm(a — am)
Homy (A, M) = M
¢ — ¢(1)

Da una transformacion natural, que es un isomorfismo, entre los funtores Id y Hom4 (A, —)
Ejemplo 1.5. Si A es una k-algebra (e.g. A = k[z]/2% o A = k[G],...) entonces
Homu (N, M) C Homy (N, M)

es una “inclusion” natural de funtores. Es decir, para cada N fijo, se tiene una trasfor-
macion natural (que en cada objeto es una inclusién

i : Homy (N, —) — Homg(N, —)



Observacion 1.6. Si k es un A-modulo,
Hom4(k, M) C Homy(k, M) = M

La filosofia es que con Hom se puede “modelar” funtores que son subobjetos. Por ejemplo,
si G es un grupo que actua linealmente en un espacio vectorial V', entonces V' es un k|G|

modulo y
{veV g(v)=vVgeG}=V?=Homygk,V)

donde se toma la estructura trivial en k (g- A=\, X € k)

o

V

Homk(k:, V)

VE == Homyg(k, V)
Ejemplo 1.7. Z es el grupo libre en 1 elemento, esto dice
Homeg, (Z,G) = G
¢ = o(1)
Dado G, el conjunto “G{y ={g € G : g* = 1}, se puede modelar via

HomGT(Zg, G) &« /(,2)
¢ ¢(1)

lo que muestra la naturaleza funtorial de este subconjunto asociado a G

Ejemplo 1.8.
Homg, (Z® Z,G) CG x G

¢ = (6(1,0),(0,1))

Homg,(Z & Z,G)="pares de elementos que conmutan”.
Ejemplo 1.9.
Home, (7o @ Zs, G) = {(a,b) : a,b € G,a* = 1,b° = 1,ab = ba}

Ejemplo 1.10. Homg,(Zsy * Z3,G) = {(a,b) : a,b € G,a*> = 1,0® = 1}

Pregunta general:

En la categoria de A-modulos, si F': A-mod— C, y
0=+X—=Y—=2-=0

(por ejemplo, si Y = A", esto da una presentacion de Z por n generadores, y las relaciones
“X”) ihay relacién entre F(X), F(Y) y F(Z2)?



1.2. Supremos, infimos, limites y colimites categoricos

Sea P un poset, I C P.
recordamos sup([) (en P):

m ¢ € P es cota superior [ sii < ¢, Vi € I.
= 5y es un supremo para [ si es “la mejor cota superior”, i.e.

- 8¢ es cota superior de I, y

- para toda cota superior ¢, tenemos que sy < c.
(en particular toda cota superior es comparable a sg.
O sea, no es lo mismo supremo que maximal)

Obs: si existe, el supremo es Unico: si Sy € $; Son SUPremos,
entonces sy < $1 (Sg cota, s sup)

y tambien s; < sg (s1 cota, s sup)

= 59 = §1 porque < es de orden.

Colimite categorico: sistemas directos

C una categoria, (I, <) un poset, y tomamos “un diagrama” en C indexado por . Es
decir, damos los siguientes datos:

» X; € Obj(C) para cada i € I.
» para cada ¢ < j una flecha ¢;; : X; — X compatible con el orden:
- 1 = Idy,
- Sii < j <k, luego ¢ < k. Pedimos v = tjitij
X, —2s X; s X
Lik

(i.e. hemos etiquetado el diagrama de Hasse de I, con objetos en los vértices y
morfismos en las flechas)

Se llama un sistema directo.

Ejemplos

1. I = {a,b}, donde a y b no son comparables. Un diagrama indexado por I es sim-
plemente dos objetos

I: e ° diagrama: X Y
2. I={1<2}
I:1—2, diagrama: X Ly



3. I ={a > b <c}. Un diagrama son dos flechas con mismo dominio:

I:

—a diagrama: X, I X,

| !

Xe

Dado {X; =% X, }i<j un diagrama en C idexado por un poset I, un colimite (o limite
directo) en C de ese diagrama, denotado lin?Xi (o h'rrIlCXi) es un objeto en C que es un
— —

“supremo” del diagrama (o sistema directo), i.e

Definicién 1.11. Un objeto X junto a morfismos ¢; : X; - X Vi €
tal que Vi < j, el diagrama sgte conmuta (cota superior), y

X, —= X
X

(la mejor cota) Si {f; : X; — Y'}; es otra familia de flechas como antes, entonces X
es “mejor”
fi

X*>X

//

Observacion 1.12. Si (I, <) tiene maximo mg, entonces X,,, es el colimite del diagrama.
La gracia es cuando no hay méximo en I.

Limite categorico: producto directo
En el ejemplo I = {a, b}, donde a y b no son comparables,

[ 10} [ 10}

N

A .SO

A
'Y 'Y))

Un diagrama en la categoria es simplemente dos objetos: e,X y su colimite es (Z, ¢4, tp)

.bY
que verifica



Z := X []Y se llama un coproducto categérico de X e Y.

Ejemplo 1.13. 1 — 2, f: X — Y, el colimite es simplemente Y, pues es 2 es méximo.
Las flechasson f: X - Y eldy : Y — Y.

Ejemplo 1.14. e — e oo

-1

° ° ® >0

Y

Ejemplos de coproductos

1.3.

En grupos abelianos, o médulos, el coproducto [] es la suma directa .

En Sets, el coproducto es la uniéon disjunta.

Notar que fijado A un anillo, el funtor L : Sets -+ A — mod dado por
L(X) =A%)

(que a X le asigna el A-mé6dulo libre en X)
manda coproducto (en Sets) en coproducto (en A-mod)

En Grupos (no necesariamente abelianos) el coproducto es el producto libre.

en anillos conmutativos el coproducto es el producto tensorial sobre Z

Lema de la Serpiente: introduccién a los métodos con su-
cesiones exactas

Antes de continuar con las definiciones generales, veremos algunos ejemplos de funtores
y su comportamiento con las sucesiones exactas para tener una idea de hacia dénde
desarrollaremos la teoria. Consideremos

05S5T2 M0

una s.e.c. de k[z]-modulos. Por comodidad supondremos que i es una inclusién y p la
proyeccion al cociente (o sea, S CT y M =T/S). Se definen

M*={m:x-m=0}

8



M

M, =
x-M
(y similarmente para S y T'). Construiremos un morfismo

a partir de una s.e.c.
0=-S—=-T—-M-—=0

Este morfismo es, en realidad, una transformacion natural

§: (—)ult™ — (=)kere

T

lero

2y (—)F, son funtores definidos en la categoria de “las sucesiones

donde los funtores (—)
exactas cortas”:

lero
(O—>S—>T—>M—>O> =5"
<0—>S—>T—>M—>O>x =M"
ult
Si
meM*CM=T/S
=>m=t
con t € T. Luego, tambien
x-teT
Pero
M=T/S>z-t=z-t=2-m=0

pues m € M?”. Es decir, x -t € S.
La clase de z -t es cero médulo z - T', pero no necesariamente es cero médulo x - S. Se

define
0:M*— S,

m=t—x-tMod x-S

Ejercicio: (2) de la practica 1

§ esta bien definido (ie.sim=1=7 e M =T/S =>xz-t=x-t MOD z-5), J es
k-lineal, y
O%Sm%TI%M””iSﬁ%Tﬁ%Mx—W

es una sucesion exacta.



Algunas conclusiones / observaciones

s (—)* : k[z]-mod— k-mod es un funtor, que preserva monomorfismos pero no epi-
morfismos (encuentre un ejemplo con S, # 0y 0 # 0, e.g. si T,, = 0,(por qué?)).

s (—); : k[z]-mod— k-mod es un funtor, que preserva epimofismos pero no mono-
morfismos (encuentre un ejemplo donde M* # 0y § # 0, e.g. si T% = 0).

» Sugerencia: escriba la s.exacta para T = k* o k3 donde x es una matriz de un solo
bloque de Jordan.

» (=) = Homy,(k, —) donde la accién de x en k es cero.

= Todo funtor del tipo Homy,), (M, —) preserva monomorfismos, asi que (—), no es
de este tipo (o sea, (—), no es representable, como funtor de la categoria de k[z]-
médulos).

1.4. Propiedades universales, Hom y ®

Ejemplo de categoria: las s.e.c.’s en C y morfismos de s.e.c.
S 0=-X—=Y—=2-=0

Obj : (XY, Z,f X =Y, g:Y = 2)
tal que Kerf = X, Imf = Kerg, f mono, g epi.

Hom : 0 xt.y_ 2.7 0
C
0 x Loy g 0

Homsec(Sla SQ) - {(a7 b7 C) : bf - f/(l, cg = g/b}
C Home (X, X') x Home(Y,Y’) x Home(Z, Z')

Toda s.e.c. es isomorfa a una inclusion y cociente:

0 Imf——+Y —">Y/Kerg—0

i

0 XLy " V/Kerg—=0
f

|7
0 X ) 0

10



Propiedad universal del cociente

Sea S C M un submédulo y 7 : M — M/S la proyeccién al cociente, entonces 7 se
anulaen S,y Vf: M — W /S C Kerf: existe una tnica factoorizacién de f a través de
M/S. En diagramas:

M-—tow

| o
" //H!f _
M/S f=fom=m"(f)
es decir, (f: M/S = W) & (f: M — W : flg =0)
Notar que i : S — M, fls = foi=1i"(f), fls =0« f € Keri*, o sea, para todo W,

Ker(i*) Hom (M, W)~~~ Hom4 (S, W)

=] | |

0 —= Homu(M/S, W) = Hom (M, W) -“> Hom4 (S, W)

0

Como toda sucesion exacta corta es isomorfa (como sucesion exacta corta) a una inclu-
sion de un submodulo seguida del cociente por el mismo, podemos concluir rapidamente
que una sucesion exacta corta

0=+X—=Y—=2-0
induce, para cualquier W, una sucesién exacta a izquierda:

0 — Homy(Z, W) — Homu (Y, W) — Homu (X, W)

1.5. Ley exponencial como primer ejemplo de adjuncién

Recordamos la ley exponencial de niimeros:
(ab)c _ a(b><c)
y su interpretacion en conjuntos
(ZY)X _ Z(X><Y)
que, en otra notacion escribimos como

Func(X xY,Z) <> Func(X, Func(Y, Z))

f=fay) o F(om fo=fla,-):Y > 2)
Homges(X X Y, Z) <> Homges (X, Homges(Y, Z))

11



Ley exponencial en grupos abelianos

Sean ahora X,Y, Z grupos abelianos y definimos
Bil(XxY,Z):{f:XxY—>Z:
fle+a' y) = fla,y) + f(@'y),
fly+y) = fla) + [,y }

Tenemos entonces una biyeccion
Bil(X x Y, Z) <> Hom 4,(X, Hom 4,(Y, Z))
o F(em o)
Definicién 1.15. X ®; Y = ZX*Y) /S donde S = <(ac + 2 y) — (z,y) — (2, y); (z,y+
y) = (5,y) — (2.9))

Notacion: z @ y = (x,y).
Si Z es otro grupo abeliano

Hom(X ® Y, Z) {f € Hom(ZX*Y) ; flg = o}

. f(x+x’,y)—f(x,y)—f($’,y) 0
o {rePunex <y 2y g e =0 )

& Bil(X x Y, 2)

Propiedad universal del producto tensorial

La aplicacion X xY — X ®Y (x,y) — x @ y es bilineal, y si b: X XY — Z es
bilineal

= XxY2t .z

7
e
/7

J/ _ 7 3b, lineal

X®Y

La propiedad universal escrita en términos de Hom + la Ley exponencial nos dice entonces
Hom (X ® Y, Z) <> Bil(X x Y, Z) <> Hom 4, (X, Hom, (Y, 2))

Si fijamos Y, y definimos
F(Z) = HOIIlAb(}/O, Z)

visto como funtor de Ab en Ab y
GX)=X®Y
entonces teenmos una biyeccién natural
Hom 4,(G(X), Z) <» Hom (X, F(Y))

es el ejemplo prototipico de adjuncion en categorias abelianas

12



Producto tensorial sobre un anillo

Si A es un anillo, X4 es un A-mddulo a derecha e Y es un A-moédulo a izquierda, su
producto tensorial sobre A, denotado X ®4 Y se lo define como

X @aY =28 (2 +a'y) = (0,9) = (.p),

(ZL’,y + y,) - <$7y) - (l”y/%
(va,y) - (z,ay))

:X®ZY/<xa®y—x®ay::c€X, yey, aEA)
Propiedad universal de X ®4Y

Bila(X x Y, M) :={f: X xY — M bilineal | f(za,y) = f(z,ay)}

La aplicaciéon X XY — A®,Y ((3:, Y) —~> r®a y) es bilineal y A-balanceada y universal

con esa propiedad: -
Vb : X xY — M bilineal A-balanceada 3! morfismo de grupos abelianos b: X ®,4Y —
M tal que

b(x ®@4y) = b(z,y)
(z,y) Xxy-2t -

TRy XY
Adjuncion
Como antes, la propiedad universal escrita en términos de Homs queda:
Bily(X x Y, M) =2 Homgz(X ®4 Y, M)
y si usamos la ley exponencial
= Hom_ 4(X 4, Homz(4Y, M))

y también = Homy_ (1Y, Homy(X 4, M))

Como consecuencia, si G(Y) =X ®4 Y, G : 4-mod— Z-mod,

= Homy (G(Y), M) = Hom (Y, F(M))

donde F(M) = Homgz (X4, M) € 4-mod.

13



Consecuencias de la adjuncion

El funtor X ® 4 — es co-continuo, es decir, si tenemos un sistema directo
i<j
=]

en particular por cada ¢ € I tenemos una flecha Y; — HIIIIYZ', y tensorizando tenemos
—

(,9)

X@4Y, — X ®a (lin?Y,)
—
A su vez también teenmos un sistema directo

(xouv, 29}

La propiedad universal del limite de éste tltimo sistema determina la flecha

(,5)

lin(X ©4 ) = X @4 (1fm,)
—I —1

y por tener X ® 4 — adjunto a derecha, afirmamos que es un |isomorfismo |

En particular X ®4 (©;Y;) = &;(X ®4 Y;)

Demostracion. Llamamos G(—) = X ®4 —. Para cualquier grupo abeliano W,
Homy, <G(liin), W) = Homy, <h’mY;, FW)
—I —1

l%

limHomy (Y;, FW)
I

lg

Homy, <1fmG(n), W) = limHomy(GY;, W)
—1 1
La demostracion concluye con el siguiente Lema, que dejamos como ejercicio de categorias:
O

Lema 1.16. En C, U =2V < Home (U, W) = Home(V, W)
VYW (y natural en W ).

o sea, < Home(U, —) = Home(V, —), isomorfismo natural de funtores. Sugerencia:
utilizar los casos W = U y W =V para obtenerlas flechas U —V yV — U candidatos
a isomorfismos, mads la naturalidad.

Segunda consecuencia: exactitud a derecha

SiY Lz . 0 es una s.e.c. en A-mod, entonces

X VXY x 9, 29 x 9, T ——>0

es una s.e.c. de grupos abelianos. Esto es una consecuencia del sgte lema

14



Lema 1.17. Sea R un anillo (e.g. R = A, Z,A?,...), f : S — M, g: M — N morfismos

de R-maodulos, entonces
f

S M2~ N 0

es una s.e.c. de R-mod < para todo R-modulo W

0 —> Homp(N, W) ~%> Homp(M, W) = Homp(S, W)
es una s.e.c. de grupos abelianos.

Dejamos como ejercicio la demostracion de este lema (ver por ejemplo [?]).
Observacion 1.18. La demostracion es vélida en cualquier categoria abeliana.

Continuamos con la demostracién de la exactitud a derecha de X ®4 —.

S A 0 unas.e.c. A-mod y llamamos G(—) = X®4—. Queremos
ver que
G- a(2) - (1) —=0

sea exacta. Para esto, tomamos W un grupo abeliano arbitrario. Por el lema anterior,
basta ver que

0 — Homg(G(T), W)L Homy (G(2), W) 2 Homy (G (), W)

Consideramos el siguiente diagrama:

0 — Homz (G(T), W) YL Homy (G(2), W) 'YL Homy (G (v), W)

o o o

0 — Homg(T, F(W)) -~ Homy(Z, F(W)) ~ Homy(Y, F(W))

Como Y — Z — T — 0 es exacta, aplicando Hom4(—, F'(17)) la fila de abajo es exacta.
La naturalidad implica que los cuadrados son conmutativos.

Applicacion general

Asf como tenfamos “el funtor Hom ~~ funtores subobjeto, pues si N = AX) /S (X=
conjunto de generadores, S= submddulo de relaciones),

Hom(AX)/S, M) = {f: X — M : f(S) =0}

el “producto tensorial ~» funtores cocientes”:
Por ejemplo: si € : A — k, A un k-algebra aumentada entonces k es A-méduo via

1-a=¢(a)
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supongamos A es k-libre (e.g. si k es un cuerpo)

M(diTm’c 4) ]\f M/{am — e(a)m) —=0
k®r A®r M k@ M k®@a M 0

l@a@mi——secla) @m —1®am

por lo tanto
M

koaMe
©a Ker(e) - M
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2. Objetos diferenciales graduados

Moédulos diferenciales graduados

Definimos los A-médulo diferenciales graduados. Una estructura diferencial graduada
(d.g.) en M € A-Mod es el dato de una descomposicién

(M,d), M =P M,,
nez

junto con una aplicacién A-lineal d : M — M que verifica
d> =0,
d(M,) € M,y (complejo de cadenas)
si d(M,) C M, se llama complejo de cocadenas

Notar : M, := M_,, cadenas <+ cocadenas

Dibujo:
s M M M

Ejemplo del Anélisis en R?
Sea U un abierto de R3,

0 — C=(U) L% (0= (1)) 22 (C=(U))* 2% c>=(U) — 0

Sabemos que Ker(grad)= funciones localmente constantes = R#COMP- CONEXas
También sabemos que rot(grad(f)) = 0y que div(rot(F)) = 0. A su vez, (teorema de
campos conservativos), si U es simplemente conexo, entonces dado un campo F', existe ¢
talq ue F' = grad¢ <= rotF =0, es decir, Ker(rot) = Im(grad).
En geometria diferencial vemos que la cohomologia de ese complejo es exactamente
la cohomologia de De Rham de U Hy,.(U).

Ejemplo algebraico

g € G, g" =1, M un G-médulo (e.g. M = E/k una extensién de cuerpos y G €
Gal(E/k)), denotamos tr, := 1+ g+ g*>+ --- + g !, entonces

s M S M T v S T 0

es un complejo.
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Mas ejemplos

1. Si B es un anillo y A = B/(x), con z central, entonces

0—B-*B— B/(z) =0
es un complejo de B-modulos.
2. A= B/(z,y), z,y centrales,
0—-B-—B®B—B— B/(z,y) >0
b (yb, —xb),
(b,c) — xb+ yc

Nombres

Observamos que
d* =0 <« Im(d) C Kerd

La pregunta natural es cuando se da la igualdad.
Definicién 2.1. Un complejo se dice exacto si Im(g) = Ker(d). Se dice exacto en el

lugar n
o My S My S My S
si Ker(d : M,, = M,,_1) = d(M)
Nombres:

Zn=n-ciclos=Ker(d : M,, — M, ) C M,
B,=n-bordes=d(M,1) C Z, C M,

Zn
H,(M,d) = R M exacto en lugar n < H, (M) =0

n

2.1. La categoria Chain(A)

Si (M,dy) y (N,dy) son complejos, un morfismos de complejos esuna f : M — N
A-lineal t.q.
F(M,) C N, Vn €7

fodu=dyof
Zn, B,y H, son funtores.

Observacion 2.2. Los Limites y colimites: se calculan grado a grado (en particular suma
directa y producto). Idem Ker, Coker. También ser un morfismo es Epi (resp. mono, iso)
si y sélo si lo es lugar a lugar.

Observacion 2.3. A-mod esta incluida en Chain(A), viendo a un A-méduo M como com-
plejo concentrado en lugar cero. Pero también Mor(A-Mod) estd incluida en Chain(A)
via

(f:M—>N)w(---—>0—>Mi>N—>O—>---)
como complejo que ocupan los lugares -1 y 0 (por ejemplo). Veremos luego que este
complejo no es otra cosa que el cono de f visto como morfismo de complejos.
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Ejemplo 2.4. A[0] = A “concentrado en grado cero”,

Homcnain(a) (A[0], M) = Zy C M,
f=f)

0 A 0

L

M, —%> My —%~ M,

Homchain(a)(A[0], =) = Zy(—) no es exacto, luego, el complejo A no es proyectivo en la
categoria de complejos.

Ejemplo 2.5. Consideramos ahora Id, como complejo, mas precisaente definimos el
complejo P por Py = A, Py = A, d = Id,. Calculamos Homcpain(a) (P, —):

(P, d) 0= A4 0
fol ifl
(M,d) My~ My—5M ,—M y— -

Homcnainca) (P, M) = M
(fo, f1) = fo(1)

Homcnain(a)(P, —) es exacto! .. P es proyectivo en Chain(A).

2.2. Lema de la serpiente

Este lema central en algebra homoldgica dice lo siguiente: dado un diagrama conmu-
tativo como el que sigue
xLoy-2.z o0
o bk
0— X' Loy 2 7
con sus filas exactas, entonces se puede definir un morfismo 0 : Ker(c) — CoKer(a)
siguiendo el camino zigzagueante punteado

Ker(a) —'"~ Ker(b) —*~ Ker(¢)

Coker(a) i Coker(b) N Coker(c) y
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y resulta que la sucesion

Ker(a) — Ker(b) — Ker(c) -2 CoKer(a) — CoKer(b) — CoKer(c)
es exacta.

Demostracion. Sélo la indicamos. Como sugiere el dibujo, dado z € Ker(c), lo vemos
como elemento de Z, al ser g epi, existe y € Y : g(y) = z, aplicamos b y obtenemos
b(Y) € Y, pero por la conmutatividad del cuadrado de la derecha y por ser z € Ker(c)
resulta b(y) € Ker(g') = Im(f), luego b(y) = f(z’) para cierto «’. Finalizamos definiendo
§(z) =7 € X'/Im(a). El resto de la demostracién es un chequeo de la buena definicién
de J y de las exactitudes en cada lugar de la sucesion de los niicleos y contcleos. n

Lema de la serpiente y sucesion exacta larga en homomlogia

El lema de la serpiente nos provee del resultado general més importante sobre com-
plejos y sucesiones exactas, que es el siguiente:

Teorema 2.6. 510 — X, = Y, — Z, — 0 es s.e.c. de complejos

00— Xnt1 ! Vo1 —> Znia 0
dx dy dy

0 X, Ly, .2z, 0
dx dy dy

0 X, 1 L=V, , 27, , 0
dx dy dy

Entonces queda inducida una s.e. larga en los grupos de homolgia

o Hoy(2) 25 (X)) I HL (V) 2 H(Z) 2 Hy (X)) = -

Demostracion. Del diagrama con filas exactas

I

0— Xy —> Y1 -2 Zpy1 — 0
dx dy dz

0 X, "ty 4.7 0
dx dy dy

0—>X, 11>V, |, 27, 1 —>0
dx dy dz




se sigue el sgte diagrama (con filas exactas):

Xy S Yy, 9 Zn 0
d(Xnt1) d(Yn11) d(Zn+1)

\LEX PY gl
d(Yy) d(Zy)
le le le

0 — Ker(dX ) S Ker(dY_,) =i Ker(d?_))

Le aplicamos el Lema de la serpiente al diagrama

X, f Yy g Zn 0
d(Xn+1) d(Yn+1) d(Zn+1)
e e
O%Zn—l(X> - n—1<Y)LZn—1(Z)

y obtenemos el morfismo de conexién ¢,, que “pega” las sucesiones de homologia en grado
n con las de grado n — 1

Hy(X) —L—H,(Y)—2—~H,(2)

Xn f Ya g Zn = 0
d(Xn+1) d(Yn+1) o d(Xnga)
dx dy dz

Aplicacion general

Sea (Y,,d) un complejo, queremos calcular H,(Y'). Supongamos que conocemos un
subcomplejo X C Y. O sea, Vn damos un A-submédulo X,, C Y, t.q. d(X) C X.
Queda definido el complejo cociente (Y/X), =Y, /X,, dy/x = d y la s.e.c de complejos

0—-X—->Y>Y/X—0

H,(X) no siempre es submédulo de H,(Y'), H,(Y/X) no siempre es cociente de H,(Y)
por H,(X). Lo que si sucede es que hay una sucesion exacta larga

o= Hy(Y/X) - Hy(X) = Hy(Y) - Hy(Y/X) = Hyp g (X) — -+
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2.3. Operaciones con complejos

Dado un morfismo de complejos f : (M,,d) — (N, d) tenemos los nuevos complejos
Ker(f) y CoKer(f):

(Ker(f)), = Ker(f : M,, = N,,), dger = d|

(Ker(f))n = Nn/f(Mn)7 dcoker = E

También tenemos las operaciones de Suma directa / Producto directo, limites y colimites.
Todas estas operaciones, de alguna manera provienen de operaciones en A-mdédulos. Una
operaciéon propiamente de complejos es la siguiente: dados

(M,,d) € Chain(4Modg), (N,,d) € Chain(gModc)

se define el complejo producto tensorial M ®4 N € Chain(4Mods) como el objeto gra-
duado

(M®AN)n: EB M, ®a N,

pt+q=n
y con diferencial
dim @ n) = d(m) @n+ (=1)"m @ d(n)

Mas tarde veremos la relacion entre la homologia del producto tensorial y el producto
tensorial de las homologias (férmula de Kiinneth).

Otras operaciones propiamente del ambito de los complejos son las siguientes:
Suspension

Ddo un complejo M, se define M[—1], o también denotado XM como “el mismo”
complejo pero trasladada su graduacién en 1 (y es muy conveniente adoptar la convencién
de un cambio de signo en el diferencial)

E(M)n :Mnflu dZM = _dM
M’ o« e e = 'I’LJrl%MTL%MTL*l%'.. ...9M19M09...
EM: ."QMTLQMH—léMT’L—Qé"' ...9M09M_19...

Ejemplo 2.7. Si M € 4Mod es un complejo concentrado
en grado cero = (M) esta concentrado en grado 1

Observacion 2.8. ¥ es un funtor inversible. Estd definido X" Vn € Z

Y(Ho(M)) = Ho(X(M))
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El cono de un morfismo

Sif: M — N, definimos
(C’o(f)) = N, @ (M), = N,, & M,

O(n,m) := (dn + f(m), —d(m))
Verifica 0% = 0, pues
9*(n,m) = 8(dn+f(m), —d(m)) = (d(dn+f(m))+f(—dm), —d(—d(m))) = (d*n+(df — fd)(m), d*m) =

dado que > =0en M y N, vy f es morfismo de complejos, por lo tanto conmuta con el
diferencial. Ademads, claramente hay una s.e.c. de complejos

0—N—Co(f) XM —0

Triangulos:

La sucesion excta anterior se puede continuar indefinidamente a la derecha y a la iz-
quierda, no de manera exacta, ni siquiera como complejo, pero luego veremos que al tomar
homologia dard una sucesion exacta larga. Esta construccién se la denomina “tridngulo”,
por su similitud a la 3-periodicidad (salvo suspension). Se agrega a la s.e.c. el morfismo

f
ML N —~Co(f) —xM

y aplicando X, o ¥~ ! tenemos

=S Co(f) = M % N — Co(f) = SM L XN = SCo(f) = -+

Sucesion exacta larga del cono

Veremos que la s.e.c. del cono de f: M — N
Co(f)=N&; XM
Co(f)n = Nn ® My_1
d(x,m) = (dx + fm,—dm)
0— N —Co(f) > XM —0

que induce ua sucesién exacta larga en homologia, su morfismo de conexién es justmente

f.

Para eso recordamos el uso del Lema de la serpiente : 0 - X - Y — Z — 0~

v Hu(X) = Ho(Y) 2= Hu(2)

/ ) J

d(Xni1) d(Yn+1) 7 d(Xnt1)
Jx bay fdz

0 ‘> Zn—l(X) —> n—l(Y) - n—l(X)

SR ’

anl(X)A nfl(Y)L n71<Z)
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En el caso de la s.e.c. del cono tenemos

v Hy(N) H,(Co(f)) Hy 1 (M)
o .
Nn Np®Myp—1 Mp_1 0
d(Nn+1) d(CO(f)n+1) . d(NnJrl)
7 (0,m)

(f(m),0)
s

0 anl(N ~ Zn71<00<f)) Zn,Q(M)

f(m)
N

H, (N) ———=H,1(Co(f)) — Hn—o(M)
Una relaciéon importante que se deduce de esto es:
Lema 2.9. f: M — N es g-iso <= H.(Co(f)) =0

Demostracion. consideramos la s.e.c. 0 = N — Co(f) — XM — 0 ~» que induce la s.e.l

Hoii(N) = Ho1(Co(f)) = Hoar(SM) Y HL(N) = H,(Co(f))

y concluimos. O

g-isos y homotopias
Definimos la relacin de equivalencia de homotopia entre morfismos de complejos por

Definicién 2.10. Si f,g : M — N son dos morfismso de complejos, decimos que son
homotodpicos, y denotamos f ~ g <= Jh A-lineal tal que f — g = dh + hd

La aplicacién imediata es que si f ~ g : M — N entonces f y g inducen el mismo
morfismo entre las homologias:

Demostracion. Seam € M tal que dm = 0 y h A-lineal talq ue f —g = dh+ hd, entonces
f(m) — g(m) = d(hm) + h(dm) = d(hm) + 0

por lo tanto
[f(m)] = [g(m)] MOD I'm(d)

es decir,
[f]=[9] : Ho(M) = Ho(N)

O

Definicién 2.11. Decimos que dos complejos M y N son equivalentes homotoépicos si
existen morfismos de complejos ¢ : M — N y b : N — M tales que

pop ~lIdy, Yoo ~Idy
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Observamos que equivalencia homotdpica implica quasi-isomorfismo, pero las nociones
no son equivalentes.

Ejemplo 2.12. Tomamos los complejos Py M:

P ---—>O—>ZE>Z —0—=...

M: - -—=-0—=20—>2Zy,—>0— ...

tienen misma homologia (no nula), pero Homcnain(z) (M, P) = 0!
Sin embargo, existe un morfismo en el otro sentido f : P — M

0—>7Z-2-7 0
ol b
0—>0—>Zy—=0

que induce un isomorfismo en homologia.

Si queremos calcular homologia, queremos complejos a menos de g-is, que es mas débil
que a menos de homotopia.

Nombres

Si en (M,,d) 3h t.q. hd + dh = Idy, = H.(M) = 0, en ese caso diremos que M es
contrdctil. Si s6lo sabemos que Ho(M) = 0=aciclico, diremos que M es aciclico.

Ejemplos:

Para un complejo de longitud dos:

0 — X — Y — 0 contractil o acicilo es lo mismo

Sin embargo, para un complejo de longitud 3:
0=-X—=Y—=>272-0

ser aciclico = exactitud, mientras que contractil = la s.e. se parte.

2.4. Complejos contractiles y funtores aditivos

Consideremos una s.e.c.
0—-X—->Y—>272—-0

una s.e.c. en A-Mod, y F': A-Mod— Z-Mod. una pregunta natural es si
0> FX)—=FY)—=F(Z)—0

una s.e.c.
Supongamos F' ditivo, es decir, F'(f + f') = F(f) + F(f’), luego F(0) = 0,

= 0—-FX)—=>FY)—>F(Z)—0

es un complejo. Cuanto vale su homologia?
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Si (M,,d) es contrdctil, con homotopia h y F' es aditivo, entonces (F(M),, F'(d)) es
contractil con homotopia F'(h), pues

dpmF'(h) + F(h)dpa = F(dar)F(h) + F(h)F(d)

— F(dyh) + F(hdy) = F(dyh + hdy) = F(Idy) = Idpy

Luego, todo funtor aditivo manda complejos contréactiles en complejos contractiles.
En particular, sucesiones exactas que se parten en sucesiones exactas. El problema de
preservar la exactitud aparece al calcular F' en las sucesines exactas que no se parten.
Para estudiar el comportamiento con respecto a la exactitud se define el funtor derivado
a F.

2.5. Funtores derivados: Estrategia

Como las suesiones exactas de modulos proyctivos siempre se parten, y ahi los funtores
(aditivos) siempre preservan exactitud, una estrategia es reemplazar M € 4Mod por un
complejo mejor comportado, lo que se denomina una resolucion proyectiva:

M~ (P —>P,— =P —P—M—0)

Es decir, un complejo exacto con P, proyectivoVn > 0.
Tenemos entonces un morfismo de complejos, que es un g-is

(P,d) +++—>Ppiy—>Py—>—=P —Py—=0

J

s 0—=M —0

Podemos pensar que P, s un reemplazo qusi-isomorfo de M en Chain(A). Si aplicamos
F en P, (en vez de en M) se define

L,F(M) := H,(F(F,))

Esta definiciéon en principio depende de la resoluciéon proyectiva. Cabe preguntarse,
hay funtorialidad? Es decir, i f : M — N, podemos definir un morfismo de resoluciones
asociado a f7

Pagt—= Py s Py — Py M —= 0
T ? X ? if
v v v v
Qni1 Qn e Q@1 Qo N 0
Buena definicién (1): hay algtin tipo de unicidad del levantado de f7
P, P, P, Py M 0
o Qni1 Qn e Q@1 o N 0

Buena definicién (2): Hay unicidad de resolucién, a menos de homotopia? si tene-
mos dos resoluciones, seran equivalentes homotoépicas? Si supieramos que el levantado de
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un morfismo f es tnico a menos de homotopia, al considerar dos posibles resoluciones,
levantando la identidd de M tendriamos morfismos de comparacién entre los complejos

P P, e P Py M 0

[ e " ild
@nt1 Qn T Q1 Qo M 0

Jomet o o e
P, P, P Py M 0

y si los componemos

P,y P, cee Py By M 0

9n+1fn+1\L lgnfn lglﬁ igofo J/Id
P,y P, e Py B M 0

tendriamos un morfismos que levanta la identidad. Pero claramente la identidad de P,
también levanta la identidad, luego, sabiendo que el levantado es tinico a menos de ho-
motopia podriamos concluir

gf ~ Idp,
y con argumento similar también fg ~ Idg,.

Estos lemas de unicidad a menos de homotopia son ciertos, los mostraremos mas
adelante. Nos permiten concluir que P, = P(M) bien definido a menos de equivalencia
homotdépica (i.e. a menos de iso en H(A)), y fijadas resoluciones P, y Qo de M y N, esta
bien definido

f:M— N~
~ fo : Po — Qo € Hom’H(A) (Po7 Qo) - HomChain(A)(P7 Q)/ ~
Proposicion 2.13. Si F' es exacto a derecha, entonces
LFy(M) = Ho(F(F,)) = F(M)
Demostracion.
L.F(M) = Hn<---FPn+1 S FP, - FP, = FPy — 0)
a partir de una resolucion

=P =P—-F—=M=0

tenemos

dy do

P P M 0
usando que F' es exacto a derecha, tenemos lasiguiente sucesion exacta:

(d1)

F(do)

FPR FM 0

(%) Fp -
. F(dy)
Concluimos FM = CoKer( Fp—= FPF ) =

Hy (' FPuyy = FBy = - = FP = FPy = 0) = LyF(M)
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El ejemplo més importante que veremosde funtor derivado a izquierda es:

Definicién 2.14. | Tor (M, N) = L,(M @4 —)(N) = H,(M @4 P.)

2.6. Lemas de levantamiento

Lema 2.15. Sea f: M — N y consideremos un diagrama con

P; proyectivos . Pn e P, PO M 0
7 ? X J/ f
\i y v
exacto ce Qn ... O Qo N 0

Entonces 3 {f, : P, — Qn}n>o que completan el diagrama con todos los cuadrados
conmutativos.

Demostracion. El caso f; lo indicamos esquematicamente:

jb : fﬁ dl f% —,4? M 0
| .
frimfodo! 1% lf
Y
Ql X QO 9o N 0

su existencia se debe que Jy es epi y a que Py es proyectivo. Ademas, como el cuadrado
queda conmutativo, vemos que Jy o f1 od; = fodyod; =0, luego, la imagen de f; o d;
estd contenida en el nicleo de dy, y como el complejo (), se lo suponia exacto, coincide
con la imagen de 0;. Podemos co-restringir a la imagen de 0; y continuar inductivamente.
Concretamente:

Inductivamente suponemos definido hasta f,, con los cuadrados conmutativos:

dn+1
Pn+1 Pn

por la conmutatividad del tltimo cuadrado, con el argumento anterior podemos restringir
a la imagen de 0,_1 y tener un diagrama

dn+1 dn
Pn+1 Pn Pn,1 e
fnodn+1
Iny1= fnodn+1 [7n 7b+1 Fro1 |
11—
8n+2 n+1 an Qn 1
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Lema 2.16. Unicidad del levantado a menos de homotopia: { f,, }n>o0 levanta al 0= f ~ 0

e Py ——> By P By M ——0
ifnmn lfn h J{fl ho lfo 0 lo
2 & ¥ e ¥ s
T Qn+1 Qn t Ql Qo N 0
Demostracion. caso 0
p—" op % o
ho? fo h-1=0 0
A

1 o Qo % N —0

Queremos ver dh + hd = f. En el caso de fy, si tomamos h_; = 0, buscamos hg tal que
O1ho + 0dy = fo, es decir, que
Orho = fo

Notamos que el cuadrado de la derecha conmuta, luego I'm(fy) C Ker(partialy) = Im(0,),
asi que si corestringimos fy y 0; a la imagen de 0, la existencia de hg se debe a la
proyectividad de F.

Paso inductivo:

dn+1 dn
PnJrl Pn Pnfl
hn+1? ‘/fn«i»l hn fn hnfl fnfl
s /
_
Qn—i—Z Onio Qn—i—l Ot Qn O Qn—l

Asumimos valida la férmula f, = 0, 11hn + hy,_1d,, buscamos h,, 1 tal que

Jot1 = Onya(hni1?) + hpdyiq

Esto es equivalente a
fn+1 - hndn+1 = an+2(hn+1?)
—_—
g

Notamos que g : P11 — Qny1 verifica Im(g) C Im(0y41) = Ker(0,4+1) pues
an—i—lg = an—i—l(fn—H - hndn—f—l)

- n+1fn+1 - an—i—lhndn—H

por conmutar el ultimo cuadrado queda

= fndn—i—l - an-l—lhndn—}-l

y sacando factor comun
= (fn - anJrlhn)dn+l
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Pero por hipétesis inductiva f,, = 0,11hy, + hy_1d,, luego,

(fn - an+lhn)dn+l - (an—i—lhn + hn—ldn - an-l—lhn)dn—‘rl

= hn—ldndn—l—l = hn—lo =0

y concluimos la existencia de h,,1 por la proyectividd de P,.. O

Corolario 2.17. Unicidad de resolucion a menos de equualencia homotopica

PP, PPy M——0
ifnﬂ lfn J/ﬁ lfo Id

w = Qnt1 @n (@1 Qo M 0
TR

PP PPy M——0

P, —P, PPy M——0

gn+1fn+1i

o
s}
3
Ea
-
s}
Iy
\’5
oy
-
s}
S
>
-
—
(oW

s ST |

3
~
v
=
(@n)]

Corolario 2.18. Si un complejo P, es exacto, tiene todas sus componentes P, proyectivas,
y P, =0 para n << 0, entonces es contractil.

Demostracion. Consideramos
o= P=- =P, —=-0=0—=---

un complejo con esas propiedades. A menos de suspencién, podemos asumir ny = 0.
Observamos que este complejo es una resolucién proyectiva del médulo M = 0. Utilizando
la unicidad del levantado, vemos que tanto el morfismo 0 como Idp, levantan a 0 = Id,,
luego Idp, ~ 0. O]

Volviendo a los funtores derivados, concluimos, P, = P(M) bien definido a menos de

equivalencia homotdépica (i.e. a menos de iso en H(A)), y fijadas resoluciones P, y Qo de
M y N, esté bien definido
f:M — N~

~ fo i Po = Qo € Homyay(Pe, Qo) = Homcnain(a) (P, Q)/ ~

Es decir, tomar una resolucién da un funtor, definido a menos de iso tinico
A— Mod — H(A)
M — P(M)
f = {fatnzo
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Recordamos que si N4, 4 M, entonces
Tor(N, M) = H,(N ®4 P.)

donde P, — M — 0 es una resolucién de M como A-moddulo.
Como P, - Py — M — Oesexacta= NP, - NQs Py > N®4 M — 0 también
= Tory' (N, M) = Hy(N ® P,) =
A

A A A A

Pero Tor’ (N, M) con n > 0 son funtores “nuevos”.
Ejemplo 2.19. A = k[z,y], M = N = k con p(z,y)-1 = p(0,0). Para calcular Tor? (k, k):

P,—-k—=0: 0=-A—A0A A k 0

pr— (yp, —zp) pr——=p(0)

(f,9)—=xf+yg

k’@AP.Z
0—~kRA =k ABEQA—=k®A—0
AN A N A AN
v v v
0 k kok k 0
o Tor(k k) =k & k, Torg (k, k) = k.

Veremos luego las siguientes propiedades:
o)+ X =Y -7 —0s.ec. de A-mod = VNy4:

-+ >Tor{'(N, X) = Tor{(N,Y) = Tor}(N, Z) > N@ X = NRY = N® Z =0
A A A

e Tor deriva ® en las dos variables:
A

Tor? (N, M) = H,(N @ P(M))

I

Hu(P(N) & M) = H(P(N) @ P(M))

e Cilculo de algunas resoluciones funtoriales (P(—) : A-Mod— Chain(A))
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3. El funtor ® y su funtor derivado: Tor

Definicién 3.1. M4 es playo si M ® — preserva monomorfismos.
A

Observacion 3.2. M playo <= M ® — preserva s.e.c. ( <= M ® — preserva exactitud)
A A

Proposicién 3.3. My es playo < Tor’ (M, —) =0V¥n > 1 & Tor] (M, -) =0
==>) dado 4N, encontramos P, — N resolucién, = M ®4 P, es exacto donde P, lo
es = Tor, (M, N)=0Vn > 1, y en particular para n = 1.

<)Si f: N - N es mono, = 0 - N 5N S Coker(f) — 0 es una s.e.c. y
utilizandola s.e. larga

.o — Tor{(M, Coker(f)) _>M®N@M®N’—>M®Coker(f) — 0
A A A

y concluimos que f ® Id es mono porque Tor; = 0.

Observacion 3.4. Sea 0 — M' — M — M"” — 0 s.e.c. = VN tenemos una s.e.larga

Tors(M", N) — Tort(M',N) — Tor{ (M, N) — Tor{'(M",N) — M @ N

Concluimos que la playitud tiene el sigueinte comportamiento:

M", M playos = M’ también,

M', M" playos = M también, sin embargo

si M', M son playos, no esté claro que M"” lo sea necesariamente: Ejercicio: encontrar
contraejemplo.

Observamos también que 3 playos no proyectivos, e.g. Q no es Z-proyectivo, pues no
es libre!

Limites filtrantes

Un poset (I, <) se dice filtrante < Vi, j € [ Fk:i,5 <k
Ejemplo 3.5. Todo M € A-Mod es limite filtrante de sus submédulos f.g.

Lema 3.6. (Ejercicio adicional guiado para el hogar)
en un limite filtrante (de A-mddulos)
1) welimM® = Fip : w € Im(M*™ — limM?*)
—I ) —1 ]
Q)mEMZO,m+—>O€1LHI1M1:>EIj2iO:mr—>OGM3.

mr M HmM: >0

N —TI
N 7
i<y s

-~ s
\ s
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Observacion 3.7. si (M',d") es un sistema directo de complejos, tomando homologia
tenemos otro sistema directo y flechas

Mi—lmM?  ~  H,(M’)— H,(limM?)
—

= o |
M, H, (M)

por lo tanto hay una flecha natural entre el limite de las homologias y la homologia del
limite imH,,(M*) — H,,(limM?).
— —

Proposiciéon 3.8. si (I,<) es filtrante entonces el morfismo anterior es un iso
limH,(M") = H, (imM")
— —
Demostracién. w € limM', = w viene de un m € M" (y por lo tanto dw viene de dm).
H
Si ademéds 0 = dw = d(m) = 0 en algun M’ con j > i.
= lmZ(M?) — Z(lmei> es epi.
— —
M7 3 1icj(m) = w
= imH(M?) — H(h’m]\/[i) es epi.
— —
Si HmH (M) > [5] — 0 € H(lmei)
— —

[n] viene de un [m] € H(M"), y [m] — 0 en H <limM ">; entonces [m| va a parar a
—

alguien que es d(u), pero p viene de un m’ en M7.
Existe algtin k > 4,5 / m y m' estdn en M*, y m — dm’ va a parar a cero en limM®.
—

Entonces, en algun M* van a parar a cero, luegoentonces

[m] =0¢€ H(M")
Concluimos que lfmH (M V— H (h_r)n]\/[ ’) es inyectiva. O
Corolario 3.9. Tor conmuta con limites filtrantes

Demostracion. Si (I,<) es filtrante y ({M"}ier, {ti<j}) es un sistema directo de A-médu-

los indexado por (I, <), para calcular Torﬁ HI?M,', N | resolvemos N
_>

Qe — N —0

Entonces
Tor? (lmei; N> = H, (ﬂimMi) ®4 Q')
] —I

como — ®4 ) conmuta con limites directos arbitrarios

~ g, (h'm(zm ®4 Q.)) ~ WmH, (M; @4 Qu) = imTorA(M;® 4, N)
—T —TI —TI
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Recordamos M playo <= Tor{ (M, N) = 0 para todo N, a partir de lo anterior
podemos mejorar esta caracterizacion:

Corolario 3.10. M playo <= Tor{(M, A/I) =0 VI C A ideal a izquierda.

Demostracion. <): Cambiando A/I por otro médulo isomorfo, asumimos Torf (M, N) =
0 para todo N ciclico.
Sea N f.g., N = (x1,...,x1). Se tiene una s.e.c.

0— (x1) > N —= N/{(z1) =0
Notar
N/(x1) = (T1, T, ..., Tk) = (T, ..., Tk)
se puede generar con k — 1 elementos. Como N = (z1) = A/, tenemos que
Tor{ (M, (z1)) = 0 por hipétesis
Tor (M, N/{x1)) = 0 por hipétesis inductiva
= Tor{{(M, N) = 0 por la s.e.larga

.o — Tor(M, (z,)) — Tori (M, N) — Tor{(M, N/{zy)) — - -

- Tord(M,N)=0VN fg.
Si N es arbitrario = N = limN’ con N’ C N f.g. es filtrante, luego
ﬁ

Tory' (M, N) = Tor{ (M, imN") = limTor{ (M, N') = lim0 = 0

—

Tor y torsion

Ejemplo 3.11. z € A sin torsién a izquierda (ax = 0 = a = 0), Tori (M, A/Az) se
calcula por:
Resolvemos N = A/Ax via 0 -+ A5 A — N — 0, luego

Tord(M, N) = H, (M A (0 A5 A 0))

%H.<0—>M—>‘xM—>0>

= Tor (M, A/Ax) = M® = {m : mz = 0}= z-torsiéon de M. Si M es playo y A integro
= M no puede tener torsion.

Ejemplo 3.12. Si A es dip, entonces M playo <= M no tiene torsion.
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3.1. Complejos dobles y Tor derivando la otra variable

Introducimos la herramienta de los complejos dobles, interesante en si misma, la apli-
caremos para ver que da lo mismo calcular Tor (M, N) resolviendo a M, o a N (o a
ambos a la vez).

Definicién 3.13. Un complejo doble de A-médulos M = (M,,,dy, d,) es un objeto
bigraduado con dos diferenciales que anticonmutan:

M= M,,

P,qEL

con diferenciales “horizontales y verticales” dj, y d,:
dp = Mpg = My g1, di =0

dy: Myy — My 14, d7 =0
dydy, + dpd, = 0

Gréaficamente lo representamos como

dh dh dh dh dh
< M2 -1 < M270 < Mg’l M272
dy dy dy dy
dh dh dh dh dh
<;M1 _1%M170%M171 ML?
dy dy dy dy
dp dn dp dp dn
~— My, _1<~— Myog<~— My, Moo
dy dy dy dy
dp, dn dp dp
<My g S Moy Mgy < Mgy <—

Los complejos dobles forman una categoria de manera natural definiendo como morfismos
los morfismos bigraduados que conmutan con d, y dj.

Observacion 3.14. El ntcleo y conucleo de un morfismo bigraduado resultan naturalmente
bigraduados, y el nicleo y conucleo de un morfismo de complejos dobles son también
complejos dobles.

Definicién 3.15. (Complejo total asociado: la diagonal) Dado un complejo doble, se
define el complejo total como

Tot(Ma.), == €D M,
ptq=n
con diferencial:

drot(Mmpq) = dym + dym € Tot(M)piq—1
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Gréficamente:

TOtl N
AN N
N N
AN N
dp > dp > dp, dp, dn,
S My, Moo M1 M 5
~N N
> ~ dv > ~N du\ N dv dv
d dn ~ ay dy d
h N
o 1 Ml,O Ml’l MLQ
> ~
~N ~ N
~ dy ~ dy > ~ dy > dv
dn > dp > i~ d
h h A h h h
— Mo My Mo 1 ~Mo 2
~ - ~ X N
~ - dy ~ - dy N - dy ~ - dy N }
dn o> d dy dp ~
<~ M_T ] <— M:I\,O < ]\411\1 -~ M_l,g S
~ ~ ~N ~N N
~N ~N ~N N
~ ~N ~N N
~N ~N ~N N

Definicién 3.16. Decimos que 0 = M,e —f Nyo =9 Ree — 0 es una s.e.c. de complejos
dobles si f y g son morfismos de compejos dobles y todo p, g

0= M, LN, LR, —0
es una s.e.c. de A-médulos.

Ejercicio: un s.e.c. de complejos dobles determina una s.e.c. de complejos usuales

0 — Tot(Mas) 5 Tot(Nes) % Tot(Ras) — 0
Como consecuencia inmediata tenemos:

Corolario 3.17. Una s.e.c. de complejos dobles O — M, —f Nyo =9 Ree — 0 induce
una s-e-larga en la homologi de sus totales.

Una clase importante de coplejos dobles son los que estan soportados en algtin cua-
drante. Por ejemplo, si un complejo tiene componentes eventualmente no nulas en posi-
cion:

dp, dn,

dp, dn,

dy dy dy
dp, dp
Moy o Mo 4 Moo

dp,

se denomina un complejo doble en el primer cuadrante. El resultado mas importante
sobre complejos dobles que utilizaremos es el siguiente:

Lema 3.18. Si M,, estd en el primer cuadrante y sus columnas son exactas = Tot(Mee)
es exacto.
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Demostracion. Haremos una demostracion grafica. Supongams primero que el complejo
tiene una cantidad finita de columnas:

¢
!
#
¢

¢
!
f
¢

¢
!
%
¢

¢
!
i
¢

O<— 0 <0< 0 <— @0 <—

!

O<—0<—0<— 0<— @0 <—
0O<—0<—0<—0<— 0 <—

!

O<—0<—0<— 0<— 0 <—

!
#

en caso de haber una sola columna, el resultado es obvio. Si no, podemos considerar una
s.e.c. de complejos dobles que representamos esquematicamente de la sigueinte forma:

_) “ e %

¢
¢
f
¢
!
#
¢

¢
!
#
¢
!
#
¢

¢
!
%
¢
!
%
¢

oeaeoeoeoe
!
f
!
!
#
!

0O<—0<— 0 <— 0 <— @0 <—
0O<—0<— 0 <—0<— @0 <—
0O<— 0 <— 0 <— 0<— @0 <—
0O<—0<—0<— 0<— 0 <—

!
#
¢

s < O < O

¢
¢
#

donde vemos que la primera columna es un subcomplejo, y que el complejo cociente
se identifica al complejo al que se le ha borrado la primera columna y eliminado los
diferenciales que figuran punteados en el diagrama.

Recursivamente, el complejo de la derecha es exacto pues sigue teniendo sus columnas
exactas y tiene una cantidad menor de columns que el del medio. El resultado se sigue
entonces de la s.e.larga.

Si ahora un complejo del primer cuadrante tiene una cantidad arbitraria de columnas
no nulas, observamos que al calcular H, (Tot(C,,) s6lo intervienen las primeras n+1
columnas en el calculo por lo que podemos considerar que el calculod e H,, lo realizamos
en el subcomplejo de las primeras n+1 columns, y éste es aciclico porque tiene uan
cantidad finita de columnas. O

Observacion 3.19. Un resultado analogo es vélido intercambiando, en ls hipdtesis, filas
por columnas.

Aplicacion: Tor derivando la otra variable

Sean
= Q= Q1 = Qo= AN = 0

i s Py P> Py 5 My —0
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y consideramos el diagrama:

| / | |

N ®a Ps Qo ®a P3<— Q1 @4 P3<— (2 @4 Py <
N®¢AP2 QogA%tegAPgnggAPge
NOAR Qi Pi— @R Qatarie
N®¢AP0 CQO@J)/APerlgAlDerQG@APoe

QoA M-<——0Q1 R4 M~<—Qy R4 M <~

Si consideramos el complejo doble junto con la columna de la izquierda + el agregado del
diferencial dado por la flecha €, sus filas son exactas (porque se tensoriza con proyectivos,
que son playos), por lo tanto el total es aciclico. Pero, a menos de suspension, ese total
coincide con el cono de la plicaciéon inducida por e. Esto dice que el morfismo € ® Idp,
es un quasi-isomorfismo. De manera analoga, el cono del morfismo Idg, ® 1 nos da el
complejo doble “completado” con la fila de abajo con M, que tiene columnas aciclicas
(pues vienen de tensorizar con los () que son proyectivos, luego playos), por lo tanto (total
de) el complejo doble también es quasi-isomorfo al complejo dado por la fila de abajo.
Concluimos que la homologia de la columna de la izquierda es isomorfa a 1 homologia de
la fila de bajo. Es decir,

Ho(N ®4 P,) = Hy(tot(Qe @4 Po)) = He(Qe @4 M)

3.2. La formula de Kunneth

Relacionaremos, para dos complejos (Xa,d), (4Y,d) en situacién favorable, la ho-
mologia del producto tensorial con el producto tensorial de sus homologias. Primero
observamos que si

dr =0, dy = 0 entonces d(x @ y) = 0.

de=0,y=dy =2 2xQy=2dy = +dlz®Yy)

r=dr',dy=0=zrzy=di’ @y=dz®vy)

.. estd bien definida H,X x H,)Y — H,,(X ®4Y), es bilineal y balanceada, por lo
tanto, para cada n 3 flecha natural

P HX@HY - H(XQY)
A A

p+q=n

Puede ser un iso en general? Nolll Si X, = P,(M) es una resolucién de un médulo M,
X, esexactosalvoen 0,y si Y = N (un médulo visto como complejo concentrado en grado
cero), tambien es exacto salvo en 0, pero X ®,4Y = P(M) ®4 N calcula Tor? (M, N)!

A veces es un iso? si, a veces:
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Teorema 3.20. (Formula de Kinneth) Supongamos ¥n B(X), es proyectivo y Z(X),
es playo. Entonces el morfismo natural anterior estd en una s.e.c.

0—~ @ HX9HY—~H, (X ® Y) — @ TolH,X, HY) =0

p+q=n p+g=n—1
Ejemplo 3.21. A =k un cuerpo = el morfismo natural es un iso.

Ejemplo 3.22. A =7 (o un dip) y X,, libre Vn (e.g. X= el grupo abeliano libre en un
conjunto simplicial) = B,(X) y Z,(X) son libres ¥n (sobre un dip, submédulo de un
libre es libre) = vale la férmula de Kiinneth.

Ejemplo 3.23. Existen morfismos (Eilenberg-Zilber) C:™(X x Y) <:>I;Cfi”9(X) ®z CEM(Y)

FG =1d, GF ~ Id. Por lo tanto, la formula de Kiinneth implica, en el caso A = Z, una
relacion entre la homologia singular del producto cartesiano de espacios topolégicos y el
producto tensorial de sus homologias.

Ejemplo 3.24. Sea k un anillo conmutativo, y consideramos
0— k[z] 5 k[z] =k —0
es exacto, y los submédulos de ciclos y bordes son o bien cero, o bien libres. Llamando
X = (0 — klz]e; KN klx] — 0) (k[z] en grados 0 y 1, d(e;) = x), entonces
Hi(X) =0, Ho(X) =k
y en X también los ciclos y bordes son o bien 0 o bien k-libres, por lo tanto se puede

tensorizar con X y usar la féormula de Kiinneth. Pero més atin, como H.(X) es o bien
cero o bien k-libre, el término de Tor; es cero, y la formula de Kiinneth da un isomorfismo

P H,(X) @ Hy(Y) = Hy(X @, Y)

ptg=n

para cualquier complejo de k-médulos Y. Si tomamos Y = (0 — k[yles > k[y] — 0)
entonces
X QY 20— klx,yletes — klz,yler @ k[z,yles — klx,y] — 0
d(erey) = xey —yes, d(er) =z, d(ex) =y

Resulta un complejo exacto en grados positivos en con homologia k en grado cero, luego,
este complejo nos da una resolucion k[z, yl-libre de k.

Observacion 3.25. Un argumento inductivo provee de una resolucién de k como k[xy, . .., z,]-
modulo que estudiaremos mas tarde, llamada la resolucion de Koszul.

Ejemplo 3.26. Sean A y B dos k-algebras y supongamos k cuerpo. Consideremos M 4,
AN Mp, gN', entonces (® = Q)

M ® M’ es un A ® B-modulo a derecha,

N ® N' es un A ® B-modulo a izquierda, y

Tor}*P(M ® M', N @ N') = Tor (M, N) ® Torl (M', N')
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Demostracion. Ejercicio 1) P, — M, P, — M’ dos resoluciones, entonces P® P’ resuelve
a M ® M’ (usamos Kiinneth),
Ejercicio 2)
(PP) @ (N®N)=(PoN)® (P'®N')
A®B A B
/ / / /
pep) @ men) e (pon) e @ @n)

Ejercicio 3)

]

Teorema 3.27. (Formula de Kinneth) Supongamos ¥n B(X), es proyectivo y Z(X),
es playo. Entonces el morfismo natural anterior estd en una s.e.c.

0— @ HXQHY ~H(XOY)—~ @ Torl(H,X,HY)—0
pF+q=n pt+g=n—1

Demostracion. Sea X un complejo, H,(X) = Z,(X)/B,(X)
0— (Z(X),0) > (X,d) = B(X)[-1] =0
es sec de complejos. Vp

0—= Z,(X) —= X, —* B, 1(X) —0

es s.e.c. de A-médulos (a derecha)
Como supusimos B, (X) proyectivo Vn = (lugar a lugar) se parte. Si Y, es un complejo
(de A-mod a izq) = Vq

0—=Z,(X) V2% X, o Y 2208 (X)) @Y —=0

es exact y también

00— (Z(X)®Y)y = (X 2 V)X B(X) @Y )1 —= 0

0— (Z(X)®Y), = (XY, LY BX)®Y)us —0
0— (Z(X) DY )1 = (X @Y)y TEY(BX) @Y )y —=0

Concluimos una s.e.c. de complejos

dx ®Idy

0—=Z(X)QY =XV ZZ2B(X)@ Y[-1] ——0

= s.e. larga en homologia

= Hy(Z(X)®Y) = Hont (X ©Y) = Hypt(B(X) @ Y[-1]) —
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- H,(Z(X)®Y) > H,(X®Y)— H,(B(X)®Y[-1]) — ---

o> Ho(Z(X)®Y) > Ho (X ®Y) = Hy(B(X)[-1]®Y) —
- H,(Z(X)®Y) > H,(X®Y)—> H,(BX)[-1]®Y) —
Obervamos: para W =2 6 B

H,(W&Y) =P H, (W, ®Y)

y si Z es playo (B era proyectivo, luego playo también), para W = Z 6 B
H,W®Y) =W, ® H,p(Y) = (W H(Y)),
p

Tambien es claro que H,+1(B(X) ® Y[—1]) = H,(B(X)®Y).
la suc.

= Hop(Z(X)@Y) = Hypt (X @Y) = Hyy(B(X) @ Y[-1]) —

S Ho(Z(X)®Y) = Hi(X ®Y) = Ho(B(X)[-1]®Y) —

queda
> P B, @ Hyy(Y) =

p

P2z, H,,(Y) = Hi(X®Y) = P B, ® Hy1p(Y) =
p

p

Pz, @ Hiy (V) — -

p

como tensorizar es exacto a derecha, el conticleo de

D By Hup(Y) = D 2, @ HuplY)
P P
es @, Hy(X) ® H,—,(Y) por lo tanto, la sucesién

P B,@Hu V)= @D Z,@Hyop (V) = HAXRY) = @D By@Hyo1-p(Y) = €D Zy@ Hoe1(Y)

nos da

0=EP Hy(X) @ Hyp(Y) 5 Hi(X @Y) @D B, ® Hy1p(Y) =P Z, ® Hy1(Y)
p p p
A su vez, la imagen de la segunda flecha, es el niicleo de

P By HoeroV) = D 2, Hrry (V)

p

41



Para calcular este ntcleo, considermos la s.e.c.
0—B,— Z,— H,(X)—0
que, al tensorizar con H,(Y) da la s.e.l.
Tory(Z,(X),H,(Y)) = Tory(Hy(X),Hy(Y)) = By2H(Y) = Z,@Hy(Y) = Hy (X))@ Hy(Y) =0
pero como habiamos supuest Z, playo,
Tory (H,(X),Hy(Y)) = Ker(B, ® H)(Y) = Z, ® H,(Y))

luego

@D Tor, (H,y(X), Hyep(Y)) = Ker <@Bp © HoY) = P27, ® Hn_p(Y)>

p p

0= @ H,(X) ® Hyop(Y) = Hy(X @Y) — @ Tors (Hp(X), Hy1p(Y)) — 0

p

es una s.e.c. También la podemos re-escribir como

0= (HX ® HY), - H,(X ®Y) = @Tor(H,X, Hy-1-,Y) = 0

p

Casos particulares:
Si A = k es un cuerpo, entonces
H (X))@ HJ(Y) X H (X ®Y)

En general, si A es arbitrario y si (BX proy, ZX playo y) o bien H(X), o bien H(Y)
playo =
H.(X) <§> H,(Y) > H, (X <§> Y)

Un caso de interés topologico: cuando se calcula el complejo singular de un espacio
topolégico V', Se(V, A)=A-médulo libre en los simplices en V|
H™(V, A) == Ho(S.(V, A))

Es claro que
Su(V.A) = 5.(V,Z) 3 A

y X =8.V,Z), B(X)y Z(X) son Z-libres. Y = A, H,(Y) = Hy(Y) = A.
Llamemos H,V := H™(V,Z), entocnes existe s.e.c.

0— H,V &z A— H"™V,A) = Tor?(H,_,V,A) —= 0

x.¢j. si H,(V) tiene p-torsién = H:7Y(V,Z,) # 0.
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3.3. Aplicacion: resolucion de Koszul para polinomios

Desarrollaremos el ejemplo [3.24] En est secciéon A = k[zy,...,x,], M = k (via eva-
luacién en cero), es claro que

n
Ker(evg: A — k) = (z1,...,2,) = ZAxi
i=1
por lo tanto la siguiente es una sucesién exacta a derecha:

?---—>@Aei—>A—>k—>0

i=1
e, — I;

Para cada k > 0 tomamos (Ko, = A) K} el A-médulo libre de rango (}), con base los
simbolos ¢;, - - - ¢;, donde 1 <7; < iy < --- <1 < n,y el diferencial dado por

. no.__ n
d:Kp = P Aei--e, = Ky
11 <<l
eil o o eik — xileig o o eik — xi2ei1€i3 .. .eik + [N

k

_ j+1 —~

= (1 e, 6 e
j=1

Proposicién 3.28. (Resolucion de Koszul) El complejo anterior da una resolucion de k
como A-maodulo.

Demostracion. Notamos primero que el objeto recién definido termina de la siguiente
forma:

%@k[wl,...,xn]ei—>l€[:p1,...,a:n] — 0
i=1

y claramente
d(@k[ml, . ,xn]ei> = ZmiA = (21, x,) = Ker(ev: A — k)
i=1 i=1

por lo tanto el conticleo de la tltima flecha es k. Para ver que es un complejo (i.e. d*> = 0)
y que en grados superiores es exacto, usamos la féormula de Kiinneth para

X =0— klx)eg 2% klzo) — 0
que es un complejo con homologia cero en grados positivos y Hy = k, e
Y =K}

Mostraremos que X,®Y, = K" v asi concluiremos la proposicién por induccién usando
la férmula de Kiinneth, siendo el caso n = 1 el complejo X donde el enunciado es obvio.
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Calculemos el producto tensorial de los complejos:

XeYh=P X, 0K =X K PXio K,

pt+q=k
:k[xo]@)( @ k[ml,...,wn]ei1-~-eik) @k[:vo]eo@( @ k[xl,...,xn]eil---eikﬂ)
11 <<, 1< <lp_1
= ( @ k[xo,xl,...,xn]e(]@eil-~eik>@( @ k[ﬂco,xh-.-,ﬂ%]eil-~~eik71)
1< <ip 1< <tp_1

que claramente es isomorfo a K,?H simplemente renombrando las variables desde 0 a n,
y con la correspondencia

ey ® €y €y 7 €0 €4y

Dejamos como ejercicio chequear que los diferenciales se corresponden, con todos sus
signos incluidos. Concluimos que K™™' es un complejo (d* = 0).
Como X, tiene ciclos y bordes k-mddulos libres, podemos usar la férmula de Kiinneth

0— (HX®HY), — H(X ®Y) — &Tory(H,X, Hi_1_,Y) = 0
p

Pero como H,(X) =0si ¢ # 0y Hyo(X) =k, el lado izquierdo de la s.e.c. es simplemente
k @ Hy(Y'), mientras que el lado derecho, cuando p # 0

Tory (H,X, Hp—1-,Y) = Tor1(0, Hi—1_,Y) =0
y cuando p = 0 también pues
Tory(Ho X, Hy_ 1Y) = Tory(k, H,—1Y) =0
pues k es k-libre, luego playo. Concluimos
Hy(KJ™) = Hy(Xo ® KJ) = k@ Ho(K])

y por hipétesis inductiva Hy(K7}') = 0 para £ > 0, y k para ¢ = 1. H

3.4. Exactitud en s.e.c. vs exactitud general

Proposicion 3.29. Sea F' : A-Mod— 7Z-Mod que manda s.e.c. en s.e.c., entonces pre-
serva exactitud.

Demostracion. Sea Y —2=X —% =7 tal que Im(f) = Ker(g). Consideramos

Ff Fg

Y

FX Fz

queremos ver que Im(F f) = Ker(Fg). Observamos que como F' es aditivo y F(0) = 0,
ya sabemos Im(F f) C Ker(Fg).
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Primero, vamos a reducir al caso g epi: Llamamos ¢ (g co-retringda) a la “misma”
g pero vista de Y en su imagen,
g Y = g(Y)

y llamemos 7 : g(Y) — Z a la inclusién.

X1y L m(g)i-Fz
g

Como F preserva monos y epis, siguen los monos y epis:

FX 2L py 0 (rm(g)E Y~ Fz
\__,/
F(g)

y ademés F(g) = F(i) o F(¢g°). Como el diagrama conmuta y y F(i) es mono

Flg)(u) =0 <= F(i)(F(g)(w) =0 <= Flg")(u) =0

Luego, Ker(F(g)) = Ker(F(¢°).

Ahora volvemos a

Ff Fg

Yy

FX Fz

y queremos ver si Im(F(f)) = Ker(F(g)), pero esto es lo mismo que preguntarse si
Im(F(f)) = Ker(F(g°))

o equivalentemente, haber asumido desde el principio (cambiando eventualmente g por

g°) que g era epi.
Empecemos nuevamente entonces desde una sucesion exacta

v lox_ 9.7 .y

tal que Im(f) = Ker(g) y consideremos el complejo

Ff Fg

FY FX FZ 0

Factorizando a f =i o f¢ donde f¢: X — f(X) y ahorai: f(X) — Y es la inclusién de
Im(f) en Y, tenemos el sgte diagrama

\ / F(g) e
F(Ker(g
0 Ker(F(g)) FV) 2L pz)——o0
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Como g oi = 0 entonces F(i) o F(g) = F(iog) = 0, es decir, F(i)(F(Ker(g)) cae
dentro del nicleo de F'(g), y tenemos una factorizaciéon de F'(7):

= F(Ker(g
0 Ker(jv(g)) FO 2 p(z) —0

La flecha punteada claramente es mono, pero méas atin, como 0 — Ker(g) =Y —9 Z — 0
es un s.e.c. y F' preserva s.e.c., tenemos un morfismo de s.e.c. y (por el lema de los 5)

F(4)

0—— F(Ker(g)) > r(v) 2L p(z) ——0
OHKerJF( NS F(Y) 2 p(z) ——0

podemos concluir que la flecha punteada es un iso “=”. Ahora que sabemos que es un
iso, mirando el diagrama

F(f€)
= F(Ker(g
0 Ker(}T( ) FOO 2L p(zy—0

podemos ver que Im(F(f)) = Ker(F(g)): si F(g)(u) =0,

=1 (u) € F(Ker(f)) = F(Im(f)) = Im(F(f°))

la dltima igualdad es porque F' preserva epis. Entonces

para algin v € FX. =

w== (2 () = = (FU)0) = POFUI) = FU)
o sea, u € Im(F(f)). -

Ntcleo e imagen categoricos

En una categoria donde Hom(M, N) es un grupo abeliano (y la composicién es bili-
neal), existe siempre el morfismo cero. A su vez, se puede definir un objeto cero como un
objeto que sea simultaneamente objeto inicial y final. En el caso que exista, claramente
es unico (a menos de isomorfismo 1nico) y lo denotamos por 0. Si X, Y son dos objetos,
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por ser 0 inicial y final se tiene definida de forma tnica una flecha X — 0 — Y, a esta
flecha la llamamos flecha cero. Definimos ntcleo y conticleo para categorias con objeto
cero:

Nicleo: Dado f: M — N, un ntcleo para f es un par (K,i) donde K es un objeto,
1: K — M, foi=0y es universal en el sentido: Vg : X — M tal que fog=0

foi=0
/_\
K ioM—I 2N
V
= QT %0
dlg
X

Contcleo: contcleo en C = nucleo en CP.

Ejemplo 3.30. si f: M — N es un morfismo en A-Mod,
Ker(f) = ({m € M: f(m)=0},C )
CoKer(f) = (N/Im( £m: N = N/Im( f))

Notacion: Ker(f)= el objeto, ker(f)=la flecha. La factorizacién

f

()

nos dice Im(f) = Ker(coker(f)) —— N

M

N == N/Im(f)

Definicién 3.31. En una categoria se define | Im(f) = Ker(coker(f)) |.

Notar que no tiene sentido en una categoria arbitraria hablar de subobjeto “X C Y7,
pero si se puede hablar de un par (X,7) donde i : X — Y.

3.5. El teorema de isomorfismo

En una categoria con nicleo y contcleo, y en la que toda flecha f : X — Y tiene
una factorizacién de un epi (en su “imagen”) seguida de un mono (la “inclusién” de la
imagen en el codominio), se puede considerar el siguiente diagrama, y en la categoria de
A-médulos la flecha horizontal de abajo es un isomorfismo:

!

Ker(f)" M B ‘ N == N/Im(f)
|
M/Ker(f)(%»fm(f)

Im(f) := Ker(coker(f)) = Ker(N coker(J) C’oker(f)) N
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Observacion 3.32. “alrevés”, Coker(ker(f)) = M/Ker(f),y por el ler teo de isomofrismo
sabemos que = I'm/(f)

Este isomorfismo: Ker(coker(f)) = Coker(ker(f)) vale en A-mod, también en Chain(A).
Es uno de los axiomas de “categoria abeliana”.

Observacion 3.33. La homologia de un complejo se define como “Ker(d)/Im(d)”, clara-
mente es una concatenaciéon de definiciones de nucleo y contcleo (ver la definicién de
imagen!). Por lo tanto, tenemos el siguiente corolario, que lo enunciamos en A-mdédulos,
pero que ahora sabemos qué hipotesis categéricas necesitariamos para generalizarlo.

Corolario 3.34. St F : A-Mod— 7Z-Mod preserva s.e.c. entonces F' preserva nicleos,
conucleos, imagenes, conicleos de nicleos por imdgenes, y por lo tanto

H,(F(X.)) = F(HR(X.)>

Para todo X, € Chain(A).

Ejemplo 3.35. M4 playo, entonces

para todo complejo de A-modulos Y,
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4. El funtor Ext

Para M, N € A-Mod, definimos el funtor Ext derivando al funtor Hom. Este funtor
tiene la peculiaridad que es contravariante en la primer variable, y en la segunda variable
es exacto a izquierda, y no a derecha. En todo caso, definimos

Ext’y(M,N) := H"(Homu(P,, N),d")

donde P, — M es una resolucién proyectiva de M.

p-%...—pP-%p-%P-%5M—0
~ Ext (M, N) =
:Hn<O»HOHIA(PO,N)gHOHlA(PbN)ﬁHomA(PQ,N)g...)

es la (co)homologia de un complejo de CO-cadenas. Esta bien definido a menos de iso-
morfismo (tinico).
4.1. Primeras propiedades

Asi como Tor{! (M, N) = M ®4 N, tenemos para el Ext:
Proposicién 4.1. Ext (M, N) = Hom4(M, N)
Demostracion. Ext% (M, N) = Ker( Hom (P, N) —“> Hom(P;, N) >, pero Hom 4 (—, N)
manda s.e. a derecha en s.e.a izq., luego “X - Y — Z — 0 = 0 — Homyu(Z,N) —

Homy (Y, N) — Homu (X, N)”
En particular,

0 — Homu(M, N) — Homu(Py, N) & Hom (P, N)
es exacta, por lo que Ker(d*) = Homa (M, N). ]
También vale que manda sucesiones exactas cortas en sucesiones exactas largas:

Proposicion 4.2. Ext manda s.e.c. en sucesiones exactas largas. Mas concretamente, st
S10— My — My — Mz — 0 es una s.e.c. de A-mddulos, entonces se tiene una s.e.larga

0 — Hom (M3, N) — Homy (Ms, N) — Homyu (M, N) )

C. Ext! (Ms, N) — Ext! (M, N) — Ext!, (M, N) )

C. Ext? (Ms, N) — Ext? (My, N) — Ext} (M, N) — - --

Demostracion. Al igual que en el cdlculo de Tor, si tomamos resoluciones de M; y M3y
para M, tomamos la suma directa (en cada grado) de estas resoluciones y obtenemos una
suesién exacta de los complejos. Concluios por la sucesién exacta larga en cohomologia.

O
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Proposicion 4.3. N =1 es inyectivo <= Ext}(M,I) =0Vn >0
M = P es proyectivo = Ext’y (P, N) =0 Vn > 0.

Demostracion. Si I es inyectivo entonces Hom4(—, I) es exacto, luego, al aplicarlo una
resolucién de M, mantiene la exactitud y Ext’i(M, ) = 0 para n > 0. Reciprocamente,
si Ext’y (M, I) =0 para n > 0 para cualquier M, la s.e.larga nos dice que Hom(—, ) es
exacto.

Si P es proyectivo, entonces

Id
0—-P—P

es una resolucién proyectiva de P. Si usamos ésta resolucion, es claro que Ext’y (P, N) = 0
par n > 0 y para cualquier N. Para la otra impliccién seria conveniente tener la s.e.larga
en la otra variable, que veremos enseguida. O

4.2. Ext y sucesiones exactas

Ahora fijamos M y consideramos 0 — N; — Ny — N; — 0 es una s.e.c. de A-moddulos,

tenemos
0 — Homy (M, Ny) — Homu (M, Ny) — Homa (M, Ny)

Teorema 4.4. La sucesion anterior se extiende a una s.e. larga de la forma

0 — Homu (M, N1) — Hom (M, Ny) — Homy (M, N3) )

C. Ext! (M, Ny) — Ext!y(M, Ny) —= Ext} (M, N3) >

C. Ext? (M, Ny) — Ext? (M, Ny) — Ext% (M, N3) — - -
Demostracion. resolvemos M
o= P= > PP -F—=M=0
Tomamos el complejo P,
o= P—=- =P —-P - F—=0
Aplicamos Homy4(—, N;), i = 1,2,3 y tenemos el diagrama
0 0 0
v v v
0 9HOH1A(P0, Nl) 9HOH1A(P1, Nl) 9HOH1A(P2, Nl) e
V- V- /-
0 9HOH1A(P0, NQ) 9HOH1A(P1, NQ) 9HOH1A(P2, NQ) =

o Vo Vo
0 9HOH1A(P0, N3) 9HOH1A(P1, N3) 9HOH1A(P2, N3) = ...
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pero como P; es proyectivo Vi

0 0 0

| ! /

O%HOHIA(P(),Nl) 4>HOH1A(P1, Nl) 4>HOH1A(P2,N1) —
J/f* w* w*
0‘>HOII’1A(P0, NQ) ‘>HOI’I1A(P1, NQ) ‘>HOII’IA(P2,N2) —> .
| } I
04>HOH1A(P0,N3> 4>HOH1A(P1, Ng) 4>HOH1A(P2,N3) —

/ | /

0 0 0

. 0— Homu(Po, Ny) 2> Homy (Py, Np) 2= Hom g (Py, N3) —= 0
es una s.e.c. de complejos, luego, se tiene una s.e.larga en (co)homologia O]

Fijemos ahora una sucesién exacta corta V(0 - X — Y — Z — 0) y considereos
modulos P e I que los usaremos en cada una de las variables, tenemos dos opciones para
s.e.largas:

0= Hom4(P, X) = Homy(P,Y) - Homu(P, Z) - Ext! (P, X) - - --
0 — Homy(Z, I) — Homyu (Y, I) - Homu (X, I) — Ext}(Z,I) —- -

Concluimos ahora facilmente que
P proyectivo <= Ext)(P,N)=0VN
I inyectivo <= Ext{(M,I)=0VM

Para el caso de inyectivos, recoramos el siguiente criterio, que traduciremos luego en
términos de Ext:

Teorema 4.5 (criterio de Baer). J C A ideal, I inyectivo <=

Joto

Vfi .
s 3AF
1
Corolario 4.6. [ inyectivo <= Ext!(A/J, 1) =0V ideal J C A

4.3. FExt® derivando la 2da variable:

De manera similar al Tor? (M, N), que lo podemos calcular usando una resolucién
proyectiva de M, o de N (o de ambos simultdneamente), en el caso del Ext la situacion es
analoga, aunque diferente porque Ext es contravariante en la primer variable, y exacto a
izquierda en la segunda variable (y no a derecha como el producto tensorial), por eso, en
la segunda variable, la buena definicén o constrecién es dual a la del producto tensorial,
es decir, con resoluciones inyectivas en vez de proyectivas.
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Dados M, N, tomamos
O=+N—=Iy—=11—=19—1 35— -
una resolucién inyectiva.
Notacién: 0 — N — 1° = ' — 1?2 - I3 —
Se define I, := (0= 10— I' = I* = I =

(con esa indexacién es un compejo de CO-cadenas)
Ext (M, N) := H"(Hom (M, I*))
Teorema 4.7. Ext (M, N) = Ext®(M, N)
Demostracion. Consideramos una resolucién proyectiva P, — M y el complejo doble
Cij = Hom(P;, I7)

con diferenciales los que vienen de P, y los que vienen de I* (con signos)
A partir de

0 N @ o d &

y
2. p-p %P M 0
se tiene
2| =1 6T =1
Hom (P, N) 2 Homu(Py, I°) 2= Hom (P, I1) 2 Hom (Py, 12) 2>
a;’p —a¢ dT —aﬂ
Homu (Pi, N) > Homu (P, T )gHOIﬂA(Pl,II) mA(P17]2)di>"'
% -5} o} -5}
Hom (P, N) HomA(PO, ) % Hom (P, I') 2 Homyu(Py, I2) 2>
Hom (M, N) 2= Homu (M, I°) 2% Hom (M, I') 2+ Hom (M, ) 2~

—_—~—

Ext®, (M, N) — Ext® o(M, N) + Ext®4(M, N)

4.4. Ext y extensiones

[f] € Ext'(M, N), significa que hemos tomado una resolucién proyectiva de M:

dy do

P Py——=M 0
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y f € Homa(Py,N) es tal que d*f = 0, o sea, fod; =0, o bien f|p,4, = 0. Esto dice
que se puede armar un diagrama

dy do

Py

s

N

Py——~M 0

que se puede completar como

P—% P M0

Voo

N —%Nap B
donde N @p, Py = (N & Fy)/((f(p),0) = (0,d(p)) : p € P1) es el push-out

Afirmacion: j es mono:

j(n)=(n,0) =0 <= Ip:(n,0) = (fp, —dp)
= dp =0, = p=di(p2)
=n=f(p) = f(di(p2)) =0
(pues di f = 0)

Py

o,

0—=N—LNaop P,

o bien, ya que f|mq) =0,

0——= P /Ker(d) -2~ Py — <~ M —>0
lf |
0 N > N @&p, P

Ademas, f tiene un conucleo, por lo que podemos comparar dos s.e.c.:

0——= P, /Ker(d) f -2 Py—sM—>0
lf i
0 N ! > N@®p, Pp—=C —0



do

0‘>P1/K€I‘(d)f P() < M 0
.
0 N N@pIPOHCHO

Afirmacion: M = C:
Hecho general: encualquier diagrama del tipo

0 Xty Pom 0

ke, |

0*>Z$p.out*>0*>0

siempre tendremos C' = M.

Demostracion.

p
PRI
0—>Z—]>p.out = M —0
V
0

(0,y) = ply) = epi
=0

(z,y) = ply) = 0=y =i(x)
= (z,y) = (2,i(z)) = (2 — ¢(2),0)
=j(z — o(x))

Concluimos que el nicleo de la flecha punteada es igual a I'm(j) y concluimos que la

flecha

dy do

P

|7

N

determina un diagrama conmutativo

Py—=M 0

0—= P, /Ker(d)f 2> Py~ M —0

Pl

0 N—r =E—=M-—0
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Supongamos ahora que tenemos una s.e.c.
O—=N—FEF—-M=—=0

y la comparamos con la resolucion:

0 N E M 0

El lema de levantamiento implica que lo podemos rellenar

di do

P Py——=M 0

b |

0 N E M 0

y asi obtener f : P, — N tal que dif = 0. Ademas el levantado es tinico a menos de
homotopia,

dy do

P Py—>M 0

//,

es decir,

Jh: Py — N tal que f — g = hdy + 0 = dj(h)
= f —g e d (Hom(Py, N)) = [f] = [g] € Ext} (M, N)

De esta manera, podemos ver que a todo elemento de Ext' le podemos asignar una s.e.c. y
reicprocamente a toda s.e.c. le corresponde un elemento de Ext!. Para ver en qué sentido
estras construcciones son reiprocas, damos la siguiente definicién:

Definicién 4.8. (relalcién de equivalenci entre extensiones.) Dadas dos extensiones,

b1

E=(0 N2> E M 0)
& =(0—>N—"~E —>M—>0)
decimos que & ~ & <= d¢: E; — Ej tal que
0 N g g 0
|
0 N g, m 0

La construccion que hemos hecho permite demostrar el siguiente teorema, que le d
nombre al funtor “Ext”.
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Teorema 4.9. 3 biyeccion entre Extl (M, N) y clases de equivalencia de extensiones £
de la forma O — N — E — M — 0.

De manera similar, enunciamos sin demostracién la generalizacion a grados superiores:

Teorema 4.10. 3 biyeccion entre Ext’y(M, N) y clases de equivalencia de extensiones €
de la formaO0 - N - FE, - --- = E, —-FE — M —0

P,—>Py—>—=P, Py—>M—=0
r H
Y \ Y \%
0 N E, i By B —> M —>0

La demostracién la omitimos, solo indicamos que se basa en ideas similares, constru-
yendo, a partir de una f, push-outs sucesivos para conseguir una sucesion exacta del largo
necesario hasta finalizar con M en el extremo derecho.
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5. Dimensién homoldégica

5.1. Dimensién proyectiva, inyectiva y global

En el momento re realizar resoluciones proyectivas, vemos que las ocnstrucciones ge-
nerales (e.g. a un M cubrirlo con un proyectivo de la forma AM) — M) pueden ser
utiles desde el punto de vista tedrico, pero que en la practica pueden dar objetos muy
grandes, y pueden continuar indefinidamente. Sin embargo, muchas veces sucede que se
pueden encontarr resoluciones proyectivas “pequenas”. Comenzamos con las siguientes
definiciones:

Definiciones:
pdim(M)=minn /30— P, > P,y — -+ —>FP—>M—=0
idim(M)=minn /30—>M —Iy—---— 1, —0
(podrian ser +00)

Teorema 5.1. (dimension global) los siguientes nimeros (eventualmente +00) son igua-
les

1. sup{pdim(M): M € A— Mod}

2. sup{idim(M) : M € A— Mod)}

3. sup{pdim(A/J):J C A}

4. sup{n : Exty(M,N) #0, M,N € A— Mod}

Llamaremos gldim(A) al numero calculado con cualqueira de los items del teorema
anterior,

Lema 5.2. Son equivalentes
1. pdim(M) <d
2. Exty(M,N)=0Vn>dVN
3. Ext%™(M,N)=0VN
4. 0—->Ky— Py 1 —-— P — FPy— M —0 con los P, proy = Ky es proyectivo.

Demostracion. 4 — 1 — 2 — 3 ok

3 — 4: Afiracién: YN, Ext!(Ky, N) = Ext4™ (M, N).

Esto se demuestra simplemente consideranso el epimorfismo Py — M, llamemos M’
al nucleo de Fy, por la exactitud de la sucesién en 4 tenemos una s.e.c.

0>Ky—Piy—-—P—-M-=0

y vemos que si M admite uuna resolucion de largo d, entocnes M’ admite una reslucién
de largo menor e inductivamente podemos suponer que el resultado es valido para M'.
Pero de la s.e.c

0=+ M =Py —M-—=0
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tenemos la s.e.larga
— Ext’y(M, N) = Ext"4(Py, N) — Ext’y(M’, N) — Ext";*"(M, N) — Ext "1 (Py, N) — - -

y como Py es proyectivo Exty(Py—) = 0 para £ > 0, lo que nos dice Ext” (M’ N) =
Ext™ (M, N), y asf concluimos la afirmacén por induccién en d. O

Notar que en item 2, si agregamos VM tenemos una condicién simétrica en las dos
variables. Dualmente al lema anterior podemos mostrar:

Lema 5.3. * Son equivalentes
1. idim(N) <d
2. Exth(M,N)=0Vn>dVM
3. BExtdt{ (M, N) =0VYM
4. 0=N=10—= I 5 04— 0 con los I' iny = C? es inyectivo.

Demostracion. Ejercicio! O

Observacion 5.4. Para 3 — 4: VM, Exth(M,C?) = Ext%™ (M, N). Podemos, luego,
cambiar “VM” por “V ideal J C A”.

Dimensiones bajas

» gldim(A) =0 <= todo A-mddulo es proyectivo <= todo A-mé6dulo es inyectivo
<= A-Mod es semisimple <= A = M, (D) x --- M,, (D) con D; anillos de
division <= todo lo mismo cambiando izquierda por derecha.

» gldim(A) =1 <= todo submdédulo de un proyextivo es proyectivo (y 3 algin no
proyectivo) <= todo cociente de un inyectivo es inyectivo (y 3 algin no inyectivo).

Por ejemplo, si A es un dip que no es un cuerpo, gldim(A) = 1. Un ejemplo
no conmutativo: si () es un quiver con por lo menos una flecha y £ es un cuerpo
entonces gldim(kQ). Veremos esto como consecuencia de la desigualdad gldim(A) <
pdim ae(A) (si A es una k-dlgebra sobre un cuerpo) y de una resolucién corta de kQ
como k@-bimédulo. En particular, si 0 # V' es un k-espacio vectorial, gldim(TV') =
1.

El principal teorema sobre dimension que mostraremos es el siguiente:
Teorema 5.5. gldim(A[zy,...,x,]) = gldim(A) +n

Basta ver gldim(A|z]) = gldim(A) + 1. Notemos que un Afz|-mdédulo proyectivo es
A-proyectivo.

Si gldim(A) = oo es claro. Supongamos gldim(A) = d 'y sea M tal que pdima M = d,
lo vemos como A[x]-mod con X actuando por cero) y lo resolvemos como Alx]-mdédulo,

o= PP 1= =P —>F—=>M-=0
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los P; son A[z]-proy = la resolucién no podr’ia terminarse antes por lo que pdim g M >
d. Ademads, como son A-proyectivos y pdimsM = d, el complejo

0—=+Ky—Fi1—-P—=>F—=-M-=0

es exacto (K es el nicleo) y K, es un Alz]-modulo que es A-proyectivo. Demostremos
el siguiente lema:

Lema 5.6. K un Alz]-modulo que es A-proyectivo, entonces pdimaj, K < 1.

Counsideramos
0= Alx] @4 K — Alz] @4 K — K =0

con diferenciales
ar"Qk—ar" @k —ar" '@x -k

az" @k — azx™ - k

Afirmacién: es unas. exacta. La afirmacion concluye el lema, y el lema muestra pdim 4,) M <
d+1 via

0—>A[$]®Kd*>A[I]®Kd Py 1—---FBp—M-—0
A A
\ /
Ky
La firmacién la dejamos como ejercicio. Como demostracié alternativa, demostraremos el
siguiente lema que generaliza este resultado:

Lema 5.7. x € B central y no divisor de cero en B
Si0# M es un B/(x)-mddulo con pdimp(M) < oo entonces

pdimp(M) = pdimp)) (M) + 1

Observacion 5.8. Si tomamos z € B = Alz] y M un A-méduo que lo vemos como A[z]-
moédulo con x - m = 0, entonces la estrictura de A-mddulo de M la podemos ver como de
A = B/(z)-moédulo, y asi vemos que este lema generaliza el anterior.

Demostracion. Induccién, caso 0. Si M = B/(x), no puede ser B-proyectivo porque
tiene a-torsién, y la resolucion 0 — B % B — B/(x) — 0 muestra

pdimg(M)=1=0+1

Si M es B/(z)-libre el argumento es similar, notando que pdimp(MY) = pdimp(M), y
finalmente si 0 # M es B/(x)-proyectivo , es sumando directo de un libre, y notamos que
-en general- si M es un s.d. de L, entonces pdimgM < pdimpL, que es 1 si L es libre.
Pero ademés pdimpgM +# 0 pues M no puede se B proyectivo, porque tiene z-torsion.

Paso inductivo: Si M no es B/(x) proy, pdimpM = d > 0, tomamos una s.e.c. de

B/(x)-mod
0—+K—=>P—-M-—=0
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Afirmacién: pdimp;) K = d — 1, pues VX € B/(x)-Mod y Vn > 1 se tiene la s.e.larga

(K, X) — Extyfi, (M, X) = Extif (P, X)

(luego Ext (. (K, X) = Extz_fi;(lx)(M , X)) e inductivamente tenemos la férmula para K:
pdimp(K) = pdimp ) (K) + 1
Ademas pdimg(P) = 1, luego, Yn > 2 y VN € B-Mod

Exth (P, N) — Exty (K, N) — Ext%™ (M, N) — Exts" (P, N)

z)

concluimos que si n > 2, entonces | Exty (K, N) = Ext’s™ (M, N)

Vemos que paran = d hay un N donde Ext4™ (M, N) # 0, y paran > d, Ext;™ (M, N) =
OVN. O sea, pdimp(K) = pdimg(M) — 1 (ademés de la misma férmula con pdimp) ().

Sid=1 (K resulta B/(z)-proy) entonces la s.e.l del Ext nos da
Extp(K, N) — Ext3(M, N) — 0

y
Ext’s (K, N) = Ext%™ (M, N) Vn > 2
Concluimos pdimpg(M) < 2 =1+ 1. Queremos ver que no puede ser pdimg(M) = 1.
Suponemos por el absurdo que pdimp/yM = 1y pdimg(M) = 1 (en vez de 2) y
tomamos una s.e.c. en B-mod (no en B/(x)-mod)

0O—-—R—F—M—=0

con F' € B-mod proyectivo. Si pdimg(M) = 1 = es B proyectivo. Como B/(z) ®p —
manda B-proyectivos en B/(z)-proy. tenemos

1%

0 — Tor?(B/(z),M) P Py M 0

| | |

0 — Tor?(B/(z)) M) — B/(x)%R — B/(x)%)F — B/(x)%M —0

Si fuera pdimp ) (M) = 1 entonces Tory (B/(x), M) serfa B/(z)-proyectivo, pero
Tor?(B/(z), M) = M*={m € M :am =0} = M

NO es B/(z) proy.
Ahora simplemente usamos que

pdimp ) K = pdimp )M — 1
pdimgK = pdimgM — 1
y que la férmula vale para K:
pdimpK = pdimp ) K + 1

luego, sumando 1 en ambos miembros y concluimos.

pdimpM = pdimp M + 1
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Un teorema conocido que no mostraremos relaciona la dimension global con la dimen-
sién geométrica dim(A) (la longitud maxima de cadenas de ideales primos) y simultdnea-
mente caracteriza los anillos regulares:

Teorema 5.9. A anillo conmutativo local , A es reqular <= gldim(A) < co. En ese
caso, gldim(A) = dim(A).

Un teorema que nos da otra féormula sobre dimensiones, relacionado con el teorema
anterior es el siguiente:

Teorema 5.10. Sea f : A — B morfismo de anillos. M € B-mod, luego también M € A-
mod via f. Entonces

pdima(M) < pdimp(M) + pdima(yB)

Demostracion. Asumimos pdimp(M) < d < 0o, pdima(;B) < d' < oo.
Notemos que si M = P es B-proyectivo, es un sumando directo de B luego

pdimA(fP) S pdz’mA(fB(I)) = pdz'mA(fB)
En el caso no proyectivo general, resolvemos M como B-mddulo:

dy o1

0 Py Py e P Po——~M 0
a cada P; (y a M) los vemos como A-médulos via f,

o1

0, €
04>de4¢1>de71 fpl fPO fM O

y los resolvemos como A-moédulos funtorialmente, truncando con el niicleo en grado d
(por ejemplo, a partir de a construccién asociada al epimorfismo funtorial AX) — X).

0 0 0 0
J ) J |
Pig—FPiqag—--- Py — Py
v v v ¥
Piy—FPi 11—+ P i— Py
| | | |
Pio—=Fi10—"+- Pio—Fyp

b Lo

0, €
0—=Py—= Py —>+—= ;P> Py~ ;M —0
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Afirmacién: Tot(P,;) % M es un q-iso. La afirmacién se debe a que el complejo doble

0 0 e 0 0
} } | !
Pioog—=FPi1g—- Pag—=FPa
¥ ¥ i \
Pin—=PFPi 11— Py —Fy,
| | ! |
Pijo—=FPy10—-- Pio—=Fyp

Voo Vo

fPi— Py 1 — - — P — ;P

a menos de suspension, se identifica con el cono del morfismo del complejo vertical abajo
de todo, visto como morfisom de complejos P, s — P, (con conveniente cambio de signos
alternados). Como las columnas son exactas, este complejo total es aciclico, y como el
morfismo es aciclico, el orfismo es quasi-isomorfismo. A su vez, el complejo

04

0 de fP() = fM 0

1P P

se identifica (a menos de suspensién) con el cono del morfismo de complejos

04

0 de de—l s fP1 fP() 0
0 0 0 e 0 M 0

que es aciclico, luego € es un g-iso. Concluimos que € o 7 coincide con la composicién de
dos g-isos, luego es un g-iso. O

Otra formula clésica de dimensién es la siguiente:

Teorema 5.11. x € A central no divisor de cero, M € A-Mod sin x-torsion (xm =0 =

m = 0) entonces
pdima @y (M/xM) < pdima M

Demostracion. si pdimaM = oo es claro. argumentamos por induccién en d = pdim 4 M.
Si P es A-proyectivo = P/xP es A/(x)-proyectivo (ejercicio!).
Si M no es proyectivo, sea

O—-—K—P—>M-—0

una s.e.c. de A-mod con P un A-mod proyectivo, sabemos que pdim 4(K) = pdim4(M)—1
, y por hipétesis inductiva pdim ) (K/xK) < pdima(K).
Si tensorizamos con A/(z) ® 4 — obtenemos la s.e.l. de Tor:

Tord (A/zA, M) — A/(z) (%K%A/(x) %}P%A/(@%M%O
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pero

Tord (A/zAM) — A/(x)Qj)K — A/(x)(}j)P — A/(x)(%M —0

|- = = E

M* K/zK P/xP M/aM ——-0
donde M* ={m € M : x-m = 0}, luego

0— K/2K—P/zP—M/zM —0
es una s.e.c. con P/xP un médulo A/(x)-proyectivo. Concluimos

pdimA/($)(K/xK) = pdz'mA/(zA)(M/xM) —1

pdim ) (M/xM) = pdim ) (K/xK) +1 < pdima K + 1 = pdim M

Corolario 5.12. Sea M € A-Mod, denotemos M[x] := Alx] ® 4 M, entonces
pdim a M[z] = pdim s M

Demostracion. A = Alz]/(x) y M{z]/zM[z] = M = pdimaM < pdim g M|x]. Como
Alx] es playo sobre A (es libre), si P, — M es una resol A-proyectiva entonces

Alx] ®4 Py — M|z]

es una resolucién Alx]-proyectiva de M[z], luego pdim ) M [x] < pdim M. O

5.2. k-Algebras, bimédulos k-simétricos y dimension global

Comencemos con k anillo conmutativo, A una k-algebra. Describiremos la categoria
de A-bimddulos k-simétricos. Para las aplicciones a formula de dimensién usaremos la
descripcién en el caso k un cuerpo (o anillo conmutativo semisimple).

Definicién 5.13. un A-bimédulo M se dice k simétrico si Am = mA VA € k
Notar que la definicién de k-algebra incluye que A es k-simétrico.

Ejemplo 5.14. H = R & R: & Rj & Rk contiene a C = R & Re. Notar ij = k = —j1,
luego no es C-simétrico, pues zj = jz. H no es C-algebra. Pero si es R-algebra.

Teorema/construccién Sea A° := A® A. La categoria de A-bimédulos k simétricos
es isomorfa a la categoria de A°-mod a izquierda, y también a derecha, via

(a®d) -m=ama =m-(d ®a)

Atencién: Si M es bimédulo k-simétrico, entonces no es necesariamente un A°-bimaédulo.
Es modulo a izquierda, o a derecha, pero no simultaneamente ambos.
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5.3. gldim(A) y A como bimédulo k-simétrico

Mostraremos la siguiente férmula de dimension:

Teorema 5.15. k cuerpo y A una k-dlgebra entonces | gldim(A) < pdime(A)

Observacion 5.16. Si L es A° libre, L = (A°)!) entonces L visto como bimédulo es
L=ARVE®A
con V = k. En particular, para cualquier M € 4Mod
LeaM=Z(AQVRA) QU M=AQV QAR M)=ZAQV QM

=A@ (Ve M)

es A-libre, en particular A-proyectivo. Concluimos entonces que si P es A°-proyectivo
entonces P ® 4 M es proyectivo en A-Mod.

Como corolario, podemos demostrar la férmula del teorema:
Si pdim e A = d entonces existe una resolucion

O=>FP—- =P —>F—>A—=0

resolucién de A por A°-proyectivos. En particular son A-proyectivos a derecha, entonces
el complejo admite una homotopia A-lineal a derecha y en consecuencia VM € s Mod

0—-PRsM— -+ —>POsM—>PoR@uM—>ARs4 M — 0

tiene una homotopia k-lineal, en particular, es una sucesion exacta. Pero como A® 4 M =
M, cada P;®4 M es A-proyectivo, entonces la anterior es una resolucién (funtorial en M)
A-proyectiva de M,y como el M es arbitrario concluimos gldim(A) = supypdima(M) <
d = pdim e A

Ejemplos:

1) k es un cuerpo, V k esp. vect, A = TV (el dlgebra tensorial), A = k@ (el dlgebra
de caminos de un quiver), son élgebras de dimensén global 1.

0—=TVRVQXIV -TVRQXTV =TV —0
I1vl—rvrl—-—1xv

Zai®b1>—>2albi20:>
Zaz®b1:Zaz®b1—2azb1®122al(l®bl—bl®1)

1@bc—bc®1l=(10b-b@1)c+b(l1®c—c®1)

Observacion:

Ademas
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veamos que d: TV @V TV - TV TV
1®v®l—or®1-1®v

es inyectiva. Sea x1,...,x, una base de V. Definimos h : TV @ TV — TV @V @ TV
como la tnica T'V-libeal a izquierda que verifica

h(l®1)=0
hl@xy - ay) =1Q@ Xy @Xiy - Ty, + Tjy @ Ty @ Ty -+ Ty + -+
:Zwil.”xi]’—l ®$ij®xij+1”'mik

donde por convenciéon z;, =1 ==z
Notar que

Tkt

hl@ax, --2,) =1R0xQxy -y, +xh(l @y, - - x,)

hMl@ax, --x,) =1Q0x Q@ -y, +xh(l @y, - - x,)

Consecuencia:

hd(l1®@ x; @ @4y - xy,) = h(x; @ @y, -+ -2y, ) — M1 @ @iy, -+ - xy,)
=x;h(1®@xy - x;) —h(l @ xmy, - ;)
=x;h(1®@ay, - x;) —1Qx; @y -y, —x;h(1 @y, -+ 24,)
=—-1®z; @z -y,
*. hd = —Id en una base (como T'V-mod a izq)

Ejemplo / Ejercicio: Sea ) = (Qo, Q1) un quiver, k un cuerpo, A = k@, llamemos
V := k@1 (que es un kQy-bimédulo no simétrico),

02 AQV A A A—->A—=0

kQo  kQo kQo
con la “misma” férmula de antes, es una sucesion exacta. Ademas A ® V ® A es un
kQo  kQo
sumando directo de A® V ® A (como A-bimédulo), idem A ® A de A® A.

kQo

Concluimos que gldim(k@) = 1. Notar que si () no tiene ciclos orientados entonces
k(@ es una k-algebra de dimensién finita.

Ejemplo / Ejercicio: (un poco més largo) @Q quiver, I = (Q,), A = kQ/(I)?. (notar
que (I)?= ideal generado por caminos de longitud 2) entonces A admite una resolucién
de la forma

o ARKQ; R A AREKQD @ A5 AQEQ @ A AR AB A0
kQo kQo kQo kQo kQo kQo kQo
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donde el diferencial esta dado por

A® PQ, @ A—>A® PQ,1 @ A
kQo kQo kQo kQo

a1l a®@ay a0, @1+ (—1D)"1R@ay a1 ®ay,

Ver que d?> = 0 es un ejercicio muy sencillo. Dejamos la demostracién de la exactitud
como ejercicio, con la sugerencia de realizarlo después de ver la seccion de resoluciones
de Koszul

Si @ no tiene ciclos orientados entonces gldim(A)=la longitud del camino més largo
posible en (). Para el quiver
1=-+2—=--—=n

el algebra kQ/I? tiene dimensién global n.

Atencién: La desigualdad gldim(A) < pdimac(A) puede ser estricta. Adelantamos
el siguiente resultado, cuya demostracion veremos luego:

A conmutativo = Extl. (A4, A) = Dery(A)

Asumiendo valida la formula del Ext anterior, podemos construir facilmente ejemplos en
dode la desigualdad es estricta de la siguiente forma:

Sea k un cuerpo y A = k(z)=el cuerpo de fracciones de k[z]. Como A es cuerpo,
gldim(A) = 0, pero
Dery(k(z), k(z)) # 0

pues se puede chequear facilmente que la conocida férmula de andlisis

([)’ _fl9—-1g
9 9°
define un derivacién en A = k(z), luego 0 # Extl.(A4, A) y por lo tanto pdimc(A) > 1.
y

gldim(A) =0 < 1 < pdim4e(A)

El otro ejemplo paradigmatico de derivaciéon no nula en cuerpos para caracteristica
positiva es el siguiente:

Ejemplo 5.17. (Derivacién por inseparabilidad) k cuerpo ch(k) = p > 0, a € k \ k tal
que a? = X € k. Entonces K = k(a) es una extension finita (no separable). Una base de
K sobre k estd dada por 1,x, 2%, --- 2P~ y la derivacién “Euleriana” determinada en la
base como k-espacio vectorial por

r' s ixt

es efectivamente una derivacién k-lineal, luego Dery(K) # 0.
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5.4. Ext! en bimédulos y derivaciones

Adems de producir el contraejemplo anterior, mostraremos la férmula del siguiente
teorema, que es interesante en si misma por la relacion que nos muestra entre la geometria
y el dlgebra homoldgica:

Teorema 5.18. A conmutativo = Ext!i. (A, A) = Der,(A).
En realidad mostraremos una version mucho mas general:

Teorema 5.19. Sea A un anillo arbitrario (no necesariamente conmutativo) entonces
Ext! ,. (A, A) = Der(A)/InnDer(A)

donde InnDer(A) son las derivaciones de la forma a — [a,ap]. Si ademds A es una k-
dlgebra con k un anillo conmutativo y el Ext! se calcula en la categoria de A-bimddulos
k-simétricos entonces

Exth. (A, A) = Dery(A)/InnDer(A)
Demostracion. Utilizamos la caracterizacién del Ext como extensiones. Sea
0—-A—-F—=>A-=0

una s.e.c. de A-bimod (k-simétricos), entonces es -en particular- una s.e.c. de A-mod,
luego
0—-A—>FE-"-4-—-0

|, =

0—>A-ZAacA”~A -0

como A-mod a izquierda.
Sie=(z,y) € A® A= E entonces

a(z,y) = (azx, ay)
porque el iso es de A-mod a izq. También

(z,0)a = (xa,0)
porque i : A — FE es morfismo de bimédulos, pero

(0,9)a = (77, ya)

pues p: E — A que es de bimdédulos y el splitting es A-lineal sélo a izq. O sea, 0 & A no
sabemos si es sub-bimod.
Denotemos

(0,1)a = (D(a), a)
donde D(a) := p1((0,1)a). Esta D determina la estructura pues

(z,y)a = (z,0)a + (0,y)a = (za,0) +y(0,1)a
= (za,0) +y(D(a),a) = (za + yD(a), a)
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Afirmamos que ‘ D € Dery(A) ‘ En efecto,

(0,1)ab = (D(ab), ab)
pero también
((0,1)a)b = (D(a),a)b = (D(a)b + aD(b), ab)
(0,1)(a+da") =(0,1)a+ (0,1)a’ = D(a+da") = D(a) + D(d")
E es k-simétrico = (si A € k) (0,1)A = A(0,1) =
(D(A),A) = (0,A) = D(A) =0
Sea Adp A=AD A como A-mod a izq y
(z,y)a = (za +yD(a),ya)
y supongamos ¢ un iso de A-bimédulos
0—>A—FAapA” A0

|k
0—A—A@; A%~ A—=0

Entonces ¢(z,0) = (z,0), ¢(0,y) = (7?,y). Sea u € A tal que ¢(0,1) = (u, 1). Luego

¢(x,y) = (x,0) + 6(0,y) = (z,0) +y4(0,1) = (z + yu,y)

o(z,y) = (x + yu,y)

¢((0,1)a) = ¢(D(a), a) = (D(a) + au, a)
$((0,1))a = (u,1)a = (ua + D(a), a)
= D(a) = D(a) 4+ ua — au
Concluimos Ext. (A, A) = Dery(A)/Innder(A).

En particular si A es conmutativo, Extl. (A, A) = Dery(A).
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6. Cohomologia de Hochschild, resolucion standard

Si A un k-algebra, entonces M = A juega un rol importante en la categoria de A-
bimddulos simétricos. Se define la hoologia y cohomologia de Hochschild con coeficientes
en un A-bimédulo k-simétrico M como

H*(A, M) = Ext*,.(A, M)

H,(A, M) = Tor (A, M)
En el caso particular M = A se suele denotar H H,(AA) y HH*(A) = H*(A, A).
Para calcular H*(A, M) o H4(A, M) hay una resolucién de A como A-bimédulo que

permite definir un complejo candnico para calcular ambas teorias de homologia, se deno-
mina la resolucion standard. Como objeto graduado, la resolucién de A tiene la forma

ce s AP s AB 5 AR s A 5 0

donde en A®"* = A A®" 1@ A (sin—1 > 0) se considera la estructura de A-bimédulo
dada por el primer y ultimo factor tensorial, es decir,

a-(ap®a; R Qa1 QRay,) d =aag®@a; R R a, 1  Ra,a

Notemamos que ante la equivalencia de categorias A-bimod k simétricos <+ A°-mod, un
bimédulo de la forma A®V ® A le corresponde A°® V. Por lo tanto, si V' es k-proyectivo
(por ejemplo el caso s A es proyectiva como k-dlgebray V = A®""! entonces AQV @ A
es un objeto proyectivo en la categoria de A°-mddulos.

Definimos entonces

B,(A) = A%l

con diferencial

[y

i

Il
o

Por ejemplo, en grados bajos:
Vab@c®d) =abRc®@d—a®bc®d+a®b® cd

Via®b®c)=ab®c—a® be
V(a®b)=ab=m(a®Db)

Para ver que b'? = 0, podemos observar que b’ es una suma alternada de operaciones,
y que este diferencial entra dentro del esquema de los difereciales asociados a objetos
simpliciales. Recordamos el siguiente hecho:

Hecho: d} : C,, — C,_1, % = 0,...,n — 1 son morfismo entre ciertos modulos C,,,
verificando

didj = djfldi Vi < ]

o mejor dicho
di Ny = di Y Vi< g
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Entonces

verfifica 9% = 0.

En nuestro caso
Cn = Bn(A> = A®n+1
di(a0®"'®an>:a0®"'®aiai+l®"'®an
Ademds, s(ag @ -+ n,) =1®@ag @ -+ @ a, verifica

d()S =1Id

m __ g+l
sdi = d''|'s

luego (ejercicio!) st/ + b's = Id.
Concluimos que el complejo anterior es exacto

coe s AP s AB A 5 A 5 0

y por lo tanto provee de una resolucion de A como A°-modulo.

Observacion 6.1. Esta resolucion también permite contar con resoluciones funtoriales en
A-Mod. Si X € sMod:

AP RX = 2 AR X 2 ARX 5 X =0

con diferencial

b,(a1®---®an®x):Z(—l)”lal@---®aiai+1®---®an®x
i=1

es isomorfa a B,(A) ®4 X, que es una resolucién porque la homotopia s, si bien no es
A-lineal a izquierda, es A-linel a derecha, por lo que s ® 4 Idx da una homotopia k-lineal
probando la exactitud. Si asumimos k cuerpo (o que tanto A como X sean k-proyectivos),
las componentes son A-proyectivas.

Observacion 6.2. Como B,(A) resulte a A como A-bimddulo k-simétrico, se puede utilizar
esta resolucién para para calcular Tors (A, M) y Ext%.(A, M), para M un A-bimédulo
k-simétrico. Haremos esto tultimo.

Recordamos
Homa_pimed(A®V ®@ A, M) = Homy_ i (V, M)

Luego
Hom 4 (A", M) = Home (A ® A®" ' @ A, M)

=~ Homy,(A®" 1 M) =: C"(A, M) ~~
0 — Hom(k, M) — Hom(A, M) — Hom(A®?, M) — Hom(A®* M) — - -
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Notar M = Homy(k, M), m — m (1 +— m)). El diferencial en grados bajos es
d(m)(a) = am — ma

d(D)(a ®b) = aD(b) — D(ab) + D(a)b
I f)ila®b@c)=af(b®c)— flab®c)+ fla®bc) — fla®b)c

H°(A, M) = M4
y re-encontramos

Dery(A, M)
HY(A, M) = Bxtiye (4, M) = ]nndir(A M)

Nos preguntamoms por una nterpretacién de H2(A, M) = Ext?(A, M), es lo que haremos
en la siguente seccion.

6.1. H?y deformaciones
Una introduccién al “espacio tangente a las algebras”

Por comodidad supongamos que el cuerpo k es R, y fijemos un espacio vectorial A
con dimy A = n y una aplicacion lineal m: A ®@ A — A,

m € Homu(A® A, A) = (K2 @ k") @ k" = k™
Si{z,...,x,} es base,

n
k
m(z; ® xj) = ;x5 = E CiiTh
k=1

om = Z rer@r, € (k") @ (k") @ k"
2

m asociativa <= los cfj verfican ciertas ecuaciones (cuadraticas).

A menos de isomorfismo lineal (i.e. encontarr una base) podemos suponer A = k™.
Concluimos que hay una correspondencia entre

, . .z . 3 . .
“las algebras de dimensién n <> un subconjunto de £™ que satisface unas ecuaciones”
Sik=R,y

v:R—=R™ :4(0) =m y ~(t) = m; es una multiplicacién asociativa en R"

entonces 7/(0)=un vector tangente a “las algebras de R™ en el punto A = (R",m). Se
define el espacio tangente a las 4gebras de dimensién n en el punto m a todos los posibles
7'(0) con ~y como antes,

Observacion 6.3. si 7 : R — R™ verificando
= 5(0) = (0) = m,

= 7(0) =~(0),
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entonces ¥(t) = m, no es necesariamente asociativa, pero Taylor de orden 1 alrededor de
0 de m y de m coinciden, y +/(0) = 7/(0). Concluimos que da lo mismo considerr

Y(t)=my:=m+tf donde f: R"®@R" - R"

y my verifica asociatividad a menos de O(t?)

Notacion:
atb=ma®b)=(m+tf)(a®b) =ab+tf(a ®D)

La condicié a considerar es
(@-1b)re=a-(b-rc) + O
(a-1b)-c=(ab+tfla®b))c
= (ab)e+tf(ab@ )+ t(fla@ble+tf(fab) @ c))

— (ab)e + t(f(ab® o)+ fla® b)c> +O(#?)
(b)) =a- (bettf(b®c))
— a(be) + tf(a @ be) + t<af(b® &) +tfla® fb® c)))

— a(be) + t<f(a ® be) + af(b® c)) O

Concluimos m; asociativa Mod t?* <= f: A® A — A verifica
flab® )+ fla®be = fla®be) + af (b® c)
es decir, <=
Af)a®b®c)=af(b®c) — flab®c) + fla®be) — fla®b)e =0

{Qué estamos haciendo?
Desde el punto de vista de la cuenta algebraica que estamos realizando, si A una
k-algebra entonces A ®y k[t]/(t?) es una k[t]-dlgebra, que como grupo abeliano es

A®k[t]/(1?) = Alt]/(1?) = A@ At

(a+tb)(c+ td) = ac + t(ad + bc)

pero, cudles son las estructuras de k[t]/(t?)-dlgebra (o sea t central y t* = 0) en A & At
que coinciden con A moédulo t7
O sea,
(a4 th) x (c+td) = ac+t(---)

Definimos f: A®, A — A via

axc=ac+tf(a®b)
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Esta f determina *, pues

(a+th)*(c+td) = axc+tlaxd+bxc)+t>(--)
axc+tlaxd+bxc)
ac+tfla®c)+tlad+t(..) +bc+t(..))

= ac+t(fla®c)+ad+be) +t3(..)
= ac+t|fla®c)+ad+be

Ejercicio / Proposicién: son equivalentes
® % = x; es asoclativa <=
w fab®c)+ f(a®b)e= f(a®be)+af(b®c) Va,b,c € A
» J(f) =0 donde 0 es el borde de Hochschild.

Consideramos la siguiente generalizacién: Sea A una k-algebra y supongamos
p:B— A

un epimorfismo de k-dlgebras con M := Kerp de cuadrado cero (mm' = 0Vm,m’ €
Kerp)

Observacién 6.4. M? = 0 = bm = (b+m')m y mb = m(b+ m’). Luego M es un
B-bimédulo que es un B/M = A-bimddulo.

Supondremos que o bien k es cuerpo, o bien la sucesién
0—-M-—-B—-A—=0

se parte como sucesion de k-moédulos. Tomamos s un splitting y gracias a eso tenemos
un diagrama como sigue:
S

L

0—-M—*>B—" A0

=3

0—M—2MpAZ A0

En M & A la inclusién de M es como ideal de cuadrado cero, la proyeccion en A es de
k-algebras. Luego
(m,0) % (m',0) =0

(0,a) % (0,a") = (77, aa")

y M es B-sub-bimodulo:
(m,0) % (m,a) = (...,0)

(m’,a) x (m,0) = (...,0)

Mas atn, sabemos que M es A-bimddulo via

am = s(a) xm,
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ma = m * s(a)

Luego
(m,0) * (m',a) = (m,0) x (m',0) 4+ (m,0) x (0,a) = 0+ (ma,0)

y similarmente
(m/’ CL) * (m’ 0) = (amv 0)

De qué depende *? si definimos f: A® A — M via
(0,a) % (0,ad') = (f(a® d'),ad")
entonces * queda en términos de f:
(m,a) * (m',d") = (mad" + am’' + f(a® d’),ad’)
Ejercicio / Proposicién: Sea f: A® A — M, son equivalentes
» % = x; es un producto asociativo enB = M @ A,
» flab®c)+ fla®b)c= fa®bc)+af(b®c) Va,bce A
= J(f) =0 donde 9 es el borde de Hochschild en C%(A, M).

Teorema 6.5. Sean fi, fo: A® A — M. Entonces 3 un diagrama conmutativo

0—> M-~ M@A xp,) —= A——>0

0—>M—— M@A xpy) —= A——0

si y sélo si existe D : A — M k-lineal tal que f1 — fo = O(D). En consecuencia, existe
una biyeccion
H*(A, M) + clases de (0 - M — B — A —0)

que se parten como k-modulos donde B es k-dlgebra, B — A es epi de k-dlgebras, y M
es un ideal de cuadrado cero.

Demostracion. si el diagrama es conmutativo

0—> M~ M@A x,) —= A—>0

0—> M~ M@A k) P A0
entonces ¢(m,0) = (m,0) y ¢(0,a) = (?7,a). Definimos D : A — M via

¢(0,a) = (D(a), a)

D es claramente k-lineal. ¢ es multiplicativa si y sélo si (ejercicio ver que es suficiente)
¢((0,a) x1 (0,a")) = ¢(0,a) #2 $(0,d)
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¢((0,a) *1 (0,a")) = ¢(0,a) *2 $(0,a")?

¢((0,a) %1 (0,a")) = ¢(fi(a ® d'), ad’) = (fi(a ® a’) + D(ad’), aa

¢(0,a) *2 ¢(0,a’) = (D(a),a) ¥ (D(d’),d)
= (D(a)a’ + aD(d’) + fo(a ® d’),ad’)

ambas expresiones son iguales <=
fila®a') + D(aad’) = D(a)d’ + aD(d’) + fa(a ® a')

<~ f1 — f2 = (9(D)

5
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7. Cohomologia de grupo

7.1. Resolucion bar, cohomologia de grupos y extensiones de
nuicleo abeliano

Recordamos, dar un Z[G]-médulo es lo mismo que dar un grupo abeliano + una accién
aditiva de G, es decir, que valgan las férmulas:

= 1-m=m,

= (gh)-m=g-(h-m),

ng-(m4+m)=g-m+g-m.

Similarmente, k[G]-médulos = k-médulos con una accién k-lineal de G-
g-(Am) = Ag-m)

Sea B,=k[G]-médulo libre con base G", denotamos

Notamos B, & k[G]*"! = k[G] ® k[G]®". Para n = 0, B,=k[G]-mdédulo libre de rango
1, con base [ ]. Se define 0 : B, — B, via

Olgrl - |gn] = g1lgal -~ 19n] — [9192195] - - - | 9]

+lgilgagsl- 1=+ (=" g1 - |gn-19n] + (=1)"[g1] - - - |gn-1]
= gi(g2] - |gn] + Z(—l)i[gl - 1gigiv1] - - - |gn]

(=" gi] - |gni]
Por ejemplo, en grados bajos, para z,y,z € G
Olzlylz] = lylz] — [zyl] + [x]yz] — [2ly]
Olzly] = =[y] — [zy] + [2]
Ola] =[] =[] = (z = D]
Notar By/0(B1) = k[G]/{(g — 1) : g € G) = k con accién trivial, pues
k[G] =k

g—1

D Xg DA

geG geG

Si ) eq Mg € Ker(e) =

Z)‘QQZZ)‘gg_ZAg:Z)‘g(g_I)

9geG geG geG geG
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Para el caso k = Z,
HOIHZ[G}(Bn, Z) = HOIHZ[G}(Z[G] & Z[Gxn], Z)
=~ Homy(Z|G™"],Z) = Func(G*",Z)

y el diferencial es, si f : G*" — Z,

Of)G15- - Gnr1) = f(g2s -+ s Gny1)+

+ Z(—l)if(gh L GiGirts s Gnrt) F (DY Fgr e ga)
i=1

Nota: este es el complejo que da el modelo simplicial para calcular H"(K;(G)) y
H,(K:(G)), donde K;(G) es un espacio topodgico determinado de manera tnica a menos
de equivalencia homotopica que es conexo, su m; es G y todos los 7, superiores son
triviales.

Observacion 7.1. B, es k|G]-libre con base G" y si s : B, — B,11
s(glorl -+ lgnl) := lglgr - - - 1gn]
= s0 + ds = Id. Luego
Hy(G) := H(K,(G)) = Tor?Cl(7,7)
H(C) i= H(K,(C) = Bxttyq)(Z.2)
y se puede usar cualquier resolucién de Z como Z[G]-médulo, y no solo la resolucién bar.
Ejemplo 7.2. G =C, = (t:t") = 1. Z|G] = Z[t]/(t" — 1).
Z="7|G|/(t—1)
- —Z|G] = Z|G) = Z|G) = Z|G) = Z|G) —~ 7 —~0
donde N =1+¢t+t>+---+t"! es una resolucién.

Demostracion. Es claro que es proyeciva porque es libre (de rango 1), vemos que es
exacta. Vemos que es exacta. Escribamos un elemento de Z[G] como

n—1 n—1
E ait’ = E aitZ
=0 1=0

con a; € Z. Si

n—1 n—1 n—1
0=(1-1) Z a;itt = Zaiti — Z a;ttt = Z(ai — a;_1)t"
i=0 i=0 i=0

1€Ln
n—1 n—1
= Zaztl = Zaoti = NCLQ
1=0 1=0
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es decir, Ker(1 — t) = (V). Para la otra igualdad, notemos primero
Nt =N

luego, si un elemento esta en el nicleo de N, tenemos

n—1 n—1 n—1
O:NZGZ#:Z&ZN:}Z&ZZO
1=0 =0 =0

n—1 n—1 n—1 n—1
=0 =1 =1

i=1

- —=7ZlG) % 7[6) H 2]6) & Z[G) 2|6 —~ Z —0

Corolario 7.3. Si G = C,, H(G) =Z = Hy(C,,), y después es 2-periddica.
Mas explicitamente, si usamos | aresolucién
- —72|G] 2 7|G) = Z[G) X Z|G) S Z[G) — Z —0
Los complejos de homologia y cohomologia quedan

> Z|G) ®ze) Z > L[] @) L~ Z|G) @71y Z—> 0

HQ HQ

-
7 n Z 0 7 0

Z_ 0 7 n 7 0 7 —"

.. para grados positivos
H2k+1 (G) — O — HQk(G)

H?*(G) = Z, = Hy1(G)

Ejercicio: Si tensorizamos con — ®yg) k el complejo
c = R[G5 K[G)®? = K[G]®? — k]G] — 0

con diferencial b’, obtenemos el complejo bar.
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Homologia y cohomologia a coeficientes

Si M es un G-médulo, se define
H,(G, M) = Tor?C\(z, M)

H.(G7 M) = EXt%[G](Zv M)
Coro / Ejercicio: M € k[G]-Mod = Extj (k, M) se calcula con

Homy (B, M) = Homges (G™, M)

y diferencial
(df ) (1, ... xn) =21 f(To, ..., T0)+
i+1
+ Z flzy, - mmi, o m) + (=D f (e, 2 )
i=1

A G Mix- f(y) — flzy) + f(z) =0}
B Inn(D, M)

{f:G=M: flxzy) =z fly) — f(z)}
Inn(D, M)

Inn(G,M)={D:G— M :3m e M/D(g) =g -m—m}
2-cociclos: f:GxG— M /

xf(y,m) - f(ZEy,Z) +f($7y2) - f(x,y) =

HY(G, M)

Interpretacién de H?*(G, M)

Consideremos
0-M—-F—=>G-—=1

una extension de grupos con M abeliano, G arbitrario, y E arbitrario.
Por ejemplo

1 a b
0—7Z,— 01 c|:abeceZ,p— Zy,x1Zy
001
1 0 b 1 a b
b— [0 1 0], 01 ¢|+—(ab)
0 01 0 0 1

Es decir, M <« E, E/M = G. Tanto G como M son abelianos, pero E no es abeliano!
(savo p = 2). Vemos entonces que claramente M y G no determinan en general a E. jqué

datos lo determinan?
Tomamos e : G — E una seccion conjuntista, g — e, € F, luego, como conjuntos

(Lagrange) hay una biyeccién asociada

EF« Mxd
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Todo elemento w € E admite una escritura tnica
w = meg

M < E = eMe ' C MVe € E, luego M tiene una accién de E. Pero M es abeliano,
entonces M actia trivialmente sobre si mismo por conjugacién y en consecuencia M
tiene una accién de G = E/M. Es decir,

-1

g-m:=egme,

estd bien definida. (Por eso necesitamos M abeliano, si M no es abeliano, la teoria es
mucho més dificil.)

Ejercicio: La accion de G en M es trivial si y solo si M es central en E.

La multiplicaciéon en E se describe como
! ! . /-1
ww' = meym'ey = megmie, egey
= mg(m')ezey
Notar que 7 : E — G es de grupos =
E>egey— g9 € G = egey = f(g,9)eqy

para alguna f : G x G — M. Luego

(mg)(mg') = mg(m')egey

=mg(m’)(egey e;gl,)egg/
=mg(m’) f(g,9 )egy

Cambio notacional: cambiamos el conjunto E por M x G, en M usamos notacion
aditiva
mey < (m, g)

Como M es subgrupo, se tiene:
(m, 1)(m',1) = (m+m/, 1)
La accién de G en M es por conjugacién en F y esta bien definida, por lo tanto:
(1,9)(m,1)(1,9)~" = (9(m), 1)

yn general, el producto esta dado por

(m, g)(n,h) = (m+g(n) + f(g,h), gh)

Concluimos E esta determinado por

s la accion de G en M
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= una cierta f : G x G — M

El siguiente Lema, cuya demostracién dejamos como ejercicio, indica el camino a segir
para mostrar la correspondencia H? <+ extensiones, de manera andloga a como hemos
hecho para el caso de algebras:

Lema 7.4. 1. Dada 0 - M — E — G — 0 y una seccion conjuntista G — E que da
la biyeccion E < M x G, por la asociatividad de f, tenemos que

vf(y,2) + f(z,yz) = f(xy, 2) + f(z,y)

2. Dada M un Z[G]-mddulo y f : G x G — M wun 2-cociclo, la multiplicacidn en
E =M x G dada por

(m,x)(n,y) = (m +x-n+ f(z,y), y)

es una ley de grupo y se tiene una extension

0O—-M-—-F—-G—1

3. 0> M — E— G — 1 una extension con M abeliano, s una seccion G — E, f el
cociclo

(0,2)(0,y) = (f(z,y), zy)
o bien
fla,y) = s(@)s(y)s((xy) ™)
Si s es otra seccion = el 2-cociclo f es cohomdlogo a f.

4. 510 M —>E—-G—->1y0—> M — E — G — 1 son dos extensiones de G por
M, entonces existe un diagrama conmutativo

0 M E G 1
0 M E' G 1

si y solo si los 2-cociclos respectivos f y f' son cohomdlogos.
Concluimos:

Teorema 7.5. Eziste una biyeccion entre H*(G, M) y clases de equivalencia de exten-
siones de grupos de la forma

O—-M-—-F—-G—1

La correspondencia es:

» Si M es un G-mddulo y [f] € H*(G, M), la extension es
E=MxG, (m,g)x(m'.g)=(m+g(m)+ fg,9) 99
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» 510 > M — E — G — 1 es una extension con M grupo abeliano, entonces la
accion de G en M esta dada por

g(m) = s(g)ms(g)~"

donde s : G — E es una seccion conjuntista de E — G. La accion no depende de
la s elegida. El 2-cociclo f es

flg,9") = s(g)s(g")s(99") "
Su clase [f] en H? no depende de s.

Ejercicio: £ un grupo con |E| = p" y n primo, muestre que E sucede en una extension
de la forma
0->M-—->F—->G—1

donde | M| = p* con 0 < k < n es subgrupo invariante central (equivalentemente abeliano,
con accién trivial de G) y |G]P"™".

Aplicacion: Se puede hacer un célculo iterativo de grupos de orden p”

Atencién: Hay mdas de 10 millones de (clases de isomorfismo de) grupos de orden
512 = 29 (hay 10.494.213 (GAP)).

Si |E| =p? yM=2Z, |G|l=|E/M| = p?.

» Si G = C)2 es ciclico, tenemos una resolucién pequetia, el célculo de H?*(C,,Z,) es
facil, pero ademas podemos chequear que el grupo F es necesariamente abeliano,
tenemos entonces F = Z, X Z,» para un cociclo trivial y F = Z,s para un cociclo
no trivial.

» si G = (), x C, = podemos usar Kiinneth para calcular
H*(C, x Cyp, L) = ExtZio 0)(Z L) = Extyye 0,1 (2, )

= (H*(Cy Zy) @ Z) ® (H'(Cp, Zy) ® H'(C,), L)) ® (Z, ® H*(Cy, L))
Se tiene que H*(G,Z,) es un Z, espacio vectorial de dimensién 3. Distintos cociclos
dan lugar a distintas clases de equivalencia de extensiones, pero dentro de ellas,
muchos grupos que aparecen en als extensiones son isomorfos entre si (aunque
no sean equivalentes sus extensiones -por ejemplo los multiplos no nulos de una
extension dada). Se puede encontrar con este método una lista (con repeticiones
pero exhaustiva) de todos los grupos no abelianos de orden p*, que son 2:

e Sip=2setiene Dy y H = {£1,+i, £j, +k}
e Sip> 2, el grupo de Heisenberg Heis(p) y el grupo afin de Z,2 Af f(Z,2):

1 a b

Heis(Z,) = 0 a,b,c €y
0

1 ¢
01

Aff(Z2) = {(o 1) € GLy(Zy), a=1+kp:ke{0,1,--- ,p—l}}
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8. (Co)homologia de algebras de Lie

Algebras de Lie

Recordamos la nocién de algebra de Lie:

Definicién 8.1. £ anillo conmutativo. Una k-algebra de Lie es un k-moédulo g junto con
una operacién k-bilineal [—, —] : g X g — g que es

» antisimétrica: [x,y] = —[y, 7]

(en caracteristica 2 se pide [z, z] = 0)

= y verifica Jacobi:
[z, [y, 21l + [y, [z, 2] + [z, [2, 9] = 0

Observacion 8.2. Jacobi equivale a
[z, [y, 2] = [z, 9], 2]+ 1y . [z, 2]

si ad, = [z, —],
ady([y, 2]) = [ad(y), 2] + [y, adx(2)]

es decir, ad, es una derivacién de la oeracion [—, —].

Ejemplos
1. Si A es k-algebra (asociativa) entonces
la,b] = ab—ba
es una estructura de Lie en A.

2. (A, *) una k-dlgebra “general” (o sea, bilineal y nada mds) entonces Endg(A) es
k-dlgebra asociativa, y por lo tanto de Lie y Der(A) C Endy(A) es subédlgebra de
Lie (pero no subdlgebra asociativa en general), donde

Der(A)={D:A— A:D(axb)=D(a)xb+ax*xD(b)}

3. M variedad, X(M) = Derg(C>(M))
4. G grupo de Lie = Lie(G) = TG = X(G)Y C X(G) es un 4dlgebra de Lie de

dimensién finita (igual a la dimensién de G como variedad).

Ejemplos Matriciales

Las siguientes son todas algebras de Lie que son subalgebras de matrices, correspon-
dientes a espacios tangentes a grupos de Lie que son sugbrupos de GL(n, k):

v sl(n, k) ={M € M,(k) : tr(M) =0} = T1SL(n, k)
» so(n, k) ={M € M,(k): MM"+ M'M =0} = T150(n, k)
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w u(n)={M € M,(C): MM*+ M*M =0} = T1U(n)
» su(n) =u(n) Nsl(n,C) = 715U (n)

Teorema 8.3 (Chevalley - Eilenberg '48). Si G un grupo de Lie conexo y compacto
entonces
Hpgp(G) = H*((G), dar) = H*(2*(G)%, dar)

En particular, el cdlculo depende sélo de g = Lie(G) = T1G
(Q°(G)9, dar) = (A*(g"), Ocr)
que es un complejo de dimension finita!
A"g" = Homg(A"g, R)

8(f)(3§'1 VANEEIVAY 33n+1) =
= S ) (] Amy A E A A A )

i<j
Veremos que el complejo anterior calcula un Ext sobre un algebra asociativa naturalmente
asociada a un algebra de Lie

8.1. El algebra envolvente universal

Si g es de Lie, se define el algebra universal envolvente

Ulg) =Tg/(z@y—y®@z—[r,y]: 2,y € g)

es una k-algebra asociativa y tiene la propiedad universal:

Homy,_q4(U(g), A) = Homp,(g, Lie(A))

donde, si A es asociativa, Lie(A) := (A, [,] = conmutador).
Resultara
H*(A*(g7), 0cr) = Extyy (K, k)

Teorema 8.4. (PBW: Poincaré-Birkhoff-Witt) Sea g una k-dlgebra de Lie que sea libre
como k-mddulo, con base {x; : i € I} donde (I,<) es un conjunto totalmente ordenado.
Entonces los monomios

(a2l k€ Noyiy <y < -+ < ip,ny, € N}

21 (77
forman una base de U(g).

Observacion 8.5. si k es cuerpo, g es libre. U(g) = T'g/(J) por lo tanto U(g) es filtrada.
Como en U(g)

TY-YT=20y-—yer=zy
entonces gr(U(g)) es conmutativa. PBW dice que

gr(U(g)) = kl[{zi}tier
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g-moédulos:
Definicién 8.6. Un k-moédulo M junto con una aplicacién bilineal

gx M — M
(x,m)—x-m
se dice un g-modulo si
z-(y-m)—y-(x-m)=lz,y-m
Observacion 8.7. g-modulos = U(g)-médulos pues
Homy,.(g, End,(M)) = Homy_q,(Ug, Endy(M))
Ejemplos:
1. M =U(g), es un médulo de dimensién infinita.
2. M =gconx-y:=|x,y], es un g-médulo de dimensién finita. Se denota g
z-(y-z)—y-(z-2)=
= [z, 1y, 2l = ly, [z, 2l] = [z, 9], 2]
=[r,y]-2
3. M =kconz-\=0esun g-moédulo, se denomina el g-mddulo trivial
Teorema 8.8. si g es k-libre, entonces la siguiente es una resolucion U(g)-libre de k:
- =U(@g@A'g—---=Ulg) @ N’g >~ U(g) ® g = U(g) >k —0

con diferencial
n
u®x1/\---/\xnr—)Z(—l)”luzpi@xl/\---/\@/\---/\$n

A DU [ A AT A AT A A,
1<J

ye:U(g) — k estd determinado por x — 0 Vx € g.

En grados bajos:
AduRTAYyNz)=urQ@yAz—uy@rAz+uz@r Ay
—u [T,y Nz+u® [z, 2] Ny —uRy, z] ANz
du@zANy) =ur®@y—uyr—u [z,
dlu® x) = ux
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Demostracion. (sketch) Observamos el complejo
- =Ulg)@A"g - ~U(g) ® N'g—U(g) ® g~ U(g) = k0
u®x1/\---/\xn»—>i(—l)i+1uxi®x1/\-~'/\fi/\-~/\xn
Y (D)@ [ a A AT A ANT A Ay,

1<J

y chequeamos que

= d estad bien definido, i.e. la férmula es totalmente antisimétrica en xq, ..

cicio)

» d* = 0 (ejercicio, mds largo que el caso simplicial)

Ty (ejer-

= El complejo es filtrado y su graduado asociado es exacto, pues es el complejo de

Koszul!

Veremos a continuacién que si un complejo tiene una filtracién exhaustiva y que empieza
en un lugar, y su graduado asociado es exacto, entonces es exacto. Si g es k-proyectiva,
AFg también es k-proyectivo y por lo tanto cada término del complejo es U(g)-proyectivo,

y asumiendo el resultado sobre filtraciones, concluimos.

]

Veamos el resultado sobre complejos filtrados. Comenzamos con las definiciones:

Definicién 8.9. (C,,d) € Chain(A) se dice filtrado si ¥n se tiene dada una sucesién de

submédulos F,(C,,) con
0C - CF(C) C Fpya(Cn) C---CCy
y d(F,(Cy)) C F,(Ch_1) ¥n, p. Usaremos las siguientes calificaciones:
= La filtracién es exhaustiva si | J, F},(Cy) = Cy.

= La filtracién es HausodorfF si (1, F},(C,,) = 0.

» La filtracién empieza en un momento si Vn Ipy = po(n) : F,(Cy) = 0.

E —
Definimos gr(C,) = @ gr(Cy), = P () con diferencial d
PEL PEZL Fp—1(0n>

d(c MOD F, {(C,)) :=d(c) MOD F, ,(C,_1)

Teorema 8.10. Si en C, se tiene una filtracion evhaustiva y que empieza y (gr(C),d)

es exacto, entonces (C,d) es exacto.
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Demostracion. Sea x € C,, tal que d(z) = 0. Como es exhaustiva, existe p : z € F,(C,,).
Consideramos 7 € gr(C,,),

d(T) =dr = 0= 37, € gr(Cpy1), : T = dy, = dy,

=2 =dy, + 2p1 (zp-1 € Fp—1(Ch))

Claramente 0 = dx = d(dy, + 2zp—1) = dzp_1.
Recursivamente podemos suponer que z,-1 = d(alguien), pues z,; € F, 1 y la
recursion termina porque la filtracién empieza en algin momento. O

=U(g) @AN'g—---=U(g) @ \*g=U(g) @ g = U(g) =k =0

n
u®:131/\---/\mn>—>Z(—1)i+1uxi®x1/\---/\@/\---/\xn

~

A (D)@ [z a A AT A AT A A,

1<j

—S(g) @AN'g—---—=S(g @\g—>S(g) ®g—S(g) >k —=0

u®:1c1/\---/\xnr—)Z(—l)iHuxi@xl/\---/\@/\---/\xn

8.2. Cohomologia en grados bajos

Para el calculo de Hy(g, k), tomamos el complejo de Chevalley-Eilenberg:

- —=U(g) @AN'g—---—=U(g) @ N’g—=U(g) @ g = U(g) =0

u®:1:1/\---/\xn>—>Z(—1)i+1uxi®x1/\---/\@/\---/\$n

~

A (D)@ [w ] A AT A AT A A,

1<J

Al tensorizar por k ® (g — obtenemos

Adg——A2g g O
. Hi(g,k) = g/[g, 9]. (Recordar/ejercicio: Hi(G,Z) = G/[G,G])
Con los mismos métodos dejamos como ejercicio verificar las siguentes féormulas:
H*'(g, M) = Der(g, M)/InnDer(g, M)

donde
Der(g, M) ={D:g9— M : D([z,y]) =z - D(y) —y - D(z)}
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InnDer(g, M) = {D : Imo/D(z) = - my}
En particular H'(g, k) ={D : g — k : D([z,y]) = 0}.

Si f: A%g — M es 2-cociclo <+ f : g x g — M antisimétrica y
l’f(y,2>—yf(l',2>+2f<$,y)

[z 9l 2) + f(l2, 2], 9) = f(ly, 2], 2) = 0

8.3. H? y extensiones de algebras de Lie

Sea f:gxg— M bilineal donde M es un g-médulo. En M & g. escribmos m en vez
de (m,0) y x en vez de (0, z). Se puede definir una operacién asociada f y al corchete de
g de la siguiente manera (m,m’ € M, x,y € g):

m,m/]; =0

[z, m|f =2 -m=—[m,x]|; eM
[z, Y]y = [(2,9) + [, 9] EMog

De manera similar a la correspondencia de H? de grupos y extensiones con niicleo abe-
liano, dejamos como ejercicio la demostracién de la siguiente proposicion:

Proposicién 8.11. n [—, —]; antisimélrica < [ es antisimétrica
» [—, —]f verifica Jacobi <= f es un-cociclo.

= en caso que |[—,—|y verifica lo anterior (i.e. es un corchete de Lie) M resulta un
ideal abeliano de ¢ == (M @ g,[—,—]r), la estructura de g-mddulo se recupera por
v om = [(0,2), (m, 0)]5, y 0 = e/M.

s Toda sucesion exacta de la forma
0—>M—e¢e—g—0

donde ¢ — g es morfismo de dlgebras de Lie y M es un ideal abeliano de e, sucede
de esta forma.

8.4. Algebras de Lie simples y semisimples

El objetivo es demostrar un resultado funcamental sobre las representaciones de alge-
bras de Lie semisimples, que tiene varias demostraciones, pero la demostracion utilizando
herramientas de dlgebra homoldgica es particularmente simple y general. Para ésto nece-
sitamos ciertos pre-requisitos sobre algebras de Lie y sus representaciones.

Definicién 8.12. un ideal de un algebra de Lie g es un subespacio h C g tal que
[h,09] C b. Un &lgebra de Lie g se dice simple si no tiene ideales salvo 0 y g y g no es
abeliana (excluyendo de esta manera el caso trivial cuando dimy g = 1)
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Observacion 8.13. g simple = g = [g,g]. No hay simples en dimensién 2, pues [g, g] =
Im(A*g — g).

Ejemplo / Ejercicio: ch(k) # 2 = sl(2, k) es simple. Recordamos los corchetes, y
la conveniencia de utilizar como base las siguientes matrices:

60) (¢ 2)] =6 =)
(00 )]-Gro)
6 5) € %)= (5 )

Definicién: Un algebra de Lie g se dice semisimple si es isomorfa a un producto
directo (con corchete coordenada a coordenada) de élgebras de Lie simples.

La forma de Killing
Si V' es un g-modulo, denotamos
rly =x-—: V>V
Si dim V' < o0, se define la form bilineal en g asociada a V' a través de
by (z,y) = trv(z|v o ylv)
Por las propiedades de la traza se puede ver facilmente que
by (z,y) = by(y, )

bV([‘Ta y]a Z) = bv($, [y7 Z])
Si V = g se llama forma de Killing x(—, —).

Ejemplo 8.14. Calculamsos la form de Killing para sl(2, R): tommos como base

=0 )= (00) o= ()

valen las formulas

[z,y] = h
[h, x] = 2z
[hvy] = _2?/

Con estas constantes de estructura, podemos calcular la matriz de la forma bilineal, por
ejemplo

b(x,r) = tr(ad?) :tr<hf—> —22+—0,2—0— 0,y = h+— —2x> =0

b(x,y) = tr(ad,oady) = tr (h = [z, [y, h]] = 2h, x — [z, [y, z]] = 22, y — [z, [y, y]] = O> =2

etc. Dejamos como ejercicio calcular la matriz de la forma b en esta base. Podemos concluir
que la forma de Killing es no degenerada, pero no definida.
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Ejemplo 8.15. su(2) = (R3, x) base ey, e, 3, con corchete

[6,’, 6i+1] = €192 (MOdg)
Dejamos como ejercicio ver que su forma de Killing es definida negativa, en particular es
no degenerada, pero también esto muestra que su(2) 2 s[(2,R) (sin embargo, s((2,C) =
su(2) @ C).
El Criterio de Cartan:

Mencionamos sin demostraciéon el siguiente criterio de Cartan para g de dimension
finita sobre un cuerpo de caracteristica cero

i) g es semi-simple <= K, no-degenerada.

ii) Si g en una subdlgebra de Lie M, (k), entonces B(x,y) := tr(zy) (la traza usual de
matrices) también es no degenerada.

(ver Humphreys, Knapp, Bourbaki,...)
Veremos que si g es simple y g C M, (k)

= B =\k (04 € k)

8.5. El Casimir

El ingrediente fundamental en los calculos cohomolégicos es la accion de un elemento
en particular llamado el Casimir, asociado a toda g semisimple.

Definicién 8.16. Si g es ss, x1,...,, una base, y sean z',...,2" en g tales que
A Y
"i('xia iL’J) - 62

se define el Casimir .
0= lexl € Ul(g)
i=1

Dejamos como ejercicio ver que €2 es independiente de la base elegida. En particular,

Q=570 wat =51 atay.
A veces se considera Q) € S?*(g) C g ® g.
Vale z € gy [x;,2] = ), cijo; =

[z,27] = Zczjxi
i
Pues si [z,27] = Y, a;;2", calculamos
ai; = (i, [v,27]) = K([2;, 2], 27)

luego

Qe ZUg)
..V g-médulo M, la multiplicacién por Q es U(g)-lineal.
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Lema 8.17. (Schur) Sea S un g-mddulo de dimension finita y simple (i.e. los unicos
g-submddulos son 0 y S). Si k es algebraicamente cerrado, entonces Jcg € k tal que

Q|5’ = Cslds
Notar que esto implica que cg dimg(S) = tr(|s).

Demostracion. Si S es de dimensién finita, como Q|g : S — S es una transformacién

lineal y k es algebraicamente cerrado, tiene al menos un autovalor A y como 2 es central
en U(g),
{vesS: Q- v=M}CS

es un g-submodulo, que es no nulo, y por simplicidad necesariamente coincide con S. [J
Mostraremos que S simple, entonces S = k el médulo trivial es el iinico en donde

Cg = 0.

8.6. Estructura monoidal de las representaciones

La cateoria de g-mddulos (de manera anédloga a la de representaciones de un grupo)
tiene operaciones adicionales que producen nuevas representaciones a partir de otras. Si
M y N son dos g-mddulos, entonces

= M ® N es naturalmente un g-modulo con la accion
r-(Mn)=rm@n+me an
y la trasposicion M @ N = N ® M es g-lineal.
» Homy (M, N) es un g-mdédulo via
(2 £)(m) == 2 f(m) — f(zm)
En particular M* es g-médulo con (z - ¢)(m) = —¢(zm).

s FE] morfismo natural
M*® N — Homy (M, N)

es de g-modulos.
» Homgy(M, N) = Homy (M, N)?
= )M de dimensién finita = Homy (M, N) = (M* ® N)*
» La descomposicién en tensores simétricos y antisimétricos g ® g = S%g @ A%g es
también como g-moédulos. Si g es semisimple, entonce el “casimir”
n
Z xr; X Tt e gxg
i=1
es simétrico e invariante, i.e. un elemento de S?(g)?.

((M ® N)*)8=formas bilineales invariantes, donde b es invariante <= b([z,y], z) =
b, [y, 2])
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Algunos subespacios de invariantes en el caso g simple y k =k

Realizamos algunos calculos con reprsentaciones e invariantes en el caso de g simple:

» M = g es una representacién simple entonces(Lema de Schur) dim; Homg(g, g) =
1 tiene dimensioén 1.

» g% = g* pues la forma de Killing provee de un morfismo no nulo
g_>g*7 (l’f—)li(l‘,—))
y como

Homy (g%, 9) = (g®9)* = (g" ®g")°

todos tienen dimensién 1, por lo tanto (S?g)? tiene dimensién 1 y estd generado
por el Casimir (y colateralmente también se sigue que (A%g)? = 0, aunque no lo
utilicemos ahora).

Ahora si g es simple y M simple no trivial,
p:g— Endpg(M) =M, (k) =g C M,(k)

produce una inmersiéon de g como subalgebra de matrices. Recordando la parte corres-
pondiente del criterio de Cartan tenemos

1. B(z,y) = tr(xz|am o y|lm) es no degenerada entonces (Cartan) f = Ak para algin
0#MN€k. Sizy,...,z, una base de g {y',...,y"} en g satisfacen

, . . ~ " , 1
)\R(xlﬁy]) = ﬁ(xzayj) = 51] = Q= Z%yl = XQ
i=1

2. Sabemos que Q| = cIdy; (Schur), luego

Z%\M © yi‘M =cldy = Ztr(a:AM o ylyM) =cdim M

i=1 =1

= cdim M = Zﬁ(aci,yi) =dimg

i=1

Concluimos € = d‘:}irrnn]gwld #0 = Qly = epld, ey # 0. Es decir, Qg es cero si S es

la representacion trivial, y |s es un multiplo no nulo de la identidad si S es simple
no trivial.

Con este resultado podemos demostrar los siguientes resultados fundamentales:
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8.7. Lemas de Whitehead y Teorema de Weyl

Primer Lema de Whitehead

Lema 8.18. Sea A un anillo, w € Z(A) un elemento central, M y N dos A-mddulos,
denotamos w|y y w|y la multiplicacion por w en M y N respectivamente:

w]M:M—>M

m—w-m

Entonces
w|ars = wl|y : Homa (M, N) — Hom4 (M, N)

Como corolario, reemplazando M por una resolucion, y calculando homologia, tenemos
Corolario 8.19. Mismas hipotesis y notaciones que el lema anterior, entonces
Wl = w|y @ Exty (M, N) — Ext"} (M, N)
Como corolario de esto y de las propiedades del Casimir se tiene:
Teorema 8.20. M simple M # k = H*(g, M) = Exty, (k, M) =0

Demostracion. El casimir actiia por un escalar no trivial en M, y por un escalar nulo en
k, luego, en Ext (k, M), la accién del casimir es simultdneamente cero y un iso. ]
Observacién 8.21. g simple = g = [g,9] = H'(g,k) = 0.

El teorema anterior junto al calculo de H'(g, k) nos lleva al primer Lema de Whi-

tehead:

Teorema 8.22. (Primer Lema de Whitehead) H (g, M) = 0 para todo M de dimension
finita.

Demostracion. Si M = k es la observacién, si M es simple no trivia, es el teorema anterior.
Si M tiene dimensién finita y no es simple, entonces admite un submodulo simpe S y se
tiene una sucesion exacta corta

0—->S—M-—>M/S—0

Por un argumento inductivo en la dimensién, tenemos que H'(g, M/S) =0y H'(g,S) =0
por se S simple, luego H?*(g, M) = 0 se sigue de la sucesién exacta larga asociada a la
sucesion exacta corta anterior. [

Tenemos todos los ingredientes para mostrar uno de los resultados mas importantes
de la teoria de representacion de las algebras de Lie semisimples:
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El Teorema de Weyl

Teorema 8.23. (Weyl) g semisimple, ch(k) = 0, entonces todo g-mddulo de dimension
de dimension finita es completamente reducible.

En otras palabras, todo submdédulo de un médulo de dimensién finita se complementa,
o bien la cat. de g-modulos de dimension finita es semisimple.

Demostracion. Asumimos primero g simple y k = k. Vemos primero que
Extyr(X,Y) = Ext' (k, Hom,, (X, Y)) = H'(g, Hom (X, Y))
Si dim M < oo My € M entonces
0— My— M — M/My—0

da un elemento de Ext%]g(Mo, M/M,) = 0. Esto dice que lal sucesién anterior se parte,
luego M, se complementa en M. O

Observacion 8.24. Si g no es semisimple, g = g; X - - g,., entonces U(g) 2 U(g1) ® -+ ®
Ul(g,), el resultado sobre H'(g, —) (primer Lema de Whitehead) se sigue de la férmula
de Kunneth, y la demostracién del teorema de Weyl sigue intacta. Si k # k, entonces
consideramos g := g®y, k como k-algebra de Lie. Por e criterio de Cartan, g es semisimple
como k-dlgebra. Tenemos que U(g) = U(g) ® k,

H'(g, M) @k ==H'(g, M ® k)

luego, es valido el Lema de Whitehead para g y por lo tanto en teorema de Weyl.

Segundo Lema de Whitehead

Teorema 8.25. (Sequndo Lema de Whitehead) H?*(g, M) = 0 si M tiene diemnsidn
finita.

Demostracion. Por un argumento de induccion en la dimension y la sucesién exacta en
la cohomologfa basta ver que H?(g,S) = 0 si S es simple, cosa que ya sabemos para
S # k. Si S =k, interpretamos H?(g, k) como extensiones y considermos una extensién
e algebras de Lie con ntcleo abeliano isomorfo a k:

0—>k—eSg—0

7 morfismo de algebras y k = Ker(m).
Sie€eyx€g,seax € e tal que 7(Z) = x. Definimos

x-e:=[T,¢]

= esta bien definido = ¢ € g — mod y 7 es g-lineal.
Por el teorema de Weyl, admite seccién g-lineal s : g2 — ¢

3([~T,y]) = 8(:13‘ ‘ad y) =z S(y) = [S(x>75(y)]
= s es morfismo de dlgebras = H?(g,k) = 0 = H?*(g, M) = 0 si dim M < oo. O
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9. Lenguaje super

Dedicaremos este capitulo al llamado lenguaje super, que resulta muy comodo para
las construcciones del algebra homolégica. En general, la palabra super se puede referir
cuando intervienen signos que suelen depender de la paridad en una Z-graduacion, por
lo que las definiciones o nombres pueden hacerse tanto en el caso Z-graduado como en el
Zo-graduado. Tomaremos en principio la situacion de una Zs-graduacion.

Definicién 9.1. Un super k-espacio vectorial (o super k-mdédulo si k es anillo conmuta-
tivo) es un k-médulo M junto con una descomposicién en suma directa

My @ M,

Los elementos de M, se diran homomgéneos de grado par, los de M; se llamaran
homogéneos de grado impar. No todo elemento en My & M, tiene asociado un grado, ya
que no todo element es homogéneo, pero si es cierto que todo elemento de My® M, es una
suma de elementos homogéneos. Muchas veces se diran las definiciones sobre elementos
homogéneos, siendo las definiciones de carater lineal, se sobre-entendera que se extienden
por linealidad para elementos que sean sumas de homogéneos.

Ejemplo 9.2. Si M es Z-graduado, M = @,z M", esto induce una Z,-graduacion
MO = EBnGZMQna Ml = @nEZMQnJrl

La mayoria de los ejemplos de interés son Z-graduados.

9.1. Estructura monoidal: signos de Koszul

Sif:(My® M) — (Ng® Nyp) es k-lineal, diremos que respeta la descomposicién, o
que respeta la paridad, o la Zs-graduacion si
f(M;) € N;

Los super moédulos, o médulos Z,-graduados, forman una categoria.
Si M = Mq®M;, y N = Nyd N, son dos super-mddulos, entonces el producto tensorial
también
M@N:M0®N0@M0®N1@M1®NO@M1®N1 -
= (My® No® M, ® \,) €D (Mo @ Ny & My © Ny)

(M®N)o (M®N)1

Sin embargo, y aqui es donde aparece de manera esencial la Zs-graducién, si M = My® M,
y N = Ny @ N son dos super-modulos, entonces hay dos isomorfismos naturales

M@N=M®N

uno el flip usual
mnN—nm

y el otro: flip con signo

m®n— (=1)m"n @ m

donde |m| = grado o paridad de m (resp. |n|).
Observacion 9.3. si |m| y |n| estdn en Z y no en Zs, en la férmula anterior sélo importa
la paridad de la graduacion.
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9.2. Algebras super conmutativas

Una super-k-alg. asociativa es lo mismo que una k-dlgebra Z, graduada, es decir,
A= Ay® A; y el producto verifica

A; - Aj C AiJrj (Z,j,l + 1 modulo 2)
Ejercicio: Si A tiene unidad 14, ésta necesariamente pertenece a A.

Una super algebra A se dice super-conmutativa (o conmutativa en el sentido gra-
duado) si
ab = (—1)!Plpq

para todo par de elementos homogéneos a y b de A.

Ejemplo 9.4. A = AV = el algebra exterior es super-conmutativa, con la graduacién

| =1Vv e V.
Ejemplo 9.5. A = k[z] con |z] = 1 es graduada con |z|] = 1, pero no es super-
conmutativa. Si tomamos |r| = 2 entonces k[z]| es otra Algebra graduada, y ésta,

si es super conmutativa.

Ejemplo 9.6. Si A y B son dos superdlgebras, entonces en A ® B hay otro producto,
ademas del usual, dado por

(a®b)-(d @) = (=1 Plag’ @ b’
Denotamos esta estructura de glgebra como A®B.
Notar que
» @ es el coproducto en la categorfa de k-dlgebras super conmutativas.
» si A=A (i.e. Ay =0) entonces A®B = A® B.

Ejercicio: Si V = 1 @ V; entonces definimos S(V') := S(V5) ® A(V1), es supercon-
mutativa, y si A es super-conmutativa entonces

Homsuperfkfalg(s(%) X A(Vvl)a A) = Homsuperfkfmod(% ©® ‘/17 A)

Es decir, S(V) = S(Vp) ® A(V}) es super-conmutativa libre.

V=WweW
W:W(]EBWI

Observacion 9.7.

}:SW@WQ:$W®&W)

9.3. Super algebras de Lie

Un super médulo g = go @ g1 se dice una super-algebra de Lie si se tiene un corchete
[—,—] : 9 ® g — g que verifica

= es homogéneo de grado cero:
(96, 95] € Bivj
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= es super anti-simétrico: Vx,y € g homogéneos
[, 9] = —(=1)" [y, 2]
= y satisface super-Jacobi: Vx,y, 2 € g homogéneos,
[, [y, 2] = [[, 9], 2] + (=1) W]y, [z, 2]]

Observacion 9.8. go es super-subdlgebra de Lie y algebra de Lie en el sentido usual. g,
NO es Lie usual, podria pasar [z, z| # 0!

Ejemplos

Sea V = Vi @ Vi un supermoédulo entonces
End(V) = Hom(V, @ V1, Vo @ V1)

= End(Vy) @ End(Vi) @ Hom(Vp, Vi) @ Hom(V4, V)

End(V)o End(V)1

es una super-algebra (o sea es un algebra Z, graduada) y si f y g son homogéneos
definimos el super-conmutador

[f.gls = fog— (=)o f
(End(V),[—, —]s) es superdlgebra de Lie.

9.4. Super-derivaciones
Sea A = Ay @ A; una superalgebra (asociativa o no). Las super derivaciones
Ders(A) C End(A)
se definen por Derg(A) = Ders(A)o @ Ders(A); con
Der,(A), = {D € End(A), : D(ab) = D(a)b+ (=1)""aD(b)}
Ejercicio: Derg(A) es sub-superalgebra de Lie de End(A):
» D € Derg(A)g, E € Derg(A); coni =0,1, = DE — ED € Derg(A);.
» D, E € Derg(A); = DE + ED € Derg(A)o.

(o sea, derivacién en el sentido usual)

Ademds, si D es impar, entonces el segundo item dice que [D, D] = 2D? es una
derivacién usual, pero también se puede mostrar directamente que D? es una derivacién
par, sin necesidad de invertir 2.
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Demostracién. mostraremos sélo parte de D?. Sean a y b homogéneos,
D*(ab) = D(D(ab)) = D(D(a)b) + D((=1)Plela D (b))

y como |D| es impar
= D(D(a)b) + (=1)"'D(aD(b))

D*(a)b+ (=1)"“'D(a) D(b) + (—1)! (D(a)D(b) + (—1)|“|aD2(b)>

Como |D(a)| = |D| + |a|] y |D| es impar, los términos con D(a)D(b) se cancelan, y
((—1)le)2 = 1, por lo tanto
= D?*(a)b + aD?(b)

como queriamos ver. O

9.5. Superalgebras de Lie y complejos
Sea g = €P,,c5, 9, una superalgebra de Lie y m € g; tal que
[m,m] =0
Entonces 0, = [m, —] verifica

= Opn(gn) € Gnp1
= On([7,9]) = [Om(2), y] + (1), O (y)]
n % ck= 83,1 =0

= [m, 8] = 0n(9) < Zm, Zin/Om(g) es super-Lie.
Demostracion. El primer item es claro pues

Om(gn) = [m, 8] C [91, 9]

El segundo es exactamente la igualdad de Jacobi para m,z,y.
El tercer item se sigue de Jacobi:

(@) = [m, [m, 2] = [[m, m], 2] + (=1)!""I[m, [m, «]]
Pero como [m, m] =0y |m| =1 se tiene
[m, [m, 2] = =[m, [m, z]]

por lo tanto
0 = 2[m, [m, z]] = 207, ()

Finalmente, si x € Z,,, es decir, [m,z] = 0, e y € [m, g, es decir, y = [m, 2| para algin
Z, entonces
[y,x] = [[mv Z],l‘] - [[m,z],x] +0

= [[m, 2}, a] + (=1)FI[z, [m, a]] = [m, [2,2]] € [m, g]
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9.6. Coalgebras y coderivaciones

La nocion de codlgebra es dual a la de algebra, o mejor dicho pre-dual, ya que el
dual de todo coalgebra es un algebra, mientras que el dual de un algebra es codlgebra
sOlo si cierta hipdtesis de finitud es valida sobre el dlgebra, o si el dual se hace en cierta
forma restringida (como dual graduado, y en cada grado hay dimensién finita). La ventaja
de trabajar con coalgebras es que muchas veces ciertas hipotesis de finitud que parecen
necesarias con algebras, desaparecen en el caso de coalgebras y las construcciones resultan
mas naturales. Por esa razon es conveniente pagar el precio de la falta de intucion co-
algebraica y, cuando resulte necesario, trabajar con coalgebras.

Definicién 9.9. Una coalgebra sobre k es (C;A : C — C ® C) que admite € : C — k
verificando

= coasociatividad: C A .0 ®C

Al lld@A
A®Id

C(C—Cx(CxC

= counitariedad ¢ —2C® C C—20aC
-
C—=kxC C—>Cxk

(son diagramas conmutativos)

Ejemplos

s dimp A < 0o = C' = A* es codlgebra con A =m* y e = p* donde y: k — Aesla
inclusion de k en A.

= Si A= @nzo A, v dim; A, < coVn = el dual graduado
C=A:=4;
n>0

es coalgebra, graduada:
ACIE @ 6o,

p+q=n

(ojo n € Ny, si n € Z no esta garantizado)

= Si C es codlgebra, entonces C* siempre es un algebra.

Filosofia: C* es algebra = es probable que C' sea codlgebra

» G grupo finito, k[G] es élgebra, pero también codlgebra definiendo

A(Z/\gg) = M\g®yg

geG geG

(y A es morfismo de algebra)
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» Dualmente, si G es un grupo finito, el algebra k¢ también es codlgebra definiendo
KOO = (k¢ @ k) 3 A(f)(g.h) = f(g,h)

por ejemplo,

Aby = 6, @ 8y-1,

geG

» A= O(M,(k)) = klx;; : 1,j = 1...,n] una codlgebra via A : A - AR A =el !
morfismo de algebras t.q.

A(ziy) = Z Tik & Tk
k

» Si G es un subgruo (o submonoide) de M, (k) definido por ecuaciones fi, - - fi (por
ejemplo SL, (k) = {det = 1})
= O(G) = O(M,(k))/(f1,---, fr) (asumiendo radical) es codlgebra con
O(My(k)) — O(G)

un epi de coalgebras.

Filosofia II: X conjunto, O(X) es algebra, si en X hay un producto asociativo =
en O(X) hay un coproducto

9.7. La coalgebra co-libre T¢V
V' k-esp vectorial y

C=koVeV®q .. aVq...

Un elemento de V" lo escribimos como sumas de elementos de la forma vy - - - v,,. Defi-
nimos la deconcatenacion como

Avy - v,) =1Quvy 0, + 0 QUg Uy + -

U U QU U0, @1

n

= E VU QU Uy (por convencién vy = 1 = v,41)
i=0

Es codlgebra con e(V®") =0 Vn > 1. Si dim V' < 0o = TV = dual graduado de TV*.

9.8. Co-derivaciones

Si C' es una codlgebra, se define coderivacion como un morfismo k-lineal D : C' — C
que verifica

(D®Id+1d® D)A =AD

o equivalentemente, que D* : C* — C* es una derivacion.

Hecho: Coder(C) C Endg(C) es subélgebra de Lie.
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Super Co-derivaciones

Si C = @,C, es una codlgebra graduaday D : C — C t.q. D(C,,) C Cy4,Vn se dice
super coderivacién si D* es una super-derivacién (de grado —p) de C’ (el dual graduado
de C), o equivalentemente

(D®1d + +1d ® D)A = AD

donde £Id(c) := (—1)!c para todo homogéneo c.

Hecho super: Codery(C) := @@ Coder,(C)

p
es super-algebra de Lie (subalgebra de End(C))

9.9. Super Co-derivaciones y el complejo de Hochschild

Sea V un k-espacio vectorial, T°V = codlgebra graduada con |V| = 1.

B Hom(Ve", V) = 5 Coder_ 1 (TV, TV)
nel

Hecho dual: Consideramos T'W como &lgebra graduada,
Der,(TW, TW) 22 Homy, (W, W®PH)
Si dimV < oo, tomamos W = V*, pero el iso es cierto ain en dimensién arbitraria.

Ejemplo 9.10. f: V®2 — V. Consideramos f : TV — V con m(a; ® - ® a,,) = 0 si
n # 2 (escribimos a; € V).

Di(a®b) = fla®b) €
Di(a®@b®c) = f(a b)®c—a®f(b® c) €V®?
Di(a®b@c®d) = f(a®@b)@c®d—a® f(b®@c)®d+a®@b® flced) €V
Di(a@b®@c®d®e) = fa®b)®@cRd®e—a® fbR®c)@d®e
+a@b@ flc@d)®e—a®b®c® f(d®e) e Vet

Esta extensén de f : V®2 — V primero viéndola como una aplicacién TV — V (ex-
tendiendo por cero en los demds sumandos) y luego extendiendo como Dy : TV — TV
verifica

(D; ©1d + £1d @ Dy)A = AD;

y |pyv o Dy = f| Estd univocamente determinada por esas condiciones

Ejemplo 9.11. SiTV = Aesun dlgebray f = m : A® A — A es la mutiplicacion
entonces

D,, =1V
Corolario 9.12. Son equivalentes

» m: A®? — A es un producto asociativo en A.
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. D2 =0

Demostracién. D2, es coderivacién de TV, de grado -2, se corresponde con D : V&3 — V
D = D?|yes = <a®b®c>—> ab® c—a® bc— (ab)c—a(bc))

Ademas, si f : V& — V, consideramos Dj y Dy,
Dy, Dy, € Coder(T°V)_,, = Hom(VE" ! V)
[Dg, DipJ(a1 @ « -+ @ ang1) = f(Dmlar @ -+ ® apy1))
—(=D)""m(Dy(ar @ -+ @ 1))
= f(t'(a1 @~ ap41))
—(—1)”_1m<f(a1 R ®@ap) @ ant1) + (1" ta; @ flaa ®@ -+ ® an+1)>
= f(t'(a1® - ani1))
F(1) flar @+ @ a)ans) — a1 f(az @+ @ ania))
=—0(f)(a1 ® - ® an41)

2Dy, D] = D_ay

]

Corolario 9.13. A = (V,m) una k-dlgebra asociativa entonces C*ullet(A) = @, Hom(A®", A) =
@ Coder—n + 1 es una super-dlgebra de Lie, y su diferencial, a menos d esigno coincide
con [m,—]. En particular H*(A, A)[—1] es super-dlgebra de Lie.

Es decir, se tienen operaciones
[HH?, HHY C HHPTI?

y verifica super Jacobi con respecto al grado p — 1 si un elemento esta en H HP.

Para el caso HH'(A) = Der(A)/InnDer(A) es una subalgebra de Lie (usual), Der(A)
actia en toda la cohomologia, como era de esperar “derivando” la accién del grupo
de automorfismos, pero esta manera nos da gratis e resultado de que InnDer(A) actia
trivialmente en cohomolgia.

Ademds, el corchete da operaciones adicionales, por ejemplo [HH? HH?] C HH?,
etc.
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9.10. Supercoderivaciones y el complejo de Chevalley-Eilenberg

Sea V un k-espacio vectorial (de dimensién arbitraria), A°V'= los tensores completa-
mente antisimétricos. Afirmamos que AV es una subcoalgebra de TV, por ejemplo:

P>

+ryz) =+l Q@ryz+rQuz+ary @z +ayz ® 1

>

—x2Y -1 Rrzy—rRzy—22Qy — 22y ® 1

> b

)
):
yrz) = —1Quyrz —yRrz —yr®z —yrz 1
)
)

P>

(
(
(
(+yzr) =+1lQuze+yRzr+yzQxr +yze ® 1
(4zay) =+1l@zey+2Qzy+ 22 Qy + zay ® 1
(

P>

—zyx) = —1Qzyr —2Q@yr — 2y @xr — zyr ® 1

y podemos chequear que si sumamos todas estas ecuaciones tenemos que la deconcate-
nacion de un elemento en A® nos da un elemento en A¢® A¢. Dejamos el caso general
como ejercicio.

Al igual que en el caso de TV, podemos mostrar que hay una biyeccién

Hom(AV, V') = Coder(A°V)
en particular, el complejo de Chevalley a coeficientes en g es de la forma
Hom(Ag, g) = Coder(A°g)

y su diferencial se puede definir como la tnica d € Coder_,(A°V) tal que d|r2q = [—, —] :
A?g — g. También es posible mostrar que d> = 0 <= [—, —] verifica Jacobi.
Notar que autométicamente obtenemos que(Ag*, d*) es una d.g. algebra
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10. Algebras de Koszul

10.1. Algebras cuadraticas y el candidato a resolucién

Una k-algebra presentada por generadores de un espacio vectorial V' mddulo relacio-
nes, donde

A=TV/(R), RCV®?

diremos que A es un algebra con relaciones cuadraticas.
Primeros ejemplos:

» klr,y| =Tk ky)/(r@y -y )

Aaz,y) =T(kr Dky)/(z @z, 20y +y 1,y DY)

A=TV (R =0);
A=k®Vecon V-V =0(R=V®?)

sl q € kX, kglz,y] = k(x,ylry = qyz), se llama el plano cudntico de pardmetro g,
R=k(z®y—qy®ux).

Si A=TV/(R)con R C V®?esun dlgebra cuadraitica, entonces es graduada y conexa,
®2 ®3

FOVe o ORI RV O

Se tiene la aumentacion € : A — k inducida por
TV — k

vi=> 0

k es A-moédulo, queremos encontrar una resolucion lo mas pequena posible de k& como
A-médulo. Empezamos por € : A — k — 0, como Kere = (V'), podemos continuar con

AQV - A—=k—=0

a®U— av

cémo continuamos? Como R C V®2, consideramos el mapa
ARV® 5 AQV

aRURW = av QW

Si hacemos la composicion

ARV 5 AV — A
aRURWH— av @ W — avw

no necesariamente da cero, pero si lo restringimos a A ® R si, pues

AR —AQV — A
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a®(2vi®wi) »—>Zavi®wir—>a(2viwi) =0

pues ZZ v; ® w; € Ry por lo tanto
0="> wvw; € TV/(R)

Por ahora tenemos un complejo

ARR - AQV - A—-k—=0

Tomamos A =TV, R =0, el complejo construido da simplemente

0=-TVRV =TV -k —0

es una resolucién!

SiA=Fklz,yl=T(kx @ ky)/(z®@y —y® x)

A®R ARV A k
AR(zRy —yRx) —= AQxr ® ARy A k
aR(rQY — YRT) —> arY — ayRx ar——>€(a)
a®r + bRy —— ax + by
SiA=k®VconV- -V =0,o0sea R=V%2
AR R ARV k 0
kaV)V®? — (ko V)V —(kdV)—=k—=0
ko Ve? keV
Veve? VeV

es exacto! jcomo continuar?
T2 AQR—->AQV 2 A—=k—=0

Podemos definir
Ry:=(RV)N(V®R) CV®
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y entonces la restriccién a A ® Rz nos da un morfismo en el objeto deseado:

AR R3---->AQR

A®V®3 A®V®2

GRQURKUVRQUWH—=au @V R w

En el ejemplo kf[z,y] = TV/(z ®y —y ® z), Ry = 0, asi que tenemos el candidato a
resolucion

0 AR - AQV - A =0

En tres variables,
klz,y, 2] = T(kx © ky @ k2)/(z@y-y®z, 1Q2-2Q1, yR2-2QY),

Rs = kVols, Vol = > (—1)7%01 ® T2 ® T3

oES3

y tenemos la resolucion de Koszul de k[z,y, 2|, lamando z Ay =z ® y — y ® x, etc
ARVoly 5> AQ (kxANy @k QyAnz® k@ zAx) > AQV - A—=k—0
Motivados por esta construccién, definimos:
Ry=k, Ry =V, Ry=RCV®

y para n > 2:

Ry = Nipjyon V@ RV | C VER

yd: A® R, -+ A® R,_; definido restriccién de A ® V& — A @ V&L

A Ver

ARV Q@ QU= av; Y V2D - QU
Definicién 10.1. Para A =TV/(R) con R C V¥2 el complejo
o5 AQR, > 2 ARR; > AR > AQV - A—k—0

se denomina el complejo de Koszul de A.
Diremos que A es (cuadratica) Koszul si su complejo de Koszul es exacto.

Observacion 10.2. Cada proyectivo de la resolucién en el lugar n (es libre) es graduado
y generado en grado n, pues es A ® R,,. Estas condicion es otra posible definicién (que
resulta equivalente) de Koszulidad.

Ejemplos:
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1. k[zy,...,2,], k@ V y TV.
2. El plano cudntico: si ¢ € k*, A = kyfz,y] = k{z,y}/(xy — qyz) es Koszul, la
resolucién tiene largo 2:
02 AR xRy—quer) —m AQr P ARy — A—k—0
AR (TRY—qyRr) > ar Yy —qay @ x
3. Uno menos trivial es A = k(a, b, c,d) con relaciones
ab = qba, ac = qca, ad — da = (¢ — ¢ )b,
bc = cb, bd = qdb, cd = qdc

4. A =k{z,y}/(2* yz) NO es Koszul.
(Es Noetheriana de un lado pero no del otro!)

Observacion 10.3. A Koszul = Tor’ (k, k) = R,,, Ext’(k, k) = (R,)* (en particular tienen
la misma dimensién).

Sabemos que Ext%(k, k) es un algebra, es k &V & R @ R3 @ --- una codlgebra? Se
puede comprobar que efectivamente

Ry =R, STV

, .z ’ s . ’ !
es sub-coalgebra con la deconcatenacion. Mas facil, veremos el algebra dual-Koszul A’
asociada a A

10.2. El dual de Koszul

A=TV/R con R C V®? es graduada
A=PA.=kaVede oA,
n>0
donde Ay = V®?/R y para n > 2,
yen
S VO RRe Vo

i+j=n—2

A, =

El morfismo natural
VeV — (VeV)

6@~ (Ve - o))

siempre inyectivo, es iso si dim; V' < oo.
Asumimos dim; V' < oo e identificamos V* @ V* = (V. ® V)*. De la s.e.c.

0—+R—->V®? VR 0

tenemos
0— (V*/R)" = (V)** 5 R* =0
Identificamos (V®?/R)* = R® C (V*)®2.
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Definicién 10.4. Si A=TV/(R)

A= T(V)/(R)

Observacion 10.5. A' es cuadratica
Observacion 10.6. dimV < oo = (A')' & A (via V** 2 V)
Ejemplo 10.7.

A A
S(V) A(V7)
TV ko V*
k{z,ylzy = quz) | (X, Y| X2 =0=Y? XY = —¢" 'Y X)

Observacion 10.8. justo en estos ejemplos dim A' < oo, eso significard gldimA < oo
Proposicién 10.9. dim; V < co = A' es el dual graduado de R, y viceversa:
A =EPr;, Pr. = PA) = Al
n>0 n>0 n>0
Demostracién: Primero observamos
A=kov'eodo oA o
donde

Ay = (V)2 /R = RY|= Ay 2 R™ = R

aran>2:. A = ()=
yp : n S (V)@ RO @ (V)2
i+j=n—2
V*)@n
A=koV*'®R ®--- ( - D -
PYOR e O T s g R g (V)
i+j=n—2
Veamos unas férmulas de algebra lineal para mostrar
(Ve @i ®i
*\®1 0 *\®), ﬂ
'H*j;fQ(V ) @hie (V ) ’ i+j=n—2

Supondremos ahora todos los espacios vectoriales de dim finita.

i V
TCV T V= —
STCV=0—=(S+T)— —>S+T%O

:>O_><5uFLT)*_>V*i_*>(S+T)*_>O
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Pero i* = |g.7 = Ker(i*) = (S +T)° = S°NT° y tenemos

i

0= 8°NT" 5V (S+T) =0

Ahora veamos formulas similares pero junto con ®.
Sean S C V, W y W’ dos espacios vectoriales,

0=->S—>V->V/S—0
0—=S"=V"=8" =0
+ exactitud ®
0=WRSW -=WeVeW -=WeV/SeW —0

luego

0—WRV/SeW)  —WVW) — WS W)*—0

| |
0—=W*x(V/S) @ (W) —-=W*V* e (W) —WeS* e (W) —0

W= ® SO ® (W/)*

—0

y si volvemos a dualizar

W* ® SO ® (W/)*

=|

1%
R

NH

)
0 (W* ®S°® (W’)*)O LW RV (W) = W™ @ (S°)* @ (W)™ =0
)

~ NH

W (V/S)® W —=0

Concluimos

(W*®S°®(W’)*>O *WeSeWw

Aplicacién a A'
A= ®n20 Ay,

0— Z VEQRQVE 5 VO 5 A — 0

i+j=n—2
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A= @nzo A:m
0= > (VI¥@R'® (V)™ = (V)" = A, =0

i+j=n—2
Dualizando,
0 (AL) (Ve — (2 (V)@ R @ (V*)®)" —0
i+j=n—2
- |
0—N (V)% @ RO @ (V*)2)° yen (2 (V) @R @ (V*)®)" —0
i+j=n—2 i+j=n—2
| H
0 NVE R RV yen (S (V9 @R ® (V*)®) —0
i+j=n—2 i+j=n—2

Reencontramos entonces

A*=R,= (] V@RV CVe"

i+j+2=n

Corolario 10.10. A' = @, A!, es cociente de TV = su dual graduado
= Al.=P(A) =P R, cTV

n

es sub co-dalgebra de TV con la deconcatenacion.

10.3. Koszulidad y la resolucion standard

Recordamos
ARAT AL s ARARAL AAB A0
la resolucién de A como A-bimdédulo.
AL =R, = mv®i QR® pn—ie2 C yen C A®n

lo que nos induce un morfismo de A-bimédulos
ARA @A ARV QA AR A®" ® A

Nos preguntamos qué diferencial poner (si es que se puede) en en A ® Alg A para tener
un morfismo de complejos.

AgAl@A-———- L _-AeAl_®A

A (NV@RVI©wA A(NVI@RV)®A

i+j=n—2 i+j=n—3
¢ ¢
ARQVeE @ A A Ver-lg A
AR A ® A Y AR A 1@ A
:go(—l)ibi
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VO <i<n: blagr,ea = bilagvei-igrgveiga = 0!

.. el diferencial esté inducido por

A®V®”®ACI:—H>‘A®V®“‘1®A

ARV -V, Qb= av; QU -0, Db
H=1)"a@v @ Vp_1 @b
observamos que el sumando de la izq. es exactamente el diferencial familiar de Koszul, el

de la derecha es el andlogo, pero con signo alternado. En grados bajos:

S —=AQR®A ARV ®A ARA-T— A

YaRrr b= ar®r ®b
+Y a®r®rb

ARUVRb—=av®b—avb

Teorema 10.11. Son equivalentes:
1. El complejo Kpi(A) = A® A£ ® A es aciclico,
> AQR;RA—-ARRRIA—-AQRQVRA—-ARA—-A—-0

2. El complejo de Koszul a izq. Ki(A) = A® Al es aciclico,
> AQR;—~AQR—-AQV - A5k

3. El complejo del otro lado K,.(A) = Al ® A es aciclico.
>R ®A—->RA—-VRA—->ASEk

4. La inclusion A® Al @ A — Co(A, A) es un g-iso.

Corolario 10.12. A Koszul = VM € A-Mod, M admite la resolucion (funtorial)
Ky(A) @a M =A® Ry®@ M

y gldimA < el mdzimo grado n/ Al # 0.

Pero Ext’(k, k) = A}, por lo tanto también concluimos
Corolario 10.13. dimV < oo, A Koszul

= gldim(A) < co <= dim; A' < 00

En ese caso, gldim(A)= el mdzimo grado tal que n / A # 0.

A su vez, utilizando las equivalencias con el complejo Kj;(A) también claramente
obtenemos

Corolario 10.14. A Koszul a izq <= A Koszul a derecha
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10.4. Koszulidad de A vs de A

Nos situamos en la condicion A = TV/(R), dim V' < oco. El complejo de Koszul de A

a izquierda es '
Ki(A) = (A® AL, da)

En grado homoldgico n tiene A ® AL y en grado interno n +m: A,, ® AL. El complejo de
A" a derecha es
K (A) = (A; @ A dy)

en grado homolégico m es A* @ A’ y en grado interno m + n tiene A7 ® AL
Observamos A, @ A' = (A, @ AL)* v da = (da)*

Corolario 10.15. A es Koszul < A' lo es.

Ejemplo 10.16. AV, k,[z,y]' = k{z,y : 2*> = 0 = 42, 2y = —¢ 'yz), son Koszul.

10.5. Construcciones bar y cobar

Definiremos un funtor B (bar) de la categoria de algebras aumentadas € : A — k en
codlgebras d.g. Fijamos € : A — k un morfismo de dlgebras (aumentacién)

A=kl®dKere=kla® A

A= A/kl = Kere.

B(A) como codlgebra: B(A) := T°A la codlgebra tensorial en A con la deconcate-
naciéon como comultiplicacion

n
Ala] -+ lan) = ar]+Ja; ® aga| -+ |a, € TAR T°A
=0
esta notacion es el origen del nombre “bar”.

Alay| - |an) = E:m||m®WM~wM669@ﬂ%®@ﬂ%

i+j=n

convencion: ay = 1 = a,+1. Es una coalgebra graduada.
Ejemplo 10.17. si alb|c € A% c T4,
Aalblc =1®alblc+a®@blc+alb®@c+ alblc® 1

Hecho: Si consideramos la graduacién degA = 1, entonces
Viay|---|ay) = 2:%\ Nas@ir] - |an, b(a) =0

es una super co-derivacién.
(Notar a;, a;+1 € Kere = a;a;,1 € Kere = b bien definida.
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Ejemplo si alblc € A% c T4,
(V@1+1®b)A(alblc)
= (b’®1i1®b’)(1®a|b|c+a®b|c+a|b®c+a|b\c® 1)

=V(1) ®alble + b'(a) ® blc + V' (alb) @ ¢+ b'(alblc) @ 1
+1 @' (alblc) — a @ b (b|c) + alb @ V' (c) — alblc @ b'(1)

=+ab®c+ablc®1 —albc® 1
+1® ablc — 1 ® albc — a ® be

AV (alblc)) = A(ablc) — A(albe)
=ablc®@1l4+ab®@c+1®ablc—albc® 1 —a®bc—1® albe
Hecho: H,(TA, 1) = Tor(k, k), luego Tor2(k, k) es naturalmente una codlgebra.
Demostracion. Para una k-algebra general (no necesariamente aumentada) tenemos

Deg(A)y = {(ap®@a; ® @1 ® @ ay @ api1)

=) AQAT QkI®A" 9 AC AR A @ A= Cy(A)
i=1
es un subcomplejo (de todas las degeneraciones), y el cociente

C(A) = Co(A)/Degn(A) 2 A A" A

donde A = A/k1 como k-médulo, es un complejo con la misma homologia (hay un ejercicio
guiado para este caso particular, aunque es un resultado general de objetos simpliciales).
Lo usamos como resolucién de A como A°-moédulo.

i ARATTRA S S ARARA S AR A A0
En el caso A aumentada tomamos =Kere. Tensorizando por — ® 4 k tenemos

S ARA Rk 3 ARARk > A®k =k — 0

d(ao®a1®---®an®1)=Z(—l)”ao®a1®---®aiai+1®---®an®1
=0
+a0®a1®---®e(an)

o bien _ -
s AR AT s S ARA S AA k=0

Es una resolucion de k. Al calcular £ ® 4 — queda

o k@A 5 5 k@A k—0

que es isomorfa a (T¢A,b). Si A =TV es cuadratica Koszul, entonces la inclusién

Ry == AlC—=T*V¢ (T°A,b') = B(A)

es un quasi-isomorfismo, donde a R, se la considera una codlgebra d.g. con d = 0. O
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Proposicién 10.18. A/ < B(A) es un g-iso si y solo si A es Koszul.

Demostracion. Si A es Koszul = ok. Reciprocamente, si Al < B(A) es un g-iso queremos
ver que

(A® AL dx) = (A A7, V)

es un g-iso. Equivale a ver que el cono es aciclico. Recordamos C'o = (A®Ai. @ ARA", d).

Si filtramos por grado en Al y grado en A% entonces
gr(dg) =0=1d4 ®0; gr(t) =1da @V’

es un g-iso, luego su cono es aciclico. .". el cono original es filtrado con graduado asociado
exacto, luego exacto. En consecuencia el morfismo original era un g-iso. O]

Construccion cobar

Dualmente, si C' es coalgebra co-aumentada, i.e. esta dado &k — C' morfismo de codlge-
bras, es decir, C' tiene un elemento e tal que Ae = e ® e. Fijamos una codlgebra coau-
mentada y su coaumentacion. Recordamos que el axioma de counidad dice

(eId)A(c)=1®c¢c
luego €(e) = 1. Descomponemos C' como suma directa de espacios vectoriales
C = C @ ke

c— (c—e(c)e) +€c)e
donde C' = Kere. Se define
QC) = TC

el algebra tensorial en C, es una k-algebra graduada con deg C' = 1.
Recordar que (C,A¢) es una coalgebra. Se define da : C — C ® C de la siguiente
forma: si
Ac:zcgébcg’ eCxC

entonces se define

dac = Z(c; —e(c)e) @ (cf —e(c)e eC®C

Ejercicio: dac=Ac— (e®@c+c®e).
Se define un diferencial de grado +1 como la tnica super-derivacién
C—20”crTC
7
-

TC
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dw®n) =dw) ®n+ (—=1)%%*w ® d(n)
Q(C) := (TC,dp)

Finalizamos recolectando, sin demostracion, algunas propiedades andlogas a la cons-
truccién cobar

Proposicién 10.19. 1. d4 =0 <= A es coasociativa.
2. 5iA=TV/(R) yC =Ry =Al CTV =@,.,V®".

C es coaumentada con e =1,

n>0

C=V®R® - —>V ~» TC—TV

se tiene Q(Al) — A wia la composicion

QC)=TC =TV =TV/(R)=A

3. A es Koszul <= (Q(Al),d) — (A.,0) es un g-iso.
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11. Categorias derivadas y trianguladas

11.1. Categorias derivadas y categoria de homotopia

Denotamos como siempre Chain(A)= la categoria de complejos de A-mddulos, co-
menzaremos definiendo a categoria derivada a partir de ua propiedd universal:

Definicién 11.1. Definicién: A anillo, D(A) es la categoria que satisface

» hay un funtor canénico () : Chain(A) — D(A) que verifica Q(f) es un isomorfismo
para todo g-iso f.

» Si F': Chain(A) — C es un funtor tal que F'(f) es un iso para todo g-iso f, entonces
existe una unica factorizacién

Chain(A) £
o
ElVa
D(A)

Claramente si existe una tal D(A), es tnica a menos de isomorfismo (unico) de cate-
gorias.

Ejemplo 11.2.
H, : Chain(A) — H A — Mod

nes
M — {Hn(M)}nEZ
estd definido en D(A)

Si Aess.s. = Hy(M) es g-iso a M, luego H, : D(A) =[], ., A— Mod pero en general
D(A) no es una categoria abeliana, sino sélamente aditiva. Mencionamos sin demostracion
el siguiente:

Hecho: D(A) <= A es ss.

Factorizaciéon por homotopia y el Mapping cylinder

Mostraremos que un funtor @ : Chain(A) — D(A) necesariamente se factoriza por la
categoria de homotopia:

Lema 11.3. Sea ) : Chain(A) — D(A) el funtor candénico, si f ~p g = Q(f) = Q(g).
Para esto veremos el cilindro de una flecha. Si f : X — Y se define
al(f) =X e X[-1]eY

con diferencial
d(z,2',y) = (doe + o', —d2', dy — fz')

y para un objeto, se define cyl(X) = cyl(Idx).
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Notemos que tanto i : X — cyl(X), z — (2,0,0) como iz : X — cyl(X), z + (0,0, z)
son morfismos de complejos. Por otra parte, ninguna de las proyecciones (x, 2, z") — x
ni (z,2',2") — 2” conmuta con el diferencial. Sin embargo

preyl(X) = X
(v, 2, 2") = x+ 2"
si es un morfismo de complejos. Ademas, claramente
poip=Idy =poiy
Veamos que tanto i; o p como iy o p son homotdpicas a la identidad de cyl(X).

Demostracion.
(i1 0 p)(@,a',a") = s (¢ + 2") = (¢ +2,0,0)

(iyop—1d)(z, o', 2") = (x +2",0,0) — (z,2/,2") = (2", =2, —a")
Definimos h(z,z’,2") = (0,2",0), entonces
+ T, T,T )= , o, 0) + T +x,—ar,adxr —x
dh + hd ' 2"y =d(0,2",0) + h(d ' —da', dx” !
— (a://, _d.%',/, _x//) + (O’da,;// _ $/7 0) — (:E//’ _x/’ _x//)
Para i5 o p es analogo, lo dejamos como ejercicio. O]

Si ¢ :cyl(X) — Y es un morfismo de complejos, entonces f,g: X — Y

Ji=¢oi, g:i=¢oi
son dos morfismos de complejos, y podemos describir
oz, 2’ 2") = ¢(x,0,0) + ¢(0,2',0) + ¢(0,0, 2")
= f(&) +6(0,2",0) + g(«")
Denotemos h(z') = ¢(0,2',0)
Lema 11.4. ¢ es morfismo de complejos <= f ~y, g.

Demostracion.
od(z, 2’ 2") = dp(x, 2’ 2") <—

— ¢(de+ 2, —dx' da" — 2') = d(f(x) + h(z") + g(z"))
< f(dx)+ f(2') — hd(z') + gd(2") — g(2') = df (z) + dh(x") + dg(z")
y como f y g son morfismos de complejos, fd = df, gd = dg, luego lo anterior equivale a
< f(2') — hd(2") — g(2') = dh(2)

— f—g=hd+dh
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Ahora tenemos si f ~ g : X — Y, consideramos Q(f),Q(g) : Q(X) — Q(Y).
Fabricamos ¢ : cyl(X) — Y

¢(x,2',2") = f(z) + h(z') + g(=")
f=¢oi, g=¢oiy

Notamos que i; e iy son equivalencias homotdpicas, ambas con la misma inversa
homotépica p, luego en D(A) valen las igualdades

Qir) = Qi2)Qi2) ' Qir) "
= Q(i2)Q(p) ' Qir) "
= Q(i2)Q(i1) ' Q1) ™ = Q(iz)
= Qf) =Q(poi1) = Q(¢)Q(i1)
= Q(¢)Qiz) = Q(¢ 0 i) = Q(9g)

+. Chain(4) —%—~ D(A)
™ et
H(A)
11.2. Estructura triangulada

La categoria triangulada, al igual que la de homotopia, deja de ser abeliana en general,
pero hay ciertas operaciones con los complejos que se mantienen. Comenzamos por la

traslacién o suspension:
El funtor de Traslacién esta bien definido en D(A):

M — MI1]

claramente preserva g-iso, luego, existe la factorizacion del diagrama:

. ’/”‘_——“\
Chain(A) M<:M[1] QML) D)
? oy
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Mapping cone

Llamaremos triangulo en H(A) a una terna
(XY, Zou: X = Y,0:Y = Zow: Z — X[-1])

que sea isomorfa a un cono: a toda terna t.q.

los cuadrados conmutan a menos de homotopia y a, b, ¢ son equivalencias homotopicas.
Recordamos Co(f) = N & M|[—1] con diferencial

d(n,m) = (dn + f(m), —dm)

MLIN- Co(f) = M[—1] lo llamaremos distinguido. Los tridngulos en D(A) se de-
finen como la menor clase de uplas cerrada por isomorfismo que contienen a los tridngulos
distinguidos.

Observacién 11.5. En la factorizacién @Q : Chain(A) — D(A)

Chain(A) ——2 D(A)

%

H(A)

el funtor H(A) — D(A) manda tridngulos en tridngulos.

11.3. Propiedades de los triangulos

Recolectamos propiedades de los tridngulos en H(A) que daran lugar luego a la axio-
matizacion de catgegoria triangulada.

T X 8 X 50— X[—1] es un triangulo en H(A) y D(A)
Demostracion. Notamos que Co(Id) siempre es contractil. [

T2:Si (X 3Y 5 Z 5 X[~1]) es un tridngulo, sus trasladados

v w

Y 5725 X[-1] =S Y[-1])

(Z[1] =% X 5 Y -5 2)

también lo son.
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Demostracion. Suponemos (X — Y — Z — X[-1]) = (M LN Co(f) — M[-1]),
consideramos

Co(f) M[—1} —= N[-1]

N —'N & M[-1] — M[-1] —L= N[-1]

N

Co(i) = Co(f) ® N[—1] = N & M[-1] & N[-1]

N — Co(f) M[-1] L= N[-1]

N —'N @& M[-1] — M[-1] —L= N[-1]

X

N —L=Col(f) Co(i) — N[—1]

Para que el cuadrado de la derecha conmute, definimos if(m) = (0,m, —f(m)) y vemos
que el cuadrado del medio no conmuta...

S T Wi o

(n,m) N&M[-1] M[-1

v | Vi H

(n,m) N@&M[-1]—-N&M[-1]®|N[-1] — N[-1]

(n,m,0) —f(m)

(0,m, —f(m))
sin embargo, si ¢,v : Co(f) — Co(i) estan definidas por

o(n,m) = (n,m,0)

¢<”a m) = (07m7 _f<m))
¢ ~p 1 via h(n,m) = (0,0,n):

(hd + dh)(n,m) = h(dn + f(m), —dm) + d(0,0, n)
= (0,0,dn + f(m)) + (n,0,—dn)
= (n,0, f(m)) = (n,m,0) — (0,m, —f(m))
chd+dh =6 —

y el diagrama conmuta en H(A)

A su vez, iy : M[—1] — Co(i) = N & M[—1] & N[—1] no es un isomorfismo de
complejos... sin embargo, si definimos p : M : Co(i) — M[—1] como la proyeccién en la
coordenada M[—1], claramente pys o iy = Idp_1). La otra composicién da
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if(pa(n,m,n')) = ig(m) = (0,m, —f(m))
y se tiene i; o p ~ Idgo() via
h(n,m,n’) = (0,0,n) :
(hd + dh)(n,m,n’) = h(dn + f(m) +n', —dm,—dn’) + 9(0,0,n)
= (0,0,dn + f(m)+n') + (n,0, —dn) = (n,0, f(m) +n’)

= (n7mvn) - (Oamv _f(m))

Es decir, iy o pas ~ Idcog).
La demostracion de la traslacién para el otro sentido la dejamos como ejercicio. [

T3:Sea X —>Y wun diag. conmut. en Chain(A),
.
X =y
= XLy Co(f) —= X[-1]
LR
X 2y ——= Co(g) — X'[~1]
es un morfismo de triangulos

Demostracion. es claro que el diagrama conmuta, para ver que es morfismo de complejos:
(bda)d(y,z) = (bda)(dy + fx,—dx) = (bdy + bfx, —adx) =

d(b® a)(y,z) = d(by,ax) = (dby + gax, —dax)

sabemos ad = da, db = bd, y como el cuadrado riginal conmutaba, bf = ga. O]

11.4. Categorias trianguladas

Definicién:(Verdier) Una categoria aditiva 7 se dice triangulada si tiene un autofun-
tor M +— M[1] y una clase distinguida de ternas {(X = Y = Z = X[~1])} satisfaciendo:

[T1] Yu : X — Y existe un tridgngulo que empieza con u: (X =Y = Z 5 X[-1]).
La terna (X Bx3o0d X[—1]) es un tridngulo, y la clase de tridngulos es cerrada por
isomorfismos de tridngulos, i.e.

Xty S W X[-1]

alg blg cig a[l]i%

X syt e W X1

si la fila de arriba es un tridangulo = la de abajo también.
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v,

[T2] (rotacion) si (X =Y 5 Z 5 X[—1]) es un tridngulo, sus “rotados”
Y 5 725 X[-1] =5 Y[-1)),
(Z1] 25X 3Y 5 2)
también lo son.

[T3](extensién de morfismos) Si se tienen dos tridngulos como las filas, y el cuadrado
de la izq. conmutativo

Xy Y W X[—1]

(Il bl Hc a[—l]i
, Y

X oy X[

entonces se puede extender a un morfismo de triangulos

[T4] El axioma del octahedro:

(No se conoce ejemplo de categoria aditiva que satisfaga T1 T2 T3 y no T4.) Consi-
deremos dos flechas componibles:

y los completamos a triangulos

Y4 z25x Lyl
Xz Ey 8 x-

los acomodamos en el siguiente diagrama

Y/):{Z 4 i
) )

4 Y’

o

X[—1] X[-1]

Entonces existen u : 2/ — Y’ y v : Y — X' tales que el siguiente diagrama conmuta y la
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tercer fila es un triangulo:

O sea, este axioma relaciona Co(f), Co(f) y Co(gf).
el siguiente diagrama conmuta y la tercer fila es un tridngulo:

K[

Co(gf)[l] ——=X

Fooy i i

Co(g)[1] 22—y Z

| b, e

Cof f) ——= () 22 Colg) *= Eo( )] -1
N

Co
e
X[-1]

O sea, este axioma relaciona Co(f), Co(f)y Co(gf).
Si pensamos Co(f) = Y/X, Co(gf) = Z/X, Co(g) = Y/Z entonces tendriamos
Y/X
y/z = 2
/ Z/X

La manera “octahedral”

Al octahedro se le completa el triangulo de atrés. Todas las caras de este octahedro
son o bien triangulos o bien diagramas conmutativos:




11.5. Propiedades homolégicas de categorias (pre)trianguladas
Fijamos 7 una categoria aditiva con funtor de suspensién [1] y una coleccién de
“tridngulos” {(X 5 Y 5 Z 5 X[-1])}
que satisface T1 T2 T3, y no nos preocuparemos por T4. (Una tal categoria se la
denomina pre-triangulada.)

Hecho 1: en un triangulo, la composion de 2 seguidos es cero.

Demostracion. tomemos (X — Y = Z =5 X[—1]) un tridngulo y consideramos el dia-
grama

X Mo x

-

!

I

A
Xy Ys 7z % X[

X[-1]

Hecho 2: Homy (W, —) manda tridngulos en s.e.largas:
si(X 5Y 5275 X[—1]) es tridngulo y W € Obj(T) =

Homs(W, X) — Homy(W,Y) — Homy(W, Z) — Homy (W, X[—1])

es una sucesion exacta de grupos abelianos.
Denotemos H)V (X) := Homy (W, X[n]), queremos ver que tenemos una s.e. larga

o= HY(X) = HY(Y) = HY(Z) — HY (X) — ---
(por traslacion, basta ver que es exacto en un solo lugar!)

Demostracion. Sabemos que la composicién de dos seguidos es cero, luego v,u, = (vu), =
0, = 0. Supogamos ahora

Homy(W,Y) — Hom+(W, Z)

frrvof=0

Entonces podemos hacer el siguiente diagrama conmutativo

w W 0 W[—1]

b

Xty sz " X[-1]

o bien, trasladando para atras,

W — 0 — W[—1] — W][1]

N

Y vz x[-1] 2y
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Por T3 dc que completa a un morfismo de tridngulos

W0 — W[-1] —= W[1]

|
if l lc J/f[l}
Vo —ul-]

Y ez % X[-1] Y1

y ahora volvemos a trasladar

Si llamamos ¢ := ¢[1], tenemos
f=uog=u.f)

es decir, Ker(v,) C I'm(u,). O

Hecho 2*: Homy(—, W) manda tridngulos en s.e.largas:
si(X 5Y 5 Z 5 X[—1]) en un tridngulo y W € Obj(7T), entonces

Homy(XI-1], W) — Hom(Z, W) — Homy(Y, W) — Homs(X, W)
es una suc. exacta de grupos abelianos
Demostracion. Ejercicio! O

Hecho 3: (Lema de los 5) Si en un morfismo de tridngulos

Xy ez % X[-1]

e

X My M g X

de a, b, c, dos de ellos son isos, entonces el tercero es iso.

Demostracion. sup. a 'y b son isos y W € ObjT = morfismo de s.ex.

Homy (W, X) — Homy (W, ') — Homy (W, Z) — Homy (W, X[-1])

a*¢ b\L c*¢ a[-l]*l/

Homr (W, X') — Hom (W, ¥) — Homy (1, 2') — Hom (W, X'[-1)
y por el lema de los 5 tradicional ¢, es iso VIV = ¢ es iso. O]

Corolario 11.6. u : X — Y determina al tridngulo (X =Y 5 Z 5% X[—1]) a menos
de isomorfismo (no unico) de tridngulos.

Hecho 4: u: X — Y es un iso si y sélo si V tridangulo de la forma X Y 5 7 5
X[—1], necesariamente Z = 0.
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., U, .« . ’ .
Demostracion. Basta ver que X — Y — 0 — X[—1] es un tridngulo si y s6lo si u es un
iso. Supongamos que u es un iso, entonces se tiene un diagrama

x 1 x 0 X[-1]

LT

Xty 0—> X[-1]

como el de arriba es tridngulo el de abajo también.
Reciprocamente, asumiendo que X %Y — (0 — X[—1] es un tridngulo, del cuadra-
do conmutativo

y 1oy 0 Y[—1]
]
X =Y 0 X[-1]
extendemos a un morfismo de triangulos
y 1y 0 Y[-1]
' |
I Idl L |
Y Y
X =Y 0 X[-1]

y asi obtenemos una flecha a : Y — X tal que uoa = Idy. Por el lema de los 5, a es iso,
luego u = a~! y u un iso. O

“Corolario”: Si en una categoria triangulada se quiere localizar una clase de flechas
(e.g. T =H(A) y la clase de flechas = los qisos), entonces

“localizar por los g-iso” = “cocientar por los aciclicos”

(que son los conos de los quasi-isos.)

11.6. Objetos cerrados

Comenzamos con un ejemplo:
Ejemplo 11.7. Homya)(A, M) = Ho(M)
Demostracion. f: A — M esta univocamente determinado por
f(1) =:m e M,

Ademss, d(1) =0y fd=df = m € Kerdy,.
Si f~g, f(1)=m, g(1) =m/, 3h tal que

f—g=dh+hd
= m—m' = dh(1) + hd(1) = d(h(1)) = [m] = [m'] € Ho(M)

Reciprocamente, si m,m’ € M, f(a) = am, g(a) = am/,
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sim—m'=dx,sedefineh: A— M
h(a) = ax

y resulta f ~p, g.

Observacion 11.8. Homyay(A, M) = Hy(M) y Si f: M — M’ es un g-iso =

HOIDH(A) (A, M) ﬁ) HOHIH(A) (A, M’)
es un iso, también si g : M” — M es un g-iso =
HOIHH(A) (A, M”) &) HOIHH(A) (A, M)

es iso. Esto nos da una indicacién de que el funtor natural H(A) — D(A) deberia inducir
un iso
Homy,(4) (A, M) — Homp4) (A, M)

Para demostrar con rigor esta afirmacién necesitamos una construccion de la categoria
D(A), que es lo que haremos ahora.

11.7. La condicién de Ore y la localizacion categérica en H(A)

La condicién de Ore es utilizada para construir localizacién en anillos conmutativos,
en el caso particular en que toda fraccion a izquierda equivle a una fracciéon a derecha.
Esquematicamente

4

" g t_l — S—lf
Cuando esto es posible, la localizacion no conmutativa se describe formalmente de forma
muy similar a la localizacion conmutativa usual. Para la localizacién categérica, en a
categoria de complejos esta equivalencia de fracciones a izquierda y fracciones a derecha
(donde el denominador es un quasi-isomorfismo) es vélida en el siguiente sentido:

Lema 11.9. sit: X — Y es g-isoy g: X — Z es morfismo = se puede completar con
f y s un g-iso:

XY
g vf
Z =W
Demostracion.
Cl]-5Hx -y —C
| [
H o1
Jop LY I
C[1] A w C
t g-iso = C' aciclico, = s es g-iso por s.e. larga O
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Anéalogamente, si el dato original no es t, g sino s, f, la igualdad de fracciones seria la
misma pero leida en distinto orden temporal:

! /!

Ngtt=s1f] «"|s1f=gt!

y el lema correspondiente es:

Lema 11.10. St s: Z — W es g-isoy f : Y — W, entonces se puede completar con g y
t un g-iso:

X sy
g
7 —==W
Demostracion. .
X sy o) = X[-1]
ool

7 W —% Co(s) — Z[—1]

s g-iso = Co(s) aciclico, = t es g-iso por s.e. larga

Corolario 11.11. Se pueden componer fracciones a izq. (o a der.):

(7 ) (5 g2) =t (g1t )ge = 17 (s 7 f)ga = (st1) " (fg2)

(suponiendo que todo este bien definido.) Para esto defnimos la siguiente relaci6 de
equivalencia

Definicién 11.12. Denotando "t~ ! f” a la clase de equivalencia del par de flechas “no
componibles”

con la relacién
xhylz ~ xByvd&z

<= 3 un diagrama conmutativo (con ¢ q-iso)

Y3

N

XL x, oy

N

Y,

Notamos que también se puede definir la suma de fracciones:

[P
7N
M N
E\X/(

2

, sty =?
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Usamos los lemas precvios para completar a un diagrama como sigue:

»ne

TS
e

CU sy = ) TS+ ()N g = ()7 + 1)

y definimos

11.8. Construcciéon “concreta” de D(A) a partir de H(A)
Ejemplo 11.13. Homya)(A, M) = Ho(M)

Demostracion. f: A — M esta univocamente determinado por

f(1) =:m e M,
d(1)=0=dm =0,
si f~g, f(1)=m, g(1) =m'
m—m' = dm” VRS h(1)=m", f—g=dh+hd

Ejemplo 11.14. Homp4)(A, M) = Homyay(A, M)
Homp 1) (A, M) {(A a8 M) - [f] € Homaga (A, M)}
(v t giso)
~ {([m/], M & M) ) € Hy(M) % HO(M)}
(B0 > 12 () ) == Ho(M)

€Ho(M)

.. el funtor natural H(A) — D(A) induce un iso
HOIIlD(A)(A, M) = H()(M) = HomH (A M)
tlfr=(A Ny M) = () ([fD)]) = [m] = [¢n] : (1= m)
Definicién: decimos que P es cerrado si VM € Chain(A),
Homy(a) (P, M) — Homp(a)(P, M)

Ejemplo 11.15. P = A es cerrado.
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Ejemplo 11.16. k cuerpo, A k-algebra, V € Chain(k) = P = A® V es cerrado:
Homchain(4)(A ® V, M) = Homcpain (V, M)
Homyy(a)(A ® V, M) = Homy ) (V, M)
Homp ) (A ® V, M) = Hompq, (V, M)
Pero H(k) = D(k) porque g-iso k-lineal = equiv. homotépica.
Lema 11.17. 1. Ser cerrado es estable por suspension:
Hompa)(P[1], M) = Hompay (P, M[—1])
= Homyy(a)(P, M[—1]) = Homya)(P[1], M)
2. P5% P55 P" % P[—1] un tridngulo, si dos son cerrados, el tercero también.
3. {Pi}ier cerrados = @,.; P; cerrados.
Teorema 11.18. k cuerpo, A k-dlgebra = VM € Chain(A)

P(M) = (D A" @ M,V + dy)

n>1
es cerrado

Lema 11.19. Si0 - X - Y — Z — 0 es una s.e.c. en Chain(A) que se parte como
A-mod = 3f : Z[-1] — X y un iso uplas

[

Zl HXHXEB Ay

1L X ——Co(f) —

Demostracion.
S

0—= X, — =Y, == Z,—=0
=Y = i(X,)®s(Z,) = X,0Z,
y = (y-s(m(y), s(m(y)) = i (y-s(m(y)) & 7(y)
como X, es subcomplejo, d(z,0) = (dz,0), como 7 es morfismo, d(0,z) = (7, dz)
" se define f: Z[1] — X como

d(07 Z) = (f(Z), dz)

(notar que f baja el grado, como d), o bien,
f(z) =i (d(s(2)) = s(d(2)))
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(0,0) = d*(0,2) = d(f(2), d(2)) = (df () + f(dz), d*)

entonces f no es morfismo de complejos Z — X, porque baja el grado y anticonmuta con
el d original, pero si es un morfismo de complejos Z[1] — X.

Notar que hay un isomorfismo en Chain(A), por lo tanto el original es parte de un
tridngulo tanto en D(A) como en H(A).
[

Lema 11.20. (B. Keller) Si en un complejo P se tiene una filtracion que satisface
1) P = Upzon (Ffl = 0)7
2)0— F, = Fyp1 — F,1/F, se parte como A-mdédulo, y
3) Fpi1/F), cerrado Vp,

entonces P es cerrado.

Ejemplo 11.21. P(M) =@, A®? ® M es cerrado (y p: P(M) — M es g-iso) con

P
F, = @ A% @ M,
n=1
pues F,/F, 1 = A®? ® M es A-libre
Observacion 11.22. si vale 1) 2) = P = @ F,,/F,—1 como A-mddulo,
n>0

pero no nec. como complejo.

Demostracion. lero) inductivamente F,, es cerrado para todo n.

Afirmacidén: La sgte es una s.e.c. en Chain(A) que se parte como A-médulo, luego,
un triangulo en H(A):

0-Pr>Prsr-o
donde, ®|p, : F,, = F, ® F, 11
My = My, — 1(M) 1

O sea
q)(m07m17m27m37'”) = (mo,m1 _m07m2_m17m3_m27"')
y can : @, F, — P es

Can(m07m17m27m37"') - E my
n>0

Exactitud: claramente can es epi. ® es inyectiva pues si

O:(I)(m07m17m27m37"' 7mp70a07"')
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= (mg, m1 — Mg, Mg — My, M3 — Mg, -+ , My — My_1, =M, 0,0, )
=my=0=>m =0=>my=0=--- = m, =0Vn

exactitud al medio: supongamos m € Ker(can):
can(m) = can(mgy, my, mg, ms, - -+ ) = Zmn =0

Sobre los elementos de Ker(can) podemos definir

lugar p
p
p(m) = (mo, my + mo, ma + my + me, -+, Zmi ,oer) € @Fn
1=0 n
y claramente vale ®(p(m)) = m. O

Hecho: M es cerrado <= p: P(M) — M es una equivalencia homotépica.

Este hecho no es trivial, pero es cierto, y nos dara la siguiente caracterizacion:

Teorema 11.23. M +— P(M) da una equivalencia de categorias trianguladas D(A) —
Hcerr(A)

Notar que en una direccion
D(A) = Heerr(A) = D(A)
M +— P(M) — P(M)
y para todo M, p: P(M) — M es g-iso. En la otra direccién,
Heerr(A) = D(A) = Heerr(A)
Cw— Cw— P(C)

y como C' es cerrado, P(C) — C es equiv. homotdpica (por el hecho anteriormente
mencionado).

Para mostrar este resultado, comenzamos con la siguiente definicion:

Definicién 11.24. M se dice fuertemente cerrado (f. cerrado) si P(M) — M es una
equivalencia homotdpica.

Observacion 11.25. P(M) siempre es cerrado, y si P(M) — M es una equiv homotépica
entonces

HOIIlH(A)<M, —) = HOIHH(A)(P(M), —)
= Hompa)(P(M), —) = Hompa)(M), —)

el iso del primero es por ser equiv homotop. Del ler al 2do: P(M) es cerrado, y el ultimo
iso, porque P(M) — M siempre es giso. Concluimos que f. cerrado implica cerrado, y la
denominacién tiene sentido.
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Nuestro objetivo es mostrar que cerrado implica f.cerrado. Es decir, que las dos no-
ciones coinciden.

Observacion 11.26. P(—) conmuta con traslacién, conos, y si V' € Chain(k) = P(M ®
V) = P(M) ® V, luego ser f-cerrado es estable por suspencion, 2 de 3 en tridngulos de

Demostracion.

P(N) P(Co(f)) — P(M[-1])

ipM ipN \LPCO lp;w[l}
f

N Co(f) M[—1]

PM®V)=PM)®V y—®V preserva equiv. homotdpica.
[

Ejemplo 11.27. A es f.cerrado (con h(w) = w ® 1), también A ® V' para cualquier
V' € Chain(k).

Usando el argumento de B. Keller tenemos el siguiente corolario:

Corolario 11.28. » Pon(M)/P<y1(M) =AW, es f-cerrado para todo n
» P-n(M) es f-cerrado para todo n
» P(M) es f-cerrado

Cerrado implica f-cerrado

Sea M es cerradoy p: P(M) — M.

Homy (P(M), P(M))) = Homp(P(M), P(M))

p*’r p*ﬁg

Homy (M, P(M)) === Homp(M, P(M))

p« es iso del lado D. Por ser M (y P(M)) cerrado se tienen los isos horizontales. Luego,
px es iso del lado H, en particular epi:

1dp(a)] € Homy(P(M), P(M)) € Im(p.)
y por lo tanto 3g € Homy, (M, P(M)) tal que [Idp()) = pilg]:
Idpry ~n pog
Si ahora consideramos el digrama

Homy (M, M) === Homp (M, M)
p*? p%%

Homy (M, P(M)) = Homp(M, P(M))
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p* esiso del lado D,y M (y P(M)) cerrado implica isos horizontales. Por lo tanto p* es
iso del lado ‘H. Concluimos

[Idy| € Homy (M, M) € Im(p*)
y entonces J[¢'] € Homy (M, P(M)) t.q.

[Idar) = p"([¢']) = 9" 0 p]
Vemos entonces que p tiene inversa homotépica a izq. derecha g y a izquierda ¢, luego
g~ ¢ y p es una equivalencia homotodpica. O]

Observacion 11.29. Si F': A-Mod— B-Mod es un funtor aditivo, podemos extenderlo a
un funtor entre complejos ~» F': Chain(A) — Chain(B)

(M,,d) — (FM,, Fd)

y resulta un compejo pues F' aditivo implica F(d)? = F(d) = F(0) = 0.
su vez, como es aditivo, si f ~ g, f — g = hd + dh para alguna h A-lineal, luego, popr
ser F' aditivo

F(f)—F(g9) = F(f —g) = F(hd + dh) = F(hd) + F(dh) = F(h)F(d) + F(d)F(h)
Es decir, F'(h) es una homotopia entre F(f) y F(d), luego, F' induce un funtor bien

definido
F:H(A) — H(B)
Notar que F' aditivo también implica
F(Co(f: M — N))=Co(F(f): FM — FN)

Si F' fuera ezacto, entonces manda aciclicos en aciclicos y en consecuencia ¢-isos (con
cono aciclico) en ¢-iso, luego, la propiedad universal de D(A) dice que la composicién
Chain(A) — Chain(B) — D(B) determina que F' esta bien definido como funtor D(A) —
D(B). Sin embargo, s F' no es exacto, entoce plicar F' término a término en un complejo
no esta fien definido

Sin embargo, la caracterizacién D(A) = Heerr(A) C H(A) permite daar una definicién
de funtor derivado via

DF

A
D(A) - #(A) - 31(B) —2

D(B)

M+——P(M)——F(P(M))— F(P(M))=—: DF(M)
Notar que los funtores derivados a izquierda los hemos definido como
L,F(M) := H,(DF(M][0]))

donde M € A-Mod y M]|0] es el complejo que tiene a M concentrado en grado cero.
Ejemplo 11.30. Si F = (—) ®4 X : A-Mod— k-Mod, se denota — @4 X := DF

M P(M)®a X = M @5 X
Esta definido para complejos M. En particular si M € A-Mod,

Tor (M, X) = H,(M[0] @4 X)
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