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1.

1.1.
1.

Ejercicios introductorios

Lema de la serpiente - 1

Sea A un anillo, g € U(A), y M un A-médulo; definimos
MY ={meM:gm=m}, M,:=M/{m—gm:me M}

a) Muestre que M es un Z,(A)-médulo, donde Z,(A) ={a € A:ag = ga}.

b) Si0 — X — Y — Z — 0 es una sucesion exacta corta de A-moédulos, muestre
que
0= X9 =YY =29 38X, —»Y, = Z,—0

es exacta.

¢) Si la multiplicacién por g en M tiene orden finito n (por ejemplo si g tiene
orden finito) y la multiplicacién por n es inversible en M, muestre que la
inclusion M9 — M compuesta con la proyeccién al cociente M — M, da un
isomorfismo

M9 = M,

d) Si G es un grupo finito y |G| es inversible en A entonces el funtor (—)¢ es

exacto (i.e. manda sucesiones exactas cortas en exactas cortas)

Mas generalmente, sea k un anillo, G un grupo, y M un k[G]-médulo (es decir, un k-
modulo providto de una accion de G donde los elementos de G actian k-linealmente.
Definimos
(invariantes) MC ={me M : gm =mVg € G}
M
(gm —m:m € M,g € G)

(coinvariantes) Mg =

Si0 - M — N — T — 0 es una s.e.c. de k[G]-mddulos, entonces quedan inducidas
sucesiones exactas

0— M% = N¢ 5 71C¢

Mg — Ng— 1T — 0

. A partir de ahora G es finito. Muestre que pg := >~ € k[G] define una aplicacién

M — M€

mHng

geG

que se factoriza a través de Mg, es decir, que queda bien definida una aplicacion

7 Mg — M€
mHng
geG



4. Qué significarfa que p : (=) — (—)g sea una transformacién natural entre los
funtores coinvariantes e invariantes? Es p una transformcion natural?

5. Muestre que si n = |G| es inversible en k entonces p es una biyeccién para todo M.
Concluya que en ese caso (—)% resulta un funtor exacto, o sea

0— M®—= NC =T =0
es exacta para todas.ec. 0 > M - N —-T —0
6. (Versién infinitesimal) A anillo, D € A, M un A-modulo, se define
MP ={meM:Dm=0}, Mp=M/DM

Muestre que MP y Mp son modulos sobre Zp(A) = {a € A: Da = aD}. Muestre
que si 0 > X — Y — Z — 0 es una sucesion exacta corta de A-modulos, entonces

0= XP 5 YP 5 2P X, 5 Yp = Zp—0
es exacta.

7. Sea A un dominio integro, K su cuerpo de fracciones, si M es un A-modulo se define

MK:{T:meM, aeA\{O}}

a
jMiM%MKPOTj(m):%y
t(M)={me M :3ac A\ {0} con am = 0}

Mostrar que t(M) = Kerjy y que si 0 - X — Y — Z — 0 es una s.e.c. de
A-modulos entonces existe una sucesién exacta de la forma

0= tX) = t(Y) = t(Z) =2 Xi/i(X) = Y /i(Y) = Zk/j(Z) =0

1.2. Funtores

Sean F,G : C' — D dos funtores. Recordamos una transformacion naturaln : F — G
es dar, para cada X € Obj(C), un morfismo ny : F(X) — G(X) (en D) que verifica que,
para todo morfismo f: X — Y (en C), el siguiente diagrama conmuta:

FXO) YL poyy
ax) o)

Si VX € Obj(C) resulta ny un isomorfismo, n se dice un isomorfismo natural.



1. Muestre que O, : Gr — Sets dado por
0:(C) = {ge G g' =1}

(parte del ej es ver que es funtor) y Homg,.(Z4, —) : Gr — Sets son naturalmente
isomorfos. Mas precisamente,

NG : O4(G) — Homg,.(Zy4, G)
definido por
ng(g) = el unico morfismo f : Z,; — G determinad por f(1) =g

es un isomorfismo natural de funtores.

2. (pares que conmutan) Sea F': Gr — Sets dado por
F(G) ={(g,h) € G x G : gh = hg}

es funtorial, es decir, si f : G; — G5 es un morfismo de grupos entonces (f(g), f(h)) €
F(Gs) si (g,h) € F(G1). Muestre que este funtor es naturalmente isomorfo a (i.e.
existe un isomorfismo natural con) Homg,(Z x Z, —).

3. Se F': Gr — Sets dado por F(G) ={(g9,h) € GXxG:¢*=1, h* =1, gh=hg'}.
Es F' de la forma Homg,(Go, —) para algun grupo G¢?

4. Muestre que jy : M — M es una transformacion natural entre Id y (—)g.

5. Sea f: X — Y es un morfismo en una categoria C, entonces f induce una trans-
formacion natural

f*: Homg(N, —) — Home (M, —)
via
fx : Hom¢(N, X) — Home (M, X)
¢ —=gocf
Muestre que los funtores Homg (N, —) y Home (M, —) son naturalmente isomorfos

si y s6lo si M y N son isomorfos en C' (i.e. existen morfismos f : M — Ny
g: N — M tales que focg=1Idy y goc f =1dy).

6. Sea C' una categoria tal que Obj(C') es un conjunto con un ‘unico elemento *,
muestre que M := Homg(*, *) es un monoide con neutro, y que dar funtor C' — C
es lo mismo que dar f : M — M un morfismo de monoides que preservan la unidad.

7. Si C'y D son dos posets vistos como categorias, entonces un funtor f : C' — D es
lo mismo que una funcién monotona creciente C' — D.

8. Sea A un anillo y A-bimod la categoria de A-bimodulos. Muestre que
M* = {m € M : am = ma Va € A}

es un funtor A-bimod— Z(A)-bimod, exacto a izquierda, es decir, si 0 — X —
Y — Z — 0 es una s.e.c. entonces

0— X4 5y4 5 z4

es exacta. Es (—)? de la forma Hom g 04 Mo, —) para algin bimodulo M;?

bt



9.

10.

11.

1.3.
1.

Si M € A-bimod, definimos
Der(A,M)={D:A— M : D(a+0b) = D(a)+ D(b), D(ab) = aD(b) + D(a)b}

Muestre que Der(A, M) es un subgrupo abeliano de Homgz (A, M) y que Der(A, —) :
A—bimod— Ab es un funtor. Ademas, si0 - X — Y — Z — 0 es una s.e.c. de
A-bimodulos,

0 — Der(A, X) — Der(A,Y) — Der(A, Z)

es exacta.

Si M es un A-bimédulo, consideramos el anillo
B=B(M):=Ae M

con la suma usual, es decir (a +m)+ (a/ +m') = (a+a') + (m+m’), y el producto
dado por
(a+m)(d +m') = ad +am’ +md

Notar que M se identifica con un subgrupo abeliano de B, que ademas es un ideal
bilatero de cuadrado cero. Notar tambien que la proyeccion 7 : B — A es morfismo
de anillos.

a) B(—) es un funtor de la categoria de A-bimodulos en la categoria de anillos, y
7 es una transformacion natural entre B(—) y el funtor constantemente A (el
funtor que asigna A a todo bimodulo, y la identidad de A a toda flecha).

b) Muestre que s : A — B(M) es una seccién de 7 que es morfismo de anillos si

y s6lo si s es de la forma
s(a) =a+ D(a)

con D € Der(A, M).

(*) Sea M una variedad diferenciable compacta, mostrar que todo morfismo de
anillos R-lineal C*°(M) — R es de la forma ev, para algin p, donde ev,(f) = f(p),
es decir

M= HOmR,alg(COO(M), R)

D ev,

Muestre ademas que

Homg o, (C*°(M), R[z]/2*) 2 TM

Egalizador, coegalizador, limites y colimites

Escribir la definicién de egalizador y coegalizador.

» Mostrar que en Sets, el egalizador de f,g: X — Y esta dado por (la inclusién
de) el subconjunto de X en donde las funciones coinciden, y el coegalizador
estd dado por (la proyeccion a) el cociente de Y por la relacion f(z) ~ g(x),
Vo e X.



» Calcular egalizador y coegalizador en grupos abelianos.

2. Mostrar que p es el coegalizador de f,g: X — Y en C

si y solo si, para todo objeto W, el siguiente es un diagrama de egalizador en Sets:

. r
Home(Z, W) —— Hom(Y, W) —__ Home(X, W)
g*

3. Dualmente, mostrar que ¢ es el coegalizador de f,g: X — Y en C

si y solo si, para todo objeto W, el siguiente es un diagrama de egalizador en Sets:

. I«
Home (W, Z) —“=Hom(W, X) —__ Home(W,Y)

gx

Observacion: tanto en el caso de egalizador como de COegalizador, al tomar Hom,
como en uno es en una variable y en el otro caso en la otra, ambos se traducen a
egalizadores en Sets.

4. Sea C una categoria donde existen coproductos arbitrarios y coegalizadores. Sea
(I,<) un poset y (X; - X )i<; un sistema directo en C. Consideramos [ [; X; (existe
por hipétesis). Notar que para cada i < j, el siguiente diagrama NO necesariamente
conmuta

'
Xi—=X; —> ]_[ I
\w/
L

Llamemos f;; := ¢; o ¢;;. Como para cada ¢ < j estan definidos

fzg

— 1L X

X —=11, X

la propiedad universal del coproducto (no sobre I sino sobre todos los pares (i, j)
tales que 7 < j) determina un unico morfismo para las f;

f+ I xi— ]_[ X,
{(.5)<s}
y otro tnico morfismo para las ¢;

L H X—>HX

{(4,9)i<5}

7



Muestre que el coegalizador de f y ¢ tiene la propiedad universal del colimite:

f 4 .
Iiigyi<iy X —= I, Xi LILI?Xi := Coegalizador(f, )

Las flechas X; — lim; X; estan dadas por la composicién de la flecha correspondien-
te ai <1 que va de X; en ]_[{( X;, compuesta con f (o con ¢, da lo mismo!)
y compuesta con p.

1,4)14<j}

Dualmente, muestre que si C es una categoria donde existen productos arbitrarios
y egalizadores, entonces existen limites inversos arbitrarios. sugerencia: dar vuelta
las flechas y comparar lo que se tiene con la descripcion del limite inverso en Sets.

Producto tensorial

. Muestre que la multiplicacién Z x Z — Z induce un isomorfismo Z,, @ Z, = Z:m)

(a ®b— ab).

. 81 M es un grupo abeliano, Z, @ M = M /pM.

Muestre que Q/Z = @,Z,~. Muestre que Z,~ es divisible (y de torsién).

Sea T" un grupo abeliano de torsién y D divisible, mostrar que D ®7 T = 0. Mostrar
que si T' tiene p-torsién y la multiplicacién por p. : D — D es sobreyectiva (D es
p-divisible) entonces también D ®; T =0

Sea A un anillo integro, muestre que M es un A-mdédulo divisible y sin torsion si y
sélo si es un K-espacio vectorial (K =cuerpo de fracciones de A).

Sea A un anillo que es subanillo de B, Mg, g N dos B-mddulos, muestre que

M@ N=(M®®sN)/(mb@sn—m®®sbn:mec M, ne N, be B)

Si M es un k[z]-médulo y k es el k[z]-médulo dado por z.A = 0 (X € k), entonces

k k(2] M = M/:UM

Sea V' es k-espacio vectorial de dimensién finita, f € Endg(V) y M el k[z]-mddulo
dado por V' y f. Sea \¢g € ky k), = k como espacio vectorial pero con la estructura
de k[z]-médulo dada por p(x),1 = p(Ag). Mostrar que

a) Si Ao NO es autovalor de f = ky, @) M = 0. Compare con ejercicio 5.

b) Asumamos f diagonalizable y Ay un autovalor, entonces k), ®pz) M = V3, (el
subespacio de autovectores de autovalor \).

c¢) Si f no es diagonalizable pero Ay es autovalor, entonces k), ®y[;) M calcula el
subespacio de autovectores de autovalor \q o el subespacio de (x — Ag)-torsién?



10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.
19.

. Si A es subanillo de B (o si se tiene dado un morfismo de anillos f: A — B) y aM

es un A-médulo, se define la extension de escalares como B ®4 M. Muestre que si
N es un B-médulo (en particular es A-médulo, via a - n = f(a)n) entonces

Homp(B ®4 M, N) = Homy (M, N)

Sea V' un R-espacio vectorial. se define V[i] := V @ Vi como R-espacio vectorial,
con la estructura de C espacio vectorial dada por,si z=a+ b € Cy w = u + vi,

z-w = (au — bv) + (av + bu)i

Muestre que esta construccion es funtorial (entre la categoria de R-espacios vecto-
riales y la de C-espacios vectoriales. Muestre que V[i] 2 C®g V.

Sea W un C-espacio vectorial provisto de una involucién o, es decir, o : W — W
es R-lineal, 0? = Idwy, v o(zw) = Zow si w € W y z € C. Muestre que, si
W ={weW:o(w)=w} entonces dimg(W?) = dimc(W) y W =2 C®r W7, més
ain, bajo esa identificacion, la involucién de W se corresponde con la conjugacion
de C tensor la identidad de W°.

Si A y B son dos anillos, muestre que la formula
(a®b)(ad @) = (ad') ® (bb')

esta bien definida (como aplicacién (A ®z B) X (A®z B) - A®yz By, en caso que
14 ® 1 # 0, define una estructura de anillo en A ®z B.

Muestre que en la categoria de anillos conmutativos, A ®; B es el coproducto. En
la categoria de k-algebras conmutativas, el coproducto es A ®; B.

Muestre que k[z,y] = k[z] ® k[y]. St G y H son grupos (o monoides con 1) =
k|G x H] = k|G] @y, k[H].

Muestre que el isomorfismo del ejercicio 1 (Z,, ® Z,, = Z(m:n)) es un iso de anillos.

Sean A, B, C anillos conmutativos y consideramos A ®7 B como anillo. Muestre

Homanillos(A ®Z B> C) = Homanillos(Aa C) X Homanillos(B7 O)

Bajo la identificacién B°?-mddulos a izquierda = B-mddulos a derecha muestre que

AmOdB - A®ZBomed

Muestre que existe un isomorfismo de C-algebras: C ®g C = C x C.

Sea G grupo, V' 'y W k[G]-médulos, entonces en V @ W la formula

g (v®w) := gv® gw define una estructura de k[G]-mddulo. Tambien Homy (V, W)
es k[G]-médulo via (g - ¢)(v) := géd(g~'v). Muestre que si en k ponemos la accién
trivial, entonces en particular V* es un k[G]-mdédulo y el isomorfismo natural

Homy,(V, W) = V* @ W
es de k[G]-médulos. Tambien Homyq(V, W) = (Homy,(V, W))“.

9



20.

1.5.

. Muestre que P es proyectivo si y solo si toda sucesion exacta del tipo

Diremos que M4 es A-playo si M ®4 — es exacto.

a) My es A-playo siy sélo si M ® 4 — preserva monomorfismos.
b) Muestre que sumas directas de playos y sumandos directos de playos son playos.

¢) (Proyectivo implica playo) El médulo a derecha M = A, es A-playo, luego si
M es A-proyectivo (visto como A-médulo a derecha) entonces es playo.

d) Si A esintegro y K su cuerpo de fracciones, entonces K es playo. Muestre que
si A # K entonces K no es proyectivo. (sugerencia, muestre que todo par de
elementos de K son 1.d. y use esto para ver que K no esta contenido en ningun
A-libre salvo que K = A).

e) S subconjunto multiplicativo de A, entonces S™!A es A-playo.

f) (no tan facil) Sea 0 - X — Y — Z — 0 una s.e.c. de médulos sobre un anillo,
si Y y Z son playos, muestre que X es playo. (un poco mas facil) si X y Z son
playos entonces Y es playo.

Proyectivos

0=-X—=Y—=>P—=0

se parte.

Exiba sucesiones exactas cortas de modulos sobre algun anillo que no se partan (en
particular habra exibido modulos no proyectivos).

Sea F': A-mod— Ab un funtor aditivo (i.e. F(f1 + f2) = F(f1) + F(f2)) vy
0=-X—=Y—=>2-0
una s.e.c. que se parte, mostrar que

0—=>FX—>FY —FZ—0

es exacta, mas aun: se parte.

P es proyectivo si y solo si es sumando directo de un libre, y si P es finitamente
generado (f.g.) entonces es sumando directo de un libre f.g.

Si M es un A-modulo a izquierda entonces
M* := Homyu (M, A)
es un A-modulo a derecha via

(f -a)(m) == f(am)

10



6.

10.

11.

12.

Sean Py N dos A-mdédulos y considere la siguiente aplicacién

P* x N — Homyu (P, N)

(fin) — (p = f(p)n>

Muestre que es bilineal y A-balanceada, por lo tanto define un morfismo de gupos
abelianos
P XRa N — HOH1A<P,N)

Fones (o> fton)

Muestre que la clase de modulos P tal que la aplicacién anterior es un iso para
cualquier N es cerrad por sumas directas finitas y sumandos directos. Muestre que
esa clase contienen a P = A. Concluya que para todo proyectivo de tipo finito P,
la aplicacion anterior es un iso.

Sea P proyectivo f.g. v pi1,---p, un sistema de generadores. Muestre que existen
¢1,...,0n, € P* tales que para todo x € P vale

T = Z ¢i(z)pi

es decir, Id =), ¢; ®ap; € P*® P = Enda(P)

. Muestre que si Idy; esta en la imagen de M* ®4 M — Ends(M) entonces M es

proyectivo de tipo finito.
Sea A =k[z] y M =k = k[z]/(z), muestre que

0 A= A"k 0

es una resolucién proyectiva.
Sea A = klz]/(2?) y M = k = k[x]/(z), muestre que

A A5 A A SS ATk 0

es una resolucién proyectiva.

Sea A = k[z]/(2™) con N > 2y M = k = k[x]/(z), muestre que

es una resolucién proyectiva.

Sea A = k[z,y], muestre que la siguiente es una sucesion exacta
0—A—2A0 AL~ A—TA)(z,y)—0
donde d(p) = (yp, —zp) y di(p,q) = xp + yq.

11



1.6.

. Muestre que [ es inyectivo si y solo si toda sucesion exacta del tipo

Inyectivos

0—-7I—-X—-Y—>0

se parte. Obserar que el ejercicio 2 de la seccion anterior exhibe modulos no inyec-
tivos.

Sea, A un anillo, probar que son equivalentes

= Todo A-modulo es proyectivo.

= Todo A-modulo es inyectivo.

Sea A un dip (dominio de ideales principales), muestre que I es inyectivo si y solo
si es A-divisible (i.e. para todo z € I, sia € A\ {0} entonces existe T € [ : aZ = x).
En particular si K es el cuerpo de fracciones de A, K es A-inyectivo, tambien K/A.

Sea A = k[z] y I = kl[t] como espacio vectorial, con la estructura de k[z]-modulo
dada por
z-t"=t"'sin>0y2z-1=0

Muestre que I inyectivo. Observar que k = k[x]/(z) < I como k[z]-modulo.

Sea k un cuerpo y A una k-algebra, si M es un A-modulo a derecha, se define el
A-modulo a izquierda

M' := Homy (M, k)
(no confundir con M* = Homy (M, A)) con la estructura de A-modulo (a izquierda)
dada por

(a-¢)(m) := ¢(ma)
Mostrar que si M es A-playo (en particular si M es proyectivo, o libre), entonces
M’ es inyectivo.

Sea A = k[z], muestre que si M = k[t] como en el ejercicio 3, entonces M se
identifica con un submodulo de A’.
1.7. Mas sobre Proyectivos e inyectivos

Si0 — X - Y — Z — 0 es un sucesién exacta corta de A-moédulos y P — X,
() — Z son epi, con Py () proyectivos:

|
PEX -0

%

Y

ig
Q-%X-—>0

¥

0



Mostrar que se puede completar a un diagrama conmutativo con filas y columnas

exactas
L
P-Lts X0
iPi/ J/f
PpQ@Q =Y >0
e o
Q—1-X-—>0
J %
0 0

8. Sea A un anillo. Muestre que son equivalentes

a) Todo mdédulo es proyectivo.

Todo subméddulo es un sumando directo.

)
b) Todo médulo es inyectivo.
c)

)

d

(un poco mas dificil, mucho Zorn..) Todo médulo es suma directa de simples.

9. (un poco mas dificil) Sea A como en el ejemplo anterior. Supongamos que existe una
unica clase de isomorfismo de simples. Es decir, sea Sy un A-moédulo simple, y asu-
mimos que si S es simple, entonces S = Sy. Muestre que necesarimente A = M, (D)
para cierto n € N y D un anillo de divisién. (Sugerencia: primero caracterizamos
A°P usamos el isomorfismo de anillos A% = Hom (A, A), habiendo descompuesto
a A (como A-médulo a izquierda) como suma directa de simples.)

1.8. Algebras de Frobenius

En esta seccién k es cuerpo, A es k-algebra (i.e. k C Z(A)) de dimensién finita.
Una forma bilineal balanceada es una funcion ¢ : A x A — k bilineal tal que

o(za,y) = ¢(a,zy), Ya,z,y € A

Se dice no degenerada si la aplicacién A — A’ (a — ¢(a, —)) es inyectiva.

Recordamos que si M es un A-médulo a derecha, entonces M’ := Homy (M, k)
(no confundir con Homy (M, A)) es un A-mddulo a izquierda via

(a- f)(m):= f(ma)
También, si M fuera un A-mdédulo a izquierda, entonces M’ resulta A-mdédulo derecha via
(f - a)(m) := f(am)
1. Sea ¢ : x A — k bilineal A-balanceada, entonces 5 P X AP — k dada por

¢(a> b) = qb(bv a)

es A%-balanceada. Ademas (5 es no degenerada si y solo si ¢ es no degenerada.
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2. Muestre que efectivamente M’ es un A-médulo del otro lado que M. Ademds, si
dimy, M < oo, el iso standard M = M" es A-lineal.

3. Son equivalentes

a) existe un isomorfismo de A-médulos a izquierda 4 A = (A4)’,

b) existe una forma bilineal A-balanceada no degenerada.
En cualquiera de esos casos, A se dird un algebra de Frobenius
4. A es Frobenius <= A es inyectivo como A-mddulo a izquierda ( <= a derecha).
5. Sea A un algebra de Frobenius. Muestre que M es proyectivo <= M es inyectivo.
6. Muestre que las siguientes son algebras de Frobenius:

a) klx]/x?. Méas en general, si A = k[z]/(zV*!), definimos ¢ : A — k por el
coeficiente de grado méaximo, es decir, si a = ag + a1z + asx? + -+ + ayz™
con a; € k, ¢(a) = ay. Muestre que (a,b) := ¢(ab) es una forma bilineal
balanceada no degenerada, por lo tanto A es Frobenius.

b) k{z,y}/(2? zy + yz,y?). (En general, un édlgebra exterior en un espacio vec-
torial de dimensoén finita es Frobenius)

c) M, (k) (sugerencia: considerar la traza del producto).
d) k|G] donde G es un grupo finito.
e) Si Ay B son Frobenius, entonces A x By A® B también lo son.

7. Sea M un A-médulo a izquierda finitamente generado. Buscamos un monomorfismo
1: M — I con I inyectivo:

» Sea p : P — M un epi de médulos a iq., con P proyectivo (por ejemplo,
P =A® M. Muestre que
p M — P

es un monomorfismo de A-mddulos a derecha, con P’ inyectivo como A-modulo
a derecha.

= Lo mismo cambiando izq<>derecha.

= Sea p: P— M un epi con P proyectivo a derecha
por ejemplo P := M' @ A NV

fRaw— f-a

Muestre que
() :M"— P

es un monomorfismo de A-modulos a izq., y que P’ es inyectivo a izq.
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» Usando el isomorfismo standard M = M” y tomando P = M’ ® A4 (donde
A, denota a A visto como A-modulo a derecha), junto con el isomorfismo
P =(M®Ax) = (As)@M" = (Ay) ® M, donde la estructura de A-modulo
a derecha M’ ® A, viene de Ay y la de A-médulo a izquierda de (A4)" @ M”
(y de (A4) ® M) viene de (A,)’, explicite la férmula de la inclusién inyectiva

M- AM

8. Explicitar lo anterior para A = k[z]/(x?). (eventualmente, explicitar para k[x]/(zV 1))

9. Las siguientes son algebras graduadas de dimensioén finita (muéstrelo encontrando
bases), y el grado méaximo tiene dimensién uno. Sea ¢= coeficiente de grado maximo
en una base del subespacio vectorial de grado méximo. Notar (haga la cuenta en
los ejemplos primero) que ¢ depende de la base, pero estd determinada a menos
de multiplo escalar no nulo. Muestre que ((a,b) := ¢(ab) es una forma bilineal no
degenerada A-balanceada, luego, cada una de ellas es Frobenius:

a) A= k[z,yl(zy,2® +y?)
b) k{z,y}/(2%,y* 2y = qyx) (donde g € k\ {0})
c) k{z,y,z}/(x* y* 2% xyz + yzx + zxy, x2y + 2yx + yrz) (no comutativa)

1.9. Lema de la serpiente - II

1. Completar la demostracion del lema de la serpiente.

2. Interpretar los ejercicios de la lista “Lema de la serpiente 1”7 en términos del Lema
de la Serpiente (o de su conclusién: la s.e.larga en homologia). Sugerencia: si f :
My — M,y es un morfismo de A-mddulos, entonces se lo puede ver como un complejo
“de largo 27

~~%0%M1i>M2—>O—>~~

y un morfismo de s.e.c. de A-maodulos 0 X Y A 0

I |n e

0 X Y z 0

se lo puede ver como una s.e.c. de complejos (verticales, de largo 2).

3. (naturalidad de ¢) si X Y Z 0

0—>P—->Q—>R

N N\ \
VX A Y A 0

O P/ Q/ R/
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es un diagrama conmutativo con flechas horizontales exactas, y llamemos f a las
flechas punteadas (fy;: M — M’), entonces f induce un morfismo de s. exactas

Ker(a) —> Ker(8) — Ker(v) —% CoKer(a) — CoKer(8) — CoKer(7)

lfxl lfy\ ile / lf? l% lf?

Ker(a') —= Ker(f') — Ker(y') —> CoKer(a/) —= CoKer (') —= CoKer(y)

. Definir morfismo entre sucesiones exactas cortas de complejos. Mostrar que si

0 X Y. Ze 0

A

0— X, —>Y/—>7,—>0

es un morfismo de s.e.c. de complejos, entonces a, b, ¢, inducen morfismos de s.e.
largas de sus homologias, es decir, un diagrama conmutativo

T n+1(Z)4>Hn(X>4>Hn(Y)4>Hn<Z)4> nfl(X)H"'

O S

. Sea k un cuerpo y A = klz,y], 0 - X Ly % 7 = 0 una s.e.c. de A-médulos y
consideramos el siguiente diagrama

0 0 0
f g

0 X Y Z 0
d1 dy d1

0—XaX™yvaev®2zez_-0
do da da

0 x—1 .y 9 7 0
0 0 0

donde dy(m) = (—ym, xzm), do(m,m’) = xm+ym/, (m,m' € X, Y, Z). Muestre que
las filas son exactas y las columnas son complejos (i.e. dad; = 0), por lo tanto se lo
puede interpretar como una s.e.c. de complejos (los complejos escritos verticalmente)

Vo X =Y, > Z, =0

Si definimos, para M un A-mdédulo, los invariante y coinvariantes respectivamente
por
M :={meM:x-m=0=y-m}
M
M,y =————
’ x-M+y-M
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entonces, para cada s.e.c. en 4Mod 0 - X — Y — Z — 0 J una s.elarga de la
forma

, , , 1 1 1
0= XY =YY 7" s Hy - Hy 2 Hy - X,y = Yoy = Zypy — 0

donde Hj}; es el funtor que a un A-médulo M le asigna la homologia del complejo

0—M—2MaM2sM—0
en el lugar donde esta M & M.

. Sea G = Z & Z, presentado como grupo abeliano libre con dos generadores g; y gs.
Si M es un k[G]-mddulo, definimos una estructura de k[z, y]-médulo via

r-m=(1-g1)- -m, y-m=(1—go) -m

Muestre que M*Y = MY y que M, = Mg. Explicitar lo més que pueda la s. exacta
anterior relacionando G-invariantes y GG-coinvariantes.

. Consideremos un diagrama conmutativo con filas exactas de la forma

Xi—Xo—X5— X,

O O A

Yy Ys Y; Yy

Muestre que si fo y fi son monos y f; epi, entonces f es mono. Dualmente, si se
tiene un diagrama
X X3 Xy Xs

b ]

Y; Ys Yy Ys

con foy fy epi, y f5 mono, entonces f es epi. Concluir el siguiente:

. (Lema de los 5) Si f12,45 son isos, entonces f es iso.

Xl X2 X3 X4 X5

RN

Y Yy Y; Yy Ys

(Ver Ejercicio 4) Dado un morfismo de sucesiones exactas cortas de complejos:

0 X Y, Ze 0

Lok

0— X~V 70

Si dos de las flechas a, b, ¢, inducen isomorfismo en homologia, entonces la tercera
también.
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9. Sean ahora 0 — X* — Y* — Z°* — 0 una s.e.c. de complejo de COcadenas, es
decir, d(M™) C M™*! para M = X,Y, Z. Con el truco M,, := M~™ (o rehaciendo
la demostracién) muestre que esa s.e.c. induce una s.e.larga de la forma

e Y Z) —> HY(X) —>= H*(Y) —> H"(Z) —= H" (X)) —> - --

Ker(d: M™ — M"!
donde H"(M) = er( d(M”j) )

10. (*En algtiin momento se requiere particion de la unidad*) Sea M una variedad dife-
renciable, Q%(M) las k-formas a soporte compacto, U y V dos abiertos de M tales
que VUU = M. En general, si X es un abierto de M, identificamos QF(X) C QF(M)
como las formas de M con soporte contenido en X. Muestre que existe una sucesion
exacta de complejos de De Rham (de formas a soporte compacto)

0—=UNV)—=QU)sQNV = QM -0

y por lo tanto una sucesién exacta larga en H. (donde H!'=H"(Q2?)= cohomologia
de las formas a soporte compacto). Notar que la interseccién y la unién estéan “al
revés” con respecto a Mayer-Vietoris usual.

Por otro lado, la restriccién a un abierto da morfismos Q*(M) — QF(X) para
cualquier abierto X, por lo tanto hay una sucesién de formas (no nec. a soporte

compacto)
' 0—=QM)—-QU)aQ(V)—=>Q*UNV)—=0

que es exacta (la exactitud a izquierda es muy facil, la exactitud a derecha necesita
particién de la unidad subordinada al cubrimiento {U,V'}). Deducir la sucesién
exacta larga para cohomologia de De Rham.

2. Complejos de cadenas

Si A es un anillo, Chain(A) denota la categoria de complejos de A-mddulos (con
diferenciales A-lineales y morfismos de complejos A-lineales).

1. Sea f: (M,d) — (N,0) un morfismo de complejos. Muestre que (Ker(f),0) es un
subcomplejo de (M, d), donde Ker(f), = Ker(f,) € M,. Muestre que la imagen
(lugar a lugar) de f es un subcomplejo de (IV,0) y que si definimos CoKer(f), :=
N,./Im(f,) entonces 9 induce un diferencial 9 en CoKer(f), y éste tiene la propiedad
universal del cociente. Es decir, para todo morfismo de complejos g : (N,0) —
(W, dw) tal que fg = 0, existe un unico g : (CoKerf,d) — (W, dy ) morfismo de
complejos con gm = g.

2. Sea f: M — N (omitimos los diferenciales en la notacion) un morfismo de com-
plejos.

a) Si f es monomorfismo (i.e. todas las f,, son monomorfismos) entonces Cono( f)
es cuasi-isomorfo a N/ f(M).
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b) Si f es epimorfismo, entonces Cono(f) es quasi-isomorfo a Ker(f)[—1]
3. Muestre que Cono(Id) es contractil.

4. Si (M, dyr) es un complejo de A-médulos a derecha (con dp; morfismos A-lineales)
y (IV,dy) es un complejo de A-médulos a izquierda, muestre que

(M @4 N)y =DM, @4 N,y

PEL

resulta un complejo (de grupos abelianos) con el diferencial dado por
d(z ®@y) =du(z) @y + (=1)"z @ dn(y)
donde x € M), e y € N,,_,. Muestre que la aplicacién
H,(M)x Hy(N) — Hp((M ®4 N)

dada por
([z], [y]) = [r ®a 9]

es bilineal y A-balanceada y por lo tanto induce un morfismo (natural)
P H,(M) ®4 Hoy(N) = Hy(M @4 N)
PEZL

5. Sea f: M — N un morfismo de complejos, muestre que existe una sucesion exacta
larga de la forma

f f

e Ho (M)~ Ho(N) — Hy (Cono( £)) — Hy (M) —L= Hy (V) — -

6. Consideremos un diagrama de A-modulos y morfismos A-lineales de la forma

dn

P, =P, Py P B M 0
f
dn ds di d
=@ —> Qn1 Q2 93 Qo——=N 0

donde la fila de abajo es ezacta (pero los () no necesariamente proyectivos, y la fila
de arriba es un complejo (no necesariamente exacto) donde los P; son proyectivos
para todo ¢ > 0. Muestre que este diagrama se puede completar a un morfismo de
complejos

dn

lfn ifnl le lfl lfo if
n d d d
e Q=T Q= Q= Q) - Q) - N —— 0
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7. Recordemos que dos morfismos f, g : My — N, (en Chain(A)) se dicen homotépicos,
y denotaremos f ~ g, si existe h : M — N A-lineal con h(M,) C N,.1 Vn
(recordamos los diferenciales verifican d(M,,) C N,,_1) tal que dh + hd = f — g.

a) Muestre que ~ es una relacién de equivalencia.

/

b) (compatibilidad con la suma) Si f,g,f,¢ : M — N con f ~ gy f' ~ ¢,
entonces f+ f' ~ g+ 4.

¢) (compatibilidad con la composicién) Si f~ f'yT: N —->WyS: X - M
son morfismos de complejos, entonces T fS ~ T f'S. En particular (si f y ¢
son componibles y) si f ~ f"y g ~ ¢’ entonces fg ~ f'q.

d) Si se define Obj(#H(A)) = Obj(Chain(A)), pero
HomH(A) (Xu }/o) = HomChain(Xoa }/o)/ ~

entonces la composicién Chain(A) induce en H(A) una composicién, que hace
de H(A) una categoria. Cualquier funtor F' en Chain(A) que verifique F'(f) =
F(f") para todo par f, f' con f ~ f" (por ejemplo X, — H,(X,)) se factoriza
por H(A).

2.1. Significado directo de “Co(f) contractil”

Supongamos dada h : Co(f) — Co(f) una homotopia de contraccién h, es decir, h
verfica Oh + hd = Idce(p). Recordemos

Co(f)n = Np & My, h(Co(f)n) € Co(f)nt1
d(x,m) = (dx + fm,—dm)
escribamos, para cada (x,m) € N, & M,,_,
h(z,0) = (hix, gzx)
h(0,m) = (¢m, hom)

donde (para cada n)

hi: Ny = Npyq, ho : My, = M 41, g: N, — M,, ¢ My_1 — Ny
Escribir explicitamente 0h + hd = Idces) en términos de hy, ho, g y ¢ y concluir que

Co(f) contractil equivale a que

y d¢: N — M de grado 2 tal que fhy + hyf = d¢ — ¢d. En particular, M y N deben ser
contractiles (pero con homotopias que verifican una propiedad especial).

Los siguientes ejercicios tienen por objetivo final mostrar que si M y N son contréacti-
les, via dos homotpias cualesquiera, entonces C'o( f) es contréactil, para cualquier f : M —

N.

La presentacion estd basada el una parte del Chp.3 (2.1 cycle operators, 2.4 Theorem,
pp 75-76) del libro Acyclic Models, de Michael Barr, AMS, CRM (2017).
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La reciproca

1. Sea (M,,d) un complejo de A-médulos. Observar estas frases y convencerse de su
equivalencia:

a) M, es exacto.
b) para cada m € M, tal que dm = 0, existe m’ con m = dm/.

¢) Denotemos Z, = {m € M : dm = 0} los ciclos de M. Entonces, existe una
forma de hacer corresponder a cada m € Z, un m’ tal que dm’ = m.

d) Existe una funcidn (no necesariamente morfismo!) Z, — M,, que a cada m €
Zo le asigna m’ tal que dm’ = m.

e) Existe una funcion z : Zy — M, tal que d o z = Idy,.

No es de sorprender que la existencia de un tal z que sea morfismo se traduzca en
una propiedad adicional de M,.

Definicién: Dado M, un complejo de A-mddulos, diremos que admite un
operador aciclico si existe un morfismo z : Z,(M) — M, con d o z = Idy,
donde Z,(M)=los ciclos de M,.

Obs: en inglés se llama “cyclic operator”, pero “operador ciclico” se le suele llamar
a otra cosa (accién de un grupo ciclico, que quizés veamos mas tarde enel curso),
por eso lo llamé aciclico, en vez de ciclico.

2. (facil) Sea M, contréctil, spongamos que h es una homotopia tal que hd+dh = Id;.
Muestre que z := h|z : Zo — M, es un operador aciclico.

3. (més interesante) Proposicién: Si M, admite un operador aciclico, entonces es
contractil. Demostracion: Sea z : Z — M tal que zd = Id,;, entonces

d=dozod

o bien

do(Idyy —zod)=0
= la 1magen de Idy; — z o d esta contenida en los ciclos, y se puede componer con
zZ.
Se define h : M — M wvia

h:=zo(ldy — z0d)
Observar que la composicion anterior tiene sentido, aiun cuando “z —zozod” no,

pues z o z (y por lo tanto z o zod) no esta definido!

Muestre que h sirve de homotopia de contraccion.

4. Sea f: M, — N, un morfismo de complejos y F': A — Mod — Z — Mod un funtor
aditivo (es decir, F(X®Y) = F(X)®F(Y)y F(f+f") = F(f)+F(f'). Si (M,,dn)
es un complejo que admite un operador aciclico, entonces (F(M,), F'(dy;)) tamién.
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10.

En particular, para cada A-mdédulo C, si M, admite un operador aciclico, entonces
el complejo Hom4(C, M,) también, donde

Hom4(C, M,), = Hom(C, M,,)

y su diferencial es d,. Concluimos que Hom4(C, M,) es necesariamente exacto.

(més interesante) Muestre que M, admite un operador aciclico si y sélo si Hom4(C, M,)

es exacto para todo A-médulo C.

Sugerencia: ver el significado de que Hom4(C, M,) sea exacto para el caso
C:=2,, =Ker(d: M,, - M,,—1) C M,,, CM

y el elemento i= la inclusion Z,, — M,, observar que d.(i) = d o i=0,
luego i € Homa(Zyy, Me)n, €s un ciclo de ese complejo.

Sea f: M, — N, un morfismo de complejos y F': A — Mod — Z — Mod un funtor
aditivo (es decir, F(X®Y)=F( X))o FY )y F(f+f)=F(f)+ F(f’)). Muestre
que

F(Co(f)) = Co(F(f))

En particular, para cualquier A-mdédulo C,

Hom 4(C, Co(f)) = Co( f. : Hom,(C, M) = Hom(C, )

Muestre que si M, y N, son contractiles y f : M, — N, es un morfismo cualquiera,
entonces Hom 4 (C, Co(f)) es exacto para cualquier A-médulo C' (sugerencia: use la
sucesién exacta larga de Co(f.)). Concluya que Co(f) admite un operador aciclico
y por lo tanto es necesariamente contractil. Compare con la primera seccién.

2.2. Mas sobre el Cono

Si M es un complejo, entonces C'o(Idy,) es contractil. En particular, todo complejo
se inyecta en un complejo exacto, y es cociente de un exacto. Resulta claro que no
puede esperarse que el funtor homologia o preserve monomorfismos ni epimorfismos.

. Sif: M — N es un morfismo de complejos = C'o( f) es el push-out de M N

Sea 0 > X — Y — Z — 0 una s.e.c. de complejos de A-modulos tal que para cada
n?
0—-X,—»Y,—=2,—0

se parte como s.e.c. de A-mddulos (pero con secciones/retracciones que no nece-
sariamente respetan el diferencial). Muestre que existe f : ¥7'Z — X tal que

Y = Co(f).
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11.

3.1.

. Muestre que si 0 = M; —fi N; =9 R, — 0 es una s.e.c. de A-médulos Vi € I,

(El axioma del octahedro en la categoria de homotopia) Seaa: X - Y yb:Y — Z
dos morfismos, ba : X — Z la composicién, y consideramos el siguiente diagrama
donde las lineas llenas son las standards.

Y1Co(ba) — )f S )f
a ba
2~1Co(b) y — 7 Co(b) —= XY

muestre que existen morfismos “obvios” de complejos f, 7, m como en las flechas

punteadas tales y que resulta que C'o(b) es homotdpico al cono de f
(de hecho, Co(f) = Co(b) ® XCo(Idx)) y se tiene un diagrama

Co(a) —~ Co(ab) —> Co(b) — SCo(a)

H | I H

o(a) —L= Co(ab) —= Co(f) —= SCo(a

donde ¢ es una equivalencia homotopica, y los cuadrados que involucran ¢ conmutan
a menos de homotopia.

Hacer el dibujo del octahedro

Complejos dobles, resoluciones, Tor y Ext

Hacia la s.e.larga de Tor

entonces

0— @@ 2% EBN Brg @R 0
I

es una s.e.c. Deduzca que si 0 = Meq =7 Nog —9 Ree — 0 se dice una s.e.c. de
complejos dobles entonces

0 — Tot(My) =7 Tot(Ney) =9 Tot(Res) — 0

es una s.e.c. de complejos usuales.

. Sea f: M, — N, un morfismo de complejos. Muestre que

—d —d
= nl'eMe n+l <~

fnfl ‘fnl

<—N 1<—N <—Nn+1<—

Co(f) =Tot J/fnl

donde la fila de N es la fila 0 y la de M es la fila 1.
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3. Considere el siguiente diagrama 0 0 con columnas

R

T n+1%Pn%'Pn—14>"'

| |

RTL%RTL—I%.'..

| |
"4>Qn+14>Qn4>Qn714>"'

| |
0 0

exactas y cuyas filas son complejos, Suponiendo que la primera y tercera fila son
exactas y que 11 es proyectivo, muestre que se puede extender a un diagrama
conmutativo
o
e——>Pyyy—>P,—> Py — -
i | |
PnJrl EBQTL+14>R714>RTL714>"'
% | |
e Qui Q> Q-+

{ | |
0 0 0

de manera que la columna agregada es exacta, y la fila del medio sigue siendo un
complejo. Sugerencia: considere el diagrama

0 0 0 0
| v | |
Pn+ [m<dp) = Ker(dp)c—> Pn — Pnfl —— ...
i ¥ } |
Pn+1 ED Qn+1 . Ker(dR)C—> Rn — Rn—l s e

P T T | |
Qn+1 Im(dg) = Ker(dg)—= Qn —Qpn-1—---

| ? | |
0 0 0 0

Observacién: para ver que la sucesién de los ntcleos es exacta se puede utilizar la
sucesiéon exacta larga de homologia.

4. Concluya del ejercicio anterior que si 0 — M — E — N — 0 es una s.e.c. de
A-modulos y resolvemos a M y a N: 0

J

"4>P24>P14>P04>M4>0

|

E
l

= Q=01 —=Qy—N—0

0
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3.2.

. Sobre levantamiento de morfismos cuando se tiene una homotopia de contraccion:

= se puede completar a un diagrama con columnas exactas y filas complejos:

0 0 0 0

ooy

"4>P24>P14>P04>M4>0

oo

"4>R24>R14>R04>E4>0

S B S

= Q=01 —> Qo —=N—0

S T T

0 0 0 0

Concluya que necesariamente las columnas (salvo la de M E,N) se parten y por
lo tanto los R, son proyectivos). Ademés (usando la s.elarga) la fila del medio
también es exacta.

Con las notaciones del ejercicio anterior, muestre que para cualquier A-mdédulo a
derecha X, la siguiente es una s.e.c. de complejos “filas”

0 0 0

l l l

A A A

/ } J

A A A
=X ©Q =X QX ®Q)—0
A A A

v v v
0 0 0

y por lo tanto inducen una s.e.larga

--»Torf‘(X,N)»Torf‘(X,M)»Torf‘(X,E)»Torf(X,N)»X%M»X%E»X%N»O

Un poco de resoluciones y levantamientos de morfismos

Consideremos un complejo de A-mddulos

h h h h
P e P PR L P

P, y P, P y Py M 0

€

provisto de una homotopia de contraccién h,, : P, — P, 11 (en principio Z-lineal, y
por convencién P_; := M), es decir, hd + dh = Id. En particular es exacto.

Si tenemos un complejo de A-médulos libres y un morfismo A-lineal f: N — M

e AR O A(Xnm) O A(XD) LA(Xo) KNV a—|

TR DIN
Rl e e e TR
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Se define f, : AX0) — Py como el tinico morfismo A-lineal tal que, si z € X,

fo(x) = hfo(x)

e inductivamente, si se tienen definidas las f; para ¢ < n, se define f como la tnica
extension A-lineal tal que f,(z) = h(f,—1(z)) (para todo = € X,,)

i AR 0 A1) O A 9 g(Xe) O N

fn [ l/fn—l lf1 lfo lf
Y 2 7d d
) I Ry S ) J_—
h h h h

Muestre que la familia de morfismos { f,,},, asi construida es un morfismo de com-
plejos.

. Sea A una k-algebra k-proyectiva y supongamos dado un complejo exacto de la
forma

S AV, AR ARV 0 AB AAR A0

donde V; son k-mddulos libres, ® = ®; y todos los morfismos son A-lineales a
izquierda y a derecha. Muestre que

a) Todas las componentes graduadas de este complejo son proyectivos como A-
moédulos a izquierda, y como A-mdédulos a derecha.

b) Existe una homotopia de contracciéon A-lineal a derecha (y también existe
alguna otra que es A-lineal a izquierda).

c¢) Para cualquier M € 4Mod, el complejo siguiente es exacto

dz(i?ld]y[ d1§IdM m(%ldju
= ARVHERARM —— AQVIQARM —— AQARM —— AQM — 0
A A A A

P P A,

ARV M —2 o AoV,oM —@ AQM —P o M =0

d) Si M es k-proyectivo, entonces la anterior es una resoluciéon A-proyectiva de
M (y funtorial en M).

. Observar que k[z] ® k[z] = kl[z,y] v que k[z,y]/(z — y) = k[z]. Muestre que la
siguiente sucesion es exacta:

0 — k2] ® k[z] 5 klz] ® k[z] 3 k[z] = 0

donde d(p ® q) = zp ® ¢ — p ® xq. Concluya que para todo k[x]-mddulo que sea
k-proyectivo, la siguiente es una resolucién k[x]-proyectiva de M:

0= klz]@M S k)@ M % M —0
donde d(p @ m) = xp @ m — p @ xm.
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4. (* Més adelante veremos una generalizacién *) Sea A = Z[M*(X)] el anillo libre
en un conjunto X (ver el apunte grupal para la definicién). La siguiente es una
sucesion exacta:

0-A0kMeAbA0AB A0
donde d(a ® z ® b) = ax ® b — a ® xb.

3.3. Resoluciones, calculo de Tor y Ext
1. Sea k un anillo comutativo, consideramos A = k[x]/x?. Muestre que
~ABABASE—0

es exacta, donde €(\ + px) = A. Encuentre una homotopia k-lineal de contrac-
cion. Deduzca que para todo n > 1, Tora(k, M) = {m € M : xm = 0}/xM, en
particular, Tor?(k, k) = k para todo n > 1.

2. Sea A = k[z] con k un cuerpo. Sabiendo que
0— klz]@r M =% k)@ M =M —0

(con dip(x) @ m) = p(z) ® am y €(q(z) ® m) = q(x) - m) es exacta, describa
Tor? (M, N) en términos de M y N para todo n.

3. Muestre que Tor2 (9;M;, N) = @;Tor(M;, N), y lo mismo para la otra variable.

4. Sean > 1y A= k[z]/(z"—1). Notar que A = k[C,,] con C,,=grupo ciclico de orden
n. Consideramos M = k con la estructura de A-moédulo dada por x - A = A.

a) Muestre que si M es un k-mdédulo con un automorfismo k-lineal g de orden n,
entonces es un A-médulo via x - m := g(m) y que

My=k®s M

b) Muestre que si N = .1 "%, entonces

ANoA Ll p N 17 gk 0

provee de una resolucién proyectiva de k como A-médulo (aqui €(p(z)) = p(1)).
Concluya que Tor; (k, M) = Tor/s ,(k, M) para todo n > 1. Describa lo mas
explicitamente pos1ble Tor; y Tors.

¢) Si n es inversible en k, muestre que k es isomorfo a un sumando directo de A
(como A-médulo), concluya que en ese caso Tor? (k, M) = 0 para todo n > 0.

d) Sila multiplicacmn por n no es necesariamente inversible en k, pero en M SI,
muestre que Tor’ (k, M) = 0 para todo n > 0.

5. Sea A = k[z,y] y consideramos k como A-médulo via p(x,y) - A := p(0,0)A. Utilice
el ejercicio 9 de la practica 3 para mostrar que

Tor(k, M) =0VYn >3

Describa lo mas explicitamete posible Tor{'(k, M) y Tory (k, M).
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. Sea 0 - X — Y — Z una s.e.c. de A-moddulos. Muestre que si X y Z son playos,

entonces Y es playo. También si Y y Z son playos, entonces X es playo.
Sea A un dominio integro. Muestre que si M es playo entonces M no tiene torsion.

Sea A un anillo conmutativo. Si M y N son dos A-mdédulos a izquierda, los consi-
deramos como A-bimédulos de manera simétrica (i.e. ma = am, etc). Muestre que
Tor2 (M, N) es naturalmente un A-médulo (simétrico).

Sea A un anillo conmutativo y S un subconjunto multiplicativo. Muestre que, para
todo par de A-médulos M, N hay isomorfismos naturales

Tord (M, N)g = Tord (Mg, Ng) = Torl (Mg, N) = Tor2(M, Ng) = Toris (Mg, Ng)

Mas sobre Tor

1.

3.4.
. Utilizando simplemente la (buena) definicién de Ext’y (M, N) = H,,(Homs(P(M)., N),d*),

Sea A un anillo integro, x € A no nulo. Muestre que

Tor(A/(z), M) =0 Vn > 2
Describa lo mas explicitamente posible Tor?*(A/(z), A/(y)), donde y € A (y n € N).
Muestre que Tor}(Z,, Zm) = Znm)-

(Cambio de base playo) Sea A — B un morfismo de anillos tal que B es A-playo
como A-modulo a iquierda. Si W es un B-modulo (y por lo tanto, via el morfismo
A — B es un A-modulo, muestre que

TorB(M @4 B, W) = Tor’ (M, W)

compare con el ultimo ejercicio de la guia 5.

. Sea A = k[Z], observar que A = k[z]g, donde S = {1,z,2% 23, ---}. Describa lo

maés explicitamebnte posible Tor*/(M, N), donde M y N son k[Z] modulos cuales-
quiera.

Sea A integro y 0 # x € A, muestre que el complejo
X=(G(0-2A4A5A-0--)

verifica Z(X), v B(X), proyectivo para todo n, luego, se puede utilizar la férmula
de Kiinneth para este complejo. Dice ésto algo nuevo con respecto al ejercicio 17

Calculo de Ext

donde (P(M),,d) es alguna resolucién proyectiva de M, muestre que

a) P es proyectivo si y sélo si Ext’y (P, N) = 0 para todo n > 0 y para todo N,
b) I es inyectivo siy sélo si Ext’y(M, ) = 0 para todo n > 0 y para todo M.
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10.

11.

12.

13.

. Si A es dominio principal, entonces Ext’y (M, N) =0sin > 2.

Sea, A un anillo. Muestre que son equivalentes

= Cocientes de inyectivos son inyectivos.

= Submoédulos de proyectivos son proyectivos.

» Ext’y(M,N)=0sin > 2 para todo M, N.
Muestre que Exty(Zy, Zm) = Zimn)
Calcule Ext}g[z](k:, k). Es cierto que Ext,i[m}(k[x]/(f), klx]/(g9)) = k[x]/(f,g)?
Sea A = k[z|, M, N son A-modulos donde M es k-proyectivo. Utilizando la resolu-
cién

0= A®y M -5 Ay M — M — 0

donde d(a ® m) = ra ® m — a ® xm. Describa lo méas explicitamente posible
Ext’y (M, N).

Sea k un cuerpo, V un k-espacio vectorial y A =TV | el algebra tensorial. Si M es
un T'V-mdédulo, muestre que el complejo

0=TVRQVOM ETV @ M &M — 0

es exacto, donde las flechas estan definidas por d(w ® v @ m) = wv @ m — w ® vm,
plw@m) =wm (w e TV, v eV, me M). Concluya que Ext’y (M, N) = 0 si
n > 2.

Concluya del ejercicio anterior que cocientes de T'V-inyectivos son T'V-inyectivos.

Utilice la resolucion del ejercico 12 de la practica 3 (donde se resuelve a k& como
k[z,y]-modulo) para calcular Exty, (k, k) para todo n.

Sea G = C,, = (g : g" = 1) el grupo ciclico de orden n. Calcule Eth[G] (Z,Z). Si
M es un Z|G]-médulo, describa lo méas explicitamente posible Ext%a}(z, M),y en
particular Ext%[G] (Z,M).

Sea G = C,, x Cy,. Tensorizando una resolucién de Z sobre Z[C,,] y otra resolucién
de Z sobre Z[C,,] (y la férmula de Kiinneth) encuentre una resolucién de Z sobre
Z[C(?i] 1Utih’cela para describir Ext%G] (Z, M)y Ext%[G] (Z, M), donde M es un k[G]-
modulo.

Sea H un subgrupo normal de un grupo E'y G = E/H. Muestre que si H C Z(FE),
entonces la accion de G en H inducida por la sucesion exacta corta

1 H—-F—->G—

es la accién trivial.

Calcule H?*(G, Z,) = Ext%[G} (Z,7Z,) para G = C, (el grupo ciclico de orden p), Ce,
y Cp x C,.
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14.

15.

16.

17.

3.5.
. Sea M un A-médulo, se define P(M) = AM) y py, - AM) 5 M via

Sea E un grupo de orden p®. Muestre que existe una sucesién exacta del tipo
1-C,—FE—-G—1

donde C, C Z(E). Utilice el cdlculo de H? del ejercicio anterior para determinar
todos los grupos de orden p3.

Sean
(E)=(0—-X —FE - FEy— - — E, %Y —0)

(F)=0—=Y LF - F— - -— F,—>Z—0)

dos extensiones (de (Y, X) y de (Z,Y), de grado n y m respectivamente), muestre
que

0O—-X—-FE —>E— - -—>E, B —>FK—>---—F,—-72—-0

es una extensiones de grado n+m, y que esto dota al conjunto de las extensiones de
un producto asociativo; este producto esta bien definido en la clase de equivalencia
de extensiones.

(Lema de Shapiro) Sea H un subgrupo de G, y N un Z[H]-mdédulo, entonces
H.(G, Z|G] ®z1m N) = H.(H, N)
H,(G,Homym(Z[G],N)) = H.(H,N)
mostrar que si [H : G] < 0o, entonces
Z|G] @z N = Homg (Z[G], N)
como Z|G]-modulo, con un isomorfismo natural en N.

Sean f : A — B un morfismo de anillos. Bajo la hipotesis que B sea A-playo, o
A-proyectivo, generalice el lema de Shapiro.

Resoluciones funtoriales

Z Ao, > E QM

meM meM

Se define Zy(M) = Kerpy, Pi(M) := A%) y d; . P{(M) — Py(M) como la
composicion
Pi(M) = A% — Zo(M) = Ker(py) < Py(M)

y asi continuamos, Z;(M) = Ker(dy), dy : Py(M) = A%) — Z, — P(M) etc.
Muestre que

o= P(M)— - — P(M)— Py(M)— M —0

es una resolucién libre y por lo tanto proyectiva de M. Ademds, todos los P;(M)
son funtoriales en M y los d; son transformaciones naturales. En otras palabras,
esta resolucién es funtorial en M, como funtor de A-Mod en Chain(A).

30



2. Sea A un anillo con gldim(A) = d < oo, y para cada M € A-mod, sea
o= P(M)— - — P(M)— Py(M) — M —0
la resolucién del ejercicio anterior. Muestre que la resolucién
0— Kqg— Py (M) — Py o(M)—---— P(M)— P(M)—M—0

(donde K; = Ker(P;_; — P;_5)) es una resolucién proyectiva y también funtorial.

3.6. Resolucion standard

c s APTHL 5 AP 5 AR s A0

Sea A una k-algebra. Definimos
B, (A) := A"
con diferencial
V(g ® - Qay) =apa1 @az ® -+ Q ay, — g ® 4103 @ -+ @ A+

:|:..._|_(_1)ia0®...®aiai+1®...®an+...+(_1)”—1a0®...®an_1an

En grados bajos:
Via®b®c)=ab®c—a® bc

V(a®b)=ab=m(a®Db)
1. Sea s: A®" — A®"*! L_lineal dada por
S0 ® - ®an) =1®ay® - ® ay
Calcular sb' + b's y concluya que (B4(A),b) es exacta.

2. Sea M un A-bimédulo (en particular M es un k-bimédulo) y sea V' un k-bimddulo.
Muestre que hay un isomorfismo natural

Hom a—pimod(A @k V @ A, M) = Homy_pimea(V, M)

Concluya que si V' es proyectivo como k-bimoédulo, entonces ARV ® A es proyectivo
como A-bimédulo.

3. Un A-bimédulo M se dice k-simétrico si
A-m=m-AVme M, N€k

Muestre que la categoria de A-bimodulos simétricos se identifica con la categoria
de A ® A°’-médulos a izquierda (o a derecha) via

(a®d) -m=ama =m-(d ®a)

Notacién: A¢ (= A Q A°P
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4. Concluya que (B4(A), b") provee de una resolucién de A como A-bimddulo k-simétri-
co.

Definicién: Si M es un A-bimddulo k-simétrico se define
Ho(A, M) = Tori" (A, M)
(en la notacién se sobreentiende k, si hace fata se denota He(A; k, M))
H*(A, M) = Ext%.(A, M)
se llama la homologia y cohomologia de Hochshild de A a coeficientes en M
5 HO(A, M)~ M4 :={m e M : am = ma Va € A}.

6. H'(A, M) = Dery(A, M)/Innder(A, M), donde Dery(A,M) = {D : A = M k-
lineal/D(ab) = aD(b) + D(a)bVa,b € A}, Innder = {D : Img € M/D(a) =
amy — moa}

3.7. Localizacién en CO-homologia

Definicién: un A-médulo M se dice finitamente presentado si existe una sucesion
exacta del tipo

Am p2 An p1 M 0
(con n,m € N)

1. Si M es finitamente presentado y N arbitrario = 3 una s.exacta de la forma

0 — Homy(M,N) - N* — N™
2. Muestre que Hom 4 (M, N) es un Z(A)-médulo via
(a- f)(m):=af(m) (= f(am))

Observacién: Si S C A es un subconjunto central y multiplicativamente cerrado,
existe una flecha natural (el funtor localizacién)

HOHIA(M, N) — HOmAS(Ms,Ns)

o 7= (2 1)

S

que es un morfismo de Z(A)-médulos, en donde a la derecha, la accién de S es
claramente biyectiva, por lo tanto induce un morfismo

HOIHA(M, N)S — HOHIAS(MS, Ns)
3. Muestre que si M es finitamente presentado, entonces el morfismo anterior es un
iso. (Sugerencia: utilice el hecho de que la localizacién preserva monomorfismos, el

ejercicio 1, y la propiedad universal del nicleo.)
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4. Sea (Co,d) un complejo de A-moddulos donde C), es finitamente presentado para
todo n. Muestre que para todo A-mddulo NV,

H*(Homu(Co, N),d")s = H*(Hom,(Cse, Ng), d")

5. Sea A un anillo, M y N dos A-médulos. Muestre que Ext% (M, N) es un Z(A)-
moédulo. Si S C A es un subconjunto central y multipliativamente cerrado, entonces
siempre existe un morfismo natural

EXt;l(M, N)S — EXtAS(Ms, Ns)

Muestre que si A es un anillo noetheriano y M es finitamente generado, entonces
M admite una resolucion proyectiva donde cada proyectivo es finitamente generado
(y por lo tanto finitamente presentado), concluya que en ese caso, para cualqueir
N se tiene

EXt;‘(M, N)S = EXtAS (MS, Ns)

6. Sea A una k-algebra tal que A° es noetheriano. Muestre que A admite una resolucién
A¢-proyectiva
Py =P >F—-A—=0

donde cada P, es finitamente presentado.

7. Si S C A es un subconjunto central y multiplicativo, considere S¢ C A€ el sub-
conjunto multiplicativo generado por S ® {1} U{1} ® S, o sea, {s®t:s,t € S}.
Muestre que para cada A-bimédulo M,

sMs=As @4 M ®4 Ag = Mse

Muestre que H*(A, M) es un Z(A)-bimédulo (de hecho, es un Z(A)-médulo simétri-
co), vy que y que si A admite una resolucién A®-proyectiva P, — A donde cada P,
es finitamente A°-presentado, entonces

H*(A,M)ge =2 H*(Ag,sMs) = H*(A, sMs)
Sugerencia: muestre que si P, — A es una resolucién como A-bimdédulo, entonces
As @4 Pe®aAs — As @4 A®4 Ag

es exacto, y por lo tanto se tiene una resolucion Ag-proyectiva de Ag@ AR Ag = Ag.
A A

8. Sea k un cuerpo y A = k(xy,...,x,) = Frac(klzy,...,z,]) el cuerpo de fraccio-
nes de polinomios en n variables. Muestre que pdima<(A) = n (y por otra parte
gldim(A) = 0 pues es un cuerpo). O sea, HH detecta grado de trascendencia.
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4.

4.1.

Dimensién homolégica

. Si L es A¢libre, digamos L = (A°)Y) para un conjunto I, denotemos V = k),

entonces

LA @, VEAQV ® A

donde en A° se toma la estructura usual de A°-mdédulo a izquierda, yen AQV ® A
se toma la estructura de bimodulo “exterior”, especificamente

(a®d) (a1 ®vRay) =aa @V asd

Si L es A€ libre, lo vemos como A-bimddulo (k-simétrico), entonces para cualquier
A-médulo a izquierda M, L ®4 M es un A-médulo a izquierda libre. Si L =2 A°® V
y lo vemos como A-bimédulo entonces L ®4 M = A® (V ® M). Concluir que si P
es A°-proyectivo entonces P ® 4 M es proyectivo como A-médulo a izquierda.

Muestre que si P, — A es una resolucién de A como A°-mdédulo entonces es
contractil como resolucién de A-modulos a derecha, y por lo tanto al tensorizar
— ®4 M sigue exacta y P, ®4 M resulta una resolucién de M. (De paso, es una
resolucién funtorial en M.)

Muestre que si k es un cuerpo, si A = T'V (el dlgebra tensorial), A = kQ (el dlgebra
de caminos de un quiver), son élgebras de dimensén global 1.

Sea () un quiver sin ciclos orientados (y por lo tanto k@ es de dimension finita)
y sea [ el ideal bilatero generado por @);. Utilice la resolucién conocida (si no la
conoce, deje este ejercicio y vaya a conocerla) para mostrar que A = kQ/I? tiene
dimension global finita, igual a la longitud del camino més largo posible en (). Para
el quiver

1—-2—=--—=n

el algebra kQ/I? tiene dimensién global n.

Sea k un cuerpo y consideramos A = k(x)=el cuerpo de fracciones de k[x]. Muestre
que Dery(k(z), k(x)) # 0, luego 0 # HH'(A, A) = Ext}.(A,A) y por lo tanto
pdimye(A) > 1 (de hecho, es igual a 1). Sin embargo gldim(A) = 0 pues A es
un cuerpo, lo que muestra que la desigualdad gldim(A) < pdimac(A) puede ser
estricta.

Mas sobre resoluciones

. Sea A = A; x Ay el producto cartesiano de anillos (con producto coordenada a

coordenada). Muestre que todo médulo M es canénicamente isomorfo a M = M; x
M5 donde M; es un A;-médulo; M es proyectivo como A-médulo si y sélo si M; lo
es como A;-modulo. Mas aun, si N es otro A-mddulo, entonces

Hom (M, N) = Homy, (M;, N1) x Hom g, (Ms, Ny)
Si P! es una resolucién de M; y P? es una resolucién de M,, entonces
P, = P! x P?

con diferencial coordenada a coordenada es una resolucién de M; x Ms.
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2. Sea k un anillo conmutativo y A y B dos k-algebras (podria ser k = Z).

a)

b)

c)

Si M es un A-moédulo y N un B-mdédulo, muestre que M ®; N es un A ®;, B-
modulo de manera natural.

Si L es A-libre y F' es B-libre entonces L ® F' es A ® B-libre. Deduzca que si
si P es A-proyectivo y () es B-proyectivo entonces P ® () es A ® B-proyectivo.

Si P, - M y Q. — N son dos resoluciones y k es un cuerpo entonces P} ® P2
(el producto tensorial de los complejos) es una resoluciéon A-proyectiva de M ®
N. Muestre que si (k es cuerpo y) M, M’ son A-médulos a derecha e izquierda
respectivamente y N, N’ son B-médulos a izq y derecha resp. entonces

Tor%oz(M @ N, M'® N') = Tor} (M, M') @ Torg(N, N')

d) Muestre que si P es A-proyectivo de tipo finito, ) un B-modulo proyectivo de

tipo finito, entonces el morfismo natural
Homu (P, M) ®; Homp(Q, N) = Homug, 5(P @k Q, M ®; N)
es un isomorfismo.

e) Supongamos que M y N admiten resoluciones proyectivas tal que en cada
grado los proyectivos son finitamente generados (por ejemplo si M y N son
finitamente generados y A y B son anillos noetherianos) Suponiendo que k es
cuerpo, muestre que

Extliop(M @ N,U ® V) = @ Ext!y (M, U) @ Ext}y *(N,V)
p=0
para todo A-médulo U y B-médulo V.

f) Sean Ay B dos k-algebras aumentadas, es decir, se tienen dados morfismos de
algebras e : A — k y n: B — k. Supongamos que A es Noetheriana, k-libre, y
k un dominio principal (e.g. Z, o un cuerpo), muestre que

Ext%e, p(k, k) = Ext}(k, k) @ Exty(k, k)
g) Explicite los célculos de Tor y Ext para
1) klz,y]| 2 klz] @ kly) =A@ Bcon M =M =N =N =k,
2) klz,yl/(a? y?) = (k[2]/(2*)) ® (k[y]/(y?)), con M = M'=N = N' =k
3. Sea F,, el grupo libre con n generadores x1,...,x, y k un anillo conmutativo.

Muestre que la aplicacién k[F,]-lineal determinada por

é k[F,Je: — k[F,)]

61"—>ZL'Z'—]_
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es inyectiva (comparar con el ejercicio 6 de la 2da parte de la practica 6). Concluya
que

0—>@k nlei = k[F,] =k

donde €(g) = 1 para todo g € F),, es una resolucién libre de k como k[F},]-modulo.
En particular H*(F,, M) = Hy(F,, M) = 0 para todo k > 1 y para todo k[F},]-
modulo M.

. Sean
(E)=(0X - FE - FEy— - — E, %Y —0)
(F)=0—=Y LF - F— - —F,—>Z—0)
dos extensiones (de (Y, X) y de (Z,Y), de grado n y m respectivamente), muestre
que

0>X—>FE —>Fh—o - aE, S5 hs - —5F, 520

es una extensiones de grado n+m, y que esto dota al conjunto de las extensiones de
un producto asociativo: este producto esta bien definido en la clase de equivalencia
de extensiones.

. Sea k un cuerpo y A = kQ, K = k@ donde @ = (@Q1,Qp) es un quiver con @
finito.

a) SiV es un kQo-Mod a izquierda entonces A ®jq, V' es A proyectivo, ademas
es un sumando directo de A ® V' (que es A-libre).

b) SiV esun kQy bimédulo (por ejemplo k@), entonces A kg, V Qrg, A es un
sumando directo de A ® V' ® A, en particular, es proyectivo en la categoria de
A-bimédulos k-simétricos.

¢) Muestre que
0= A®prg, kQ1 kgy A = A®pg, A+ A—=0

provee de una resolucién de A como bimddulo k-simétrico y por lo tanto, para
cualquier M € A-Mod,

0= A®rg, kQ1 ®rgy M = AQrg, M = M — 0

da una resolucién A-proyectiva de M. Concluya que k@ es hereditario (i.e.
submédulo de un proyectivo es proyectivo).

d) Notar que kQ es graduada (por la longitud de los caminos), por lo tanto k£Qy
no solo es subdlgebra sino que se tiene un morfismo de algebras kQ — kQq
(que manda @, cero). Utilizar la resolucién anterior para dar una descripcién

general de Tort? (kQq, kQo).

e) Explicitar todo lo anterior para el quiver con un tinico punto y una tnica flecha
(un loop), para un solo punto y varias flechas, para dos puntos y una flecha
de uno en otro, para dos puntos y varias flechas.

36



f) (*) Sea A =kQ/I donde @ es un quiver e I es el ideal generado por PQs=los
caminos de longitud 2. Muestre que

= ARk QnRrgy — - = A®KQkQ2®kq, — ARkQkQ 1Pk, — ARk, A — A — 0
donde el diferencial esta dado por
A ®rgy kQn®kg, — A @rgy kQn-1®10,
Qo 0, @l ®ag @14+ (—1)"1Q a1y @

y el ulltimo diferencial es la multiplicacion.
g) Explicitar la resolucién anterior para

1) k[x]/(x?) visto como dlgebra de quiver con un solo loop.

2) k@ V con V un ideal con producto nulo. (un solo punto y tantos loops
como dimy V)

3) @ cada uno de los quivers
1—=2

1—-2—3
1—-2—-3—4

5. Cohomologia de grupos

1. Tensorizar la resolucién standard de k[G] como k[G]-bimédulo a derecha por —®yg
k (donde k es el G-moddulo trivial) y describir el diferencial.

2. Deducir la férmula del diferencial que calcula la cohomologia de grupo via el iso-
morfismo

Homyq(B,,, M) = Homyq (k[G] ® k[G])*", M) = Func(G", M)

3. Sean M y N dos A-médulos izquierda, entonces
Homk(M, N) € aMody
via
(a-f-a')(m):=af(a'm)

si P es un A-bimoddulo, entonces
Hom s pimod(P, Homg (M, N)) = Homy (P ®4 M, N)

Sea A una k-algebra sobre un cuerpo, M y N dos A-moddulos a izquierda y consi-
deramos Homy (M, N) como A-bimédulo como antes. Muestre que

H*(A, Homy (M, N)) = Ext%(M, N)

En particular, para A = k[G] y M = k con accién trivial, se tiene que Homy (k, N) =
N como G-moédulo a izquierda y tiene accion trivil a derecha, lo que denotamos por
N,. Luego la cohomologia d eHochschild y la de grupo estan ligadas por

H*(K[G], N.) = H*(G, N)
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5.1. H?*(G,M) y extensiones abelianas

Consideraremos
0O—-M-—-F—->G—=1

una extension de grupos con M abeliano. Es decir, M es un grupo abeliano, subgrupo
invariante de un grupo mas grande E,y E/M = G.

1. Completar las demostraciones de los Lemas/Ejercicios 1,2,3,4 de la tedrica.
2. La accién de G en M es trivial si y sélo si M es central en E.

3. E un grupo con |E| = p™ y n primo, muestre que E sucede en una extensién de la
forma
0—=2Z,—E—G—1

con Z, central en E, por lo tanto E estd determinado por un grupo G de orden
p"~ !y un 2-cociclo [f] € H*(G,Z,) donde en Z, la accién de G es trivial.

4. Sea G = Z", notar k[Z"] = k[ti'---  k[t}!] es una localizacién del anillo de polino-
mios. Muestre que el complejo de Koszul

0—k[tr, 1) QAN"V — oo = K[ty, -+ 1, |QANV = K[ty -+ £,]QV = k[ty, -+ t,] = k—0

donde V' = @& ,ke; y d(e;) = (t; — 1). da una resolucién de k como k[ty,...,t,]
modulo donde la accién es evaluar ¢; en 1 (no en 0). Muestre que localizando la
anterior, se obtiene una resolucién de k como k[Z"]-médulo de la forma

0= k[Z"@ANYV — - 2 k[Z"|@ NV - k[Z"| @V = k[Z"] = k=0
5. Sea F), el grupo libre con n generadores xi,...,x, y k un anillo conmutativo.
Muestre que hay una resolucién de k[F,] como k[F,]-bimédulo de la forma
0— k[F,] @V @ k[F,] — k[F,] @ k[F,] = k[F,] =0

donde V' = @), ke;, con las “mismas” férmulas que la resolucién del dlgebra
tensorial. Concluya que

0—>@k nlei = k[F,] =k

ei»—>xi—1

donde €(g) = 1 para todo g € F,,, es una resolucién libre de k como k[F},]-modulo.
En particular H*(F,, M) = Hy(F,, M) = 0 para todo k > 1 y para todo k[F},]-
modulo M.

6. (Lema de Shapiro) Sea H un subgrupo de G, y N un Z[H]-mdédulo, entonces
H.(G, ZIG) @z N) = H.(H, N)
H*(G,Homgy (Z|G],N)) = H*(H,N)
mostrar que si [H : G] < oo, entonces
Z|G] ®@zim N = Homgy)(Z[G], N)

como Z[G]-modulo, con un isomorfismo natural en N.
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7.

5.2.

Sean f : A — B un morfismo de anillos. Bajo la hipotesis que B sea A-playo, o
A-proyectivo, generalice el lema de Shapiro.

Calculo iterativo de grupos de orden p"

Sea p primo y F un grupo de orden p". Entonces E tiene centro no trivial y por lo
tanto un subgrupo (central), y en consecuencia un subgrupo (central) isomorfo a Z,. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que E contiene a Z,. Luego G := E/Z, es un
grupo de orden p"~1. Si (inductivamente) conocemos todos los grupos G' de orden p"~!,
entonces sélo tenemos que calcular H?(G,Z,) y reconstruir todos los posibles grupos de
orden p".

Atencién: Hay mas de 10 millones de (clases de isomorfismo de) grupos de orden
512. (mds precisamente, hay 10494213 (GAP)).

5.3.
1.

Grupos de orden p?

Sea C,, = (t : t" = 1) el grupo (multplicativo) ciclico de orden n. Utilice la resolucién
pequena de Z como C,-modulo trivial para calcular Ext%[cn](Cn, M) donde M es
un C),-moédulo. Explicite el caso en que M tiene accién trivial.

Sea G = C, x C,,. Use la formual de Kiinneth para mostrar que el producto tensorial
(sobre Z) de las resoluciones de C,, da una resolucién para C,, x C,, Explicite lo méas
posible EXt%[Cnan](Cm M) donde M es un médulo con accién trivial.

Sea E un grupo de orden p?. Muestre que E aparece en una extensién de la forma
0—=2Z,—E—G—1

donde G = Cj2 0 G = C), x C,, y Z, es central (y por lo tanto la accién de G en Z,
es trivial). Calcule todos los posibles grupos de orden p3.

Otra estrategia podria ser: si |E| = p® entonces E admite un subgrupo invariante
de orden p?, llamémoslo M, y por lo tanto M es necesariamente abeliano (aunque
no necesariamente central), y G = E/M = C,,.

= Muestre que si M es central entonces E es abeliano, y del teorema de estructura
sobre un dip sabemos que E = Z,3, Zy> © Zyy, 0 Ly D Ly D Ly,
» 5i M no es central, entonces se tiene un accién no trivial de C, en M.

e Segun M = Z,» o Z, ® Z,, encuentre los elementos de orden p en U(Z,2),
oen GL(2,7Z,), eso dara las posibles acciones de C), en M.

e para cada una de las acciones (o de las acciones a menos de conjugacién)
calcule H?(C,, M), y reconstruya las posibles tablas de multiplicar en F.
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6.

(co)Homologia de Hochschild

1. Sea M un A-bimédulo k-simétrico. Se define el complejo
Co(A, M) =M@ A®" (n >0)
con diferencial

bm®a; @ - ®a,) =ma; Q@as @+ ® ap+

D (MmO @ D001 @+ Dy + (—1)"0m @ a1 @ ... @ ay_y
=1

Muestre que
(Co(A, M),b) 2 M ®4c AR A*® A, 1dy @ V)

2. Sea M un A-bimdédulo k-simétrico. Se define
C"(A, M) = Homy(A®™, M) (n > 0)
con diferencial

a1 @ - ®a,) =arflaa @ - @ a,)+

+ Z(_l)if((ll ®- R Q- Ray)+ (=1)"fla1 ® ... ® ap_1)ay
i=1
Muestre que
(C*(A, M),0) 2 Homue (A ® A* @ A, M), (V')")
En partirular, si A es k-proyectiva, entonces la (co)homologia de estos complejos
calculan Tor2" (A, M) y Ext®.(A, M) respectivamente.
3. Ho(A, M) = M/[A, M].

4. (Diferenciales de Kéhler) Si A es conmutativo, muestre que la multiplicacién m :
A® A — A es morfismo de élgebras. Sea I = Ker(m) y definimos Q,(A) = I /I

a) A® A es un A-bimédulo no simétrico (a - (r ® y) # (* ® y) - a en general).
I es un sub-bimdédulo, en general no simétrico, pero I/I? es un A-bimédulo
A-simétrico (a-w =w-a,Va € A,w € I/I?).

b) Sea d : A - A® A definido por d(a) = 1 ® a — a ® 1. Muestre que d es
una derivacion, y que su imagen esta contenida en I. Por abuso de notacion
llamamos con la misma letra d : A — Q(A) dada por d(a) =1®a—a® 1.

c) Si) ;a;®@b; € I, entonces ), a;b; = 0. Utilice este hecho para mostrar que en

2(4)
Z a; ® b; = Z a;d(b;) = Z d(by)a;

En particular, la imagen de d : A — Q}(A) genera Q) (A) como A-médulo.
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d) Consideramos Hq(A, A) calculado con la resolucion standard. En lugar 1:
R Ly )
AaRbXc—ab®c—a®@bc+ca®b
Notar que para A conmutativo, b : A% — A es cero. Hy(A, A) = A®? /b(A®3).
Muestre que ad(b) +» a @ b esté bien definida entre Q}.(A) y H;(A, A) dando
un isomorfismo
0,(A) = Hy(A, A)
(en particular a® 1 =0 € H (A, A))

5. Propiedad universal de Qi (A). Sea A una k-dlgebra conmutativa y M un A-médulo
a izquierda, que lo vemos como A-bimédulo (A-simétrico). Si f : Qi(A) — M es
un morfismo A-lineal, entonces fod: A — M es una derivacion k-lineal. Muestre
que si D : A — M es una derivacion k-lineal, entonces 3! morfismo A-lineal D :
Q1(A) — M tal que D = D od. En diagramas

7

Ve

dl -
P

©.(4)
En el Hom: la composicién con d induce una biyeccién (natural en M)
Hom 4(Q4(A), M) = Dery (A, M)
fr=Ds=fod

6. (1-formas no conmutativas) Si A es una k-algebra no necesariamente conmutativa
se define

QF(A) :=Ker(m: A® A — A)
como m es morfismo de A-bimddulos, es un A-bimédulo. Muestre que es k-simétrico
y que d : A — Ker(m) dado por

dla)=1®a—a®1

es una derivacién k-lineal. Por lo tanto, si M es otro A-bimédulo k-simétrico y
f:QF(A) - M es un morfismo de A-bimédulos, fod: A — M es una derivaciéon
k-lineal. Muestre que esta derivacién d : A — Qp°(A) es universal en el sentido que
para todo A-bimddulo k-simétrico M, se tiene la propiedad universal

,(4)

donde D es morfismo de A-bimédulos. En términos de Hom: la composicion con d
induce una biyeccién (natural en los A-bimédulos k-simétricos M)

Hom 4 (Q3°(A), M) = Dery(A, M)
f — Df = f od
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7. HY(A, M) = M4 :={m € M : am = ma Va € A}.

8. H' (A, M) = Dery(A, M)/Innder(A, M), donde Dery(A,M) = {D : A — M k-

6.1.

. Si M es un k[G]-bimédulo, se define M4 como el G-mddulo a izquierda con accién

lineal/D(ab) = aD(b) + D(a)bVa,b € A}, Innder = {D : Img € M/D(a) =

amg — moa}.

Sea C"(A) = Homy(A®" A). Definimos, para f € CP(A), g € C1(A), fUg €
CPTI(A) via

(fUD(@® - ®a, 00 Q@ Rby) :=fla1 @+ ®ay)g(by @+ ®Dby,)

Muestre que es un producto asociativo en C*(A) = ¢,,C"(A) y que

o(fug)=0(f)Ug+ (=1)Pfudlg)

En particular, HH*(A) = ®,H"(A, A) es un algebra asociativa graduada con el
producto inducido por U. Por ejemplo, H H*(A) es una Z(A)-algebra, pero también
si Dy D' son derivaciones, entonces f(a ® b) := D(a)D’(b) es un 2-cociclo.

Sobre la férmula H*(k[G], M) = H*(G, M%)

g aam = gmg~"
Observacién: el funtor ad preserva el espacio vectorial subyacente, por lo tanto
preserva limites y colimites, sumas directas y productos directos. Veremos que tam-
bién preserva objetos proyectivos e inyectivos, lo que nos dard una relacion entre la
(co)homologia de grupos y la (co)homologia de Hochschild de k[G].

. Si M es un k[G]bimédulo, entonces

H(k[G], M) = MMC = {m € m : am = ma, Va € k[G]}
= (MY ={meM:g-gqam=m, Vg€ G}
Si M = k[G] ® k[G] como k[G]-bimédulo, entonces
M = E[G)D = kGl @ V

donde a a derecha la accién de k[G] es en el primer tensor, y V' es un k-mdédulo
libre de rango #G. Sugerencia: considere el morfismo k-lineal

kG @ k[G] = K[G]® V

gRG = g®4y

donde V' = k[G] como k-médulo. Encuentre la aplicacién inversa y muestre que
realiza el isomorfismo deseado. Concluya que si P es k[G]¢ proyectivo entonces M
es k|G]-proyectivo como G-médulo.
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4. Sean V' y W dos G-modulos. Muestre que
Homy,(V, W)

es un k[G]-bimdédulo via

(9f9")(v) = gf((g)"m)
y por lo tanto un G-médulo v’ia la accién adjunta

(9 aa f)(v) = gf (g~ (v)
Muestre que

(Homy,(V, W) = (Homy(V,W)*¢ = Hompe (V, W)

5. Sea A una k-dlgebra con k un cuerpo (o ue A sea k-proyectiva), muestre que si Py
es A-proyectivo a derecha, entonces el A-mdédulo a izquierda

I := Homy,(Pa, k)
es inyectivo como A-modulo a izquierda.

6. Sea M un k[G]®-mdbdulo a izquierda, luego M* es k[G]¢-mddulo a derecha (y por lo
tanto a izq.), sip : P — M™* un epi con P un k[G]¢-proyectivo (a derecha), entonces

p* M — P*

es monomorfismo, con P* un k[G]¢ médulo (a izquierda) inyectivo. Luego, la com-
posicion M — M** — P* nos da un mono en un k[G|%inyectivo. Concluya que
todo inyectivo es isomorfo a un factor directo de un producto arbitrario de (k[G]¢)*

7. Sea I un k[G]¢-inyectivo, que podemos suponer un sumando directo de ((k[G]¢)X))* =
(k[G]*)")X = (kKE*9)X. Muestre que el k[G]-bimédulo (k[G]¢)* = k9*C verifica

(kaG)ad ~ (kG)X

con #X = #G. Concluya que si I es k[G]¢ inyectivo entonces 1% es inyectivo como
G-moédulo.

8. Muestre que H*(k[G], M) = H*(G, M?). Sugerencia: calcule H*(k[G], M) usando

una resolucién k[G|¢ inyectiva de M.

6.2. Suavidad y HKR
Notacion: HHe(A) := Ho(A, A) y HH*(A) := H*(A, A).
1. Utilice la resolucién
0=TVRVRKTV =TVRTV =TV =0

111 —-1®Qwv

de TV como TV-bimédulo para describir un complejo que calcule HHl(TV) y
HH*(TV).
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. (supogamos k cuerpo Sean A y B dos k-algebras sobre un cuerpo k, muestre que

)
HH,(A® B) = HH,(A) ® HH,(B).
)

. (supogamos k cuerpo) Sea A tal que admite una resolucién de A°-mddulos proyec-
tivos de tipo finito (por ejemplo si A¢ es noetheriano). Muestre que HH*(A® B) =
HH*(A) ® HH*(B).

. Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita, muestre que
HH,(S(V)) =2 S(V)® AV
HH*(S(V)=S(V)® A V*

Sugerencia: para dimV = 1, V = kx entonces S(V) = k[z] = T'(kz), se puede
calcular como en el ejercicio 1. Para dimV > 1, si V = V; & V5, muestre que
SWVieVa) =S(V) ®S(Vy), idem para A* (V) @ V), v utilice los ejercicios 2 y 3.

. Sea0 - M — B— A — 0 unas.e.c. donde p: B — A es un epi de k-dlgebras con
nticleo M de cuadrado cero.

a) Sea s: A — B una seccién k-lineal. Se define f, : A®? — B via

fs(a®d) = s(a)s(a") — s(aa’)

claramente, si s es una secciéon multiplicativa, f; = 0. Muestre que Im(f;) C
Ker(p) = M, y por lo tanto f, : A%* — M.

b) Seas : A — M otra seccién, denotamos f = fsy f fz. Muestre que f es
cohomdloga a f, es decir, [f] = [f] en H2(A, M), o sea, existe D : A — M tal
que f — f oD.

concluya que la asignacion
(0= M—B—A—0)—[f]€ H(A M)

que a una s.e.c. que se parte como sucesion de k-modulos, le asigna el 2-cociclo
f, esta bien definida.

¢) Muestre que una sucesion 0 — M — B — A — 0 que se k-parte admite
una seccién de k-dlgebras si y sélo si el cociclo [f] correspondiente es 0 en
H?(A, M).

Definicién: Sea A conmutativa, se dice suave si para tiene la siguiente propiedad
de levantamiento: V k-dlgebra conmutativa C'y todo ideal I C C' de cuadrado cero,
si f: A— C/I es un morfismo de k-élgebras,

0 I C—L-C/I—=0

A

. Tf
aF
A

Es decir, si px
Homy,_q4(A, C) % Homy, gy (A, C/T) — 0

es suryectiva, para toda k-algebra conmutativa C' e ideal I C C de cuadrado cero.
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6. Sea A k-dlgebra conmutativa, M un A-médulo, que lo vemos como A-bimddulo
simétrico, y f : A®? — M un 2-cociclo de Hochschild. Muestre que

B:= (M & A, xy)

es una k-dlgebra conmutativa <= f es simétrico, es decir, f(a ® ') = f(d' ® a)
Ya,a' € A.

7. Sea un diagrama

0 I C—L-C/I—=0

Lf

como en la definiciéon de suavidad. Muestre que

a) el pull-back

0 I c—Lr =0/ 0
I
ATl C——A

B:=A]]C={(a,c) e Ax C: f(a) =p(c)}
c/I

es una k-algebra (conmutativa) y que la flecha B — A es sobreyectiva, con
nicleo un ideal de cuadrado cero (isomorfo a I).

b) Sip es k-split, entonces B — A es k-split, y por lo tanto B = (I & A, 5) para
un cierto 2-cociclo simétrico f : A®% — I.

¢) Muestre que si el 2-cociclo f anterior es cohomdlogo a 0, entonces existe s :
A — B un splitting de algebras de B — A y por lo tanto existe f como en el

diagrama:
0 I ¢ L -0/ 0
o
Alle) € ——=A

d) Supongamos k es un cuerpo y A una k-algebra conmutativa. Muestre que si
para todo A-médulo a izquierda M, que lo vemos como A-bimdédulo simétrico,
si todo 2-cociclo f : A%? — M es cohomoélogo a uno antisimétrico, entonces A
es suave.

e) Use la resolucién de Koszul de A = S(V') para mostrar que S(V') es suave.
6.3. Separabilidad, derivaciones y (co)Homologia

Definicién / Teorema: Sea f : R — S un morfismo de anillos, son equivalentes:
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1. El morfismo inducido por la multiplicacién S®zr.S — S admite una secciéon S-lineal
a izquierda y derecha.

2. Para todo S-médulo N (en particular es R-médulo via f, el epimorfismo S®@r N —
N se parte (como morfismo de S-mddulos), de forma natural en la variable N.

3. Para todo S-bimédulo M, si D : S — M es una derivaciéon que se anula en R,
entones es interior.

4. Si Q¥(S) = Ker(m : S®p S — 5), entonces la derivacién d : S — Q(S) dada por
d(s) =s®1—1® s es interior.

Si una de estas condiciones se verifica, diremos que S es separable sobre R (en el sentido
no necesariamente conmutativo).

Observacién: a®1—-1®a=a-(1®1)—(1®1)-a, luego, la derivaciéon d : S — S®gS
dada por d(a) = a ® 1 — 1 ® a siempre es interior, pero en el punto (d) anterior se pide
que d : S — QF(S) sea interior, y 1 ® 1 ¢ Ker(m), asi que la condicién (d) exije que
existaw =), a;®b; € S®g S con Y, a;b; =0 tal que

s®1—1®s:Zsai®bi—ai®bis

Referencia para 3.y 4.: ver Prop. 7.2 (pag. 21) de http://mate.dm.uba.ar/~mfarinat/
ERP/Galois.pdf (y referencias ahi) y hacer previamente el ejercicio 2:

1. Demuestre la equivalencia entre 1 y 2 de la definicién de separabilidad.

2. Sea R — S un morfismo de anillos, muestre que Q2! (S/R) := Ker(S ®r S — S) es
un S bimédulo, y d : S — Q! (S/R) dado por

dla) =1®gra—a®pl

es una derivacién que se anula en R, que tiene la propiedad universal siguiente:

Para todo S-bimédulo M y para toda derivacion D : S — M que se anule en R,
existe un morfismo de bimédulos D : Q! (S/R) — M tal que D = D o d.

En diagramas: VD € Derg(S, M) ={D : S — M derivacién R-lineal}:

Qp(S)

donde D es morfismo de S-bimédulos. En términos de Hom: la composicion con d
induce una biyeccién (natural en los S-bimédulos M)

Homg _pimoa(Q%(S), M) = Derg(S, M)

fl—)Df:de
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10.

11.

12.

13.

Utilizando la construccion anterior, lea de la referencia la dem. de la equivalencia
de 1y 2 con 3y 4 de la definiciéon de separabilidad.

Ejemplos: k£ x k es separable sobre k, también k x --- X k es k-separable. pero
———

k[z]/(z?) no, tampoco k[z]/(z") (donde N > 2). (Trate de demostrar esto por lo
menos de 2 maneras distintas.

. ‘H es separable sobre C, y sobre R (ver 5(b)).

Muestre que M, (A) es A-separable.
Sea k — Ry R — S dos morfismos de anillos.

a) Muestre que si S es k-separable, entonces S es R-separable.

b) Muestre que si S es R-separable y R es k-separable, entonces S es k-separable.
Sea A una k-algebra (o sea, k — Z(A)), muestre que son equivalentes

s A es k-separable
» H"(A, M) = 0 para todo n > 0 y para todo A-bimédulo k-simétrico M,
» para toda derivacién k-lineal D : A — M, existe mg € M tal que d(a) =

amo — Mmoa.

Sea k un cuerpo de caracteristica p, A € k' y A = k[z|/(2? — X\). Muestre que la
aplicacién E : A — A dada por E(z') = iz' (i = 0,...,p — 1) es una derivacién.
Concluya que A no es separable.

Si A = k[z]/(2), muestre que z* — iz’ es una derivacién, luego, A no es separable.
Sea D : A — M una derivacién y e € A. Muestre que si e = e entonces existe

una derivacion D : A — M que es igual a D mddulo derivaciones interiores y que
verifica D(ea) = eD(a) y D(ae) = D(a)e para todo a.

Sea A una k-algebra y supongamos k C R C A, con R un subanillo de A (y por lo
tanto una k-dlgebra). Consideramos en complejo con ®p en lugar de ®:

o > AR ARRA > ARRA®RA > ARrA—A—0

Muestre que es exacto (sugerencia: la “misma” homotopia de antes sigue funcio-
nando).

Sea k C R C A como antes, pero asuminos R es separable sobre k. Muestre que
una seccion de R bimoédulos de la multiplicacion

S

R®, R™—=R
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14.

15.

16.

6.4.

induce una secciéon de A-bimddulos, para cualquier M € sModr v N € RMod 4:

M®r R, ROp N —> M Qp ROp N

o) o)

M @ N M ®r N

<L s

Concluya que (si R es separable sobre k entonces) M ®; N es un sumando directo de
M ®gr N como bimédulo y que la resolucién con ® g en vez de ®;, es A°-proyectiva, y
puede ser utilizada para calcular la homologia y cohomologia de A como k-édlgebra.
Mas generalmente, se pueden usar médulos que sean sumandos directos de sumas
directas de A ®g A (en vez de sumandos directos de sumas directas de A ®; A).
Observar que esto muestra el ejercicio 11, incluso para cociclos de cualquier grado.

Sea () un quiver con Qg finito, I un ideal admisible de kQ y A = kQ/I. Muestre
que kQq es k separable y por lo tanto, para A se puede utilizar la resolucién con
®rQ, en vez de ®;. Mas generalmente, si se tiene un complejo de la forma

"'A®kQ0 Vn®kQ0A_> —>A®kQOV1®kQOA—>A®kQOA—>A—>O
que es exacto, entonces es una resoluciéon A°-proyectiva de A.

Sea A = k@ con @ finito. Con la resolucién de largo 1 de A como A*-modulo
0= A®rg, kQ1 ®rgy A =+ ARpg, A > A =0

describir homologia y cohomologia de Hochschild a coeficientes en el A bimédulo
kQo en términos del quiver.

Sea ) un quiver con )y finito, considerar kQ, I = (@) el ideal generado por las
flechas, y A = kQ/(I)?. Utilizar la resolucién

o AREQy; ® A2 AR EQy ® A5 AR KQE @ A AR® A—-A—0
kQo kQo kQo kQo kQo kQo kQo

para describir homologia y cohomologia de Hochschild a coeficientes en el A-bimédu-
lo kQ)y en términos del quiver.

Dualidad de Van den Bergh

El objetivo es demostrar el siguiente teorema:

Teorema: (M. Van den Bergh) Sea A una k-dlgebra que admite una resolucidn A€ pro-
yectiva Py — A con P, finitamente generado (como A°-mddulo) ¥n. Son equivalentes

i) pdimac(A) =d y

A sin=d, iso como A°-mddulo

Ext”e(A,Ae)%{ 0 sintd
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ii) 3d € N y un isomorfismo (de k-mddulos) natural en M
H*(A,M) = H; o(A, M)
para todo A-bimddulo M .

Una k-algebra satisfaciendo alguna de estas condiciones se denomina Calabi-Yau.

Van den Bergh mostré un teorema un poco més general, con Extac(A, A®) = U €
Pici(A), del cual U = A es un caso particular, y U = Ag=el bimédulo A con accién
de un lado torcida por un automorfismo de A se denomina twisted Calaby - Yau. Una
k-algebra que satisface el teorema general se dice que verifica la dualidad de Van den
Bergh. Esta version (y su demostracién) se recoge la idea principal del teorema de Van
den Bergh.

Obs: Cualquiera de esas condiciones equivalentes implican a su vez que A tiene di-
mension global finita, por lo tanto, en el caso conmutativo y caracteristica cero implica
suavidad.

1. Sea A un anillo, M € sMod y N € s4Modg. Muestre que Hom4 (M, N) es natural-
mente un B-moédulo a izquierda. Concluya que Ext’i (M, N) hereda una estructura
de B-médulo a izquierda. Si b € B y 1, es la multiplicacién a derecha en NV:

ry: N — N
x — xb
ry es A-lineal a izquierda y por la funtorialidad de Ext se tiene una flecha
Ext’y (M, 1) = (rp)« : Ext’y (M, N) — Exty (M, N)

Muestre que la estructura de B-mddulo a izquierda estd dada justamente por la
flecha anterior, es decir, para cada b € B,

b-— = (rp)« : Exty(M,N) — Ext’y (M, N)

2. Sea A una k-algebra, usando que A¢ es un A°-Bl-mddulo, muestre que H*(A, A¢) =

Ext%. (4, A) es un A-bimddulo.
3. ii) = i). Consideremos el caso M = A

H* (A, A%) = Hy o(A, A°)
Como
Hd_.(A, Ae) = TOI"d_.(A, Ae)
y A¢ es A¢-libre, luego proyectivo, luego playo,
Ext’e (A, A°) = H*(A, A°) = Tory_, (A, A°) = 0Vn # d
y paran = d
Ext% (A, A°) = Torg (A, A°) = A A2 A

El isomorfismo en principio es como k-moédulo. Utilice la naturalidad y la estructura
de A°-mddulo a derecha de A° para concluir que el isomorfismo es de A°-moddulos.

Por otra parte, como H,(A, M) =0 paran < 0,si H"(A, M) = H;_, (A, A°) enton-
ces H" (A, M) = 0 paran > d. Por otra parte H4(A., A°) # 0 luego pdim ac(A) = d.

49



4. i) = i) sea
0—=FPy—--—>P—>F—>A—=0

una resolucién proyectiva de A como A®-bimédulo donde cada P; es finitamente
generado. Calculamos Ext’. (A, M) con una resolucién asi y obtenemos:

H"(A, M) = H,(Homae(P,, M), d")
y como los P; son A°-proyectivos de t.f.

~ H,(Homue (P, A%) @ e M, d* @ 1dyy) = Ho (P @4e M, d* @ Idy)

Pero Ext'}. (A, A¢) = 0 salvo n = d,
= H,(Hom(P, A%)) =0
sin#dy = Asin=d, eso significa que el complejo
O=>F =P == P/ =0

es exacto en todos lados salvo al final, y que el contcleo de P; ; — P, es iso a A.
O sea, salvo lugar desde donde se cuentan los grados, es una resolucién proyectiva
de A, pues P/ es A° proyectivo. Llamemos @); := FP,_;, entonces tenemos

0=->Q; = Q)1 —> - —Q,—0
es una resolucion A¢-proyectiva de A y
H,(Q4 ®4c M) = Tor? (A, M) = H,(A, M)
luego

H™"(A, M) = H,(P} ©pc M) = Hy(Qu-e @ac M) = Hy_,(A, M)

5. Si Ay B son k-dlgebras Calaby-Yau entonces A ® B también (y la dimensién es la
suma).

6. A= M,(k) es CY de dimensién 0. Luego, si A es CY, entonces M, (A) también es
CY (de la misma dimensién).

7. Si A una k-dlgebra CY y G es un grupo finito con |G| inversible en A[G], el dlgebra
de grupo, también es CY (de la misma dimensién).

8. Sea A una k-dlgebra y M un A°médulo. Recordamos M4 = {m € M : am =
maVa € A} = HY(A, M) y Ms = M/[A, M] = Hy(A, M). La composicién

N
MACE > M —2s My,

define una transformacién natural entre los funtores (—)* y (—)4. Muestre que si
esa transformacién es un iso para todo M entonces necesariamente H'(A, M) = 0
todo A°-mdédulo M, o sea, pdim 4c(A) = 0; en particular, si k es cuerpo, A debe ser
semisimple.
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Nota: Marcelo Aguiar mostré -entre otras cosas- en [A note on strongly separable algebras,
Bol. A.N.C. (Cérdoba, Argentina), vol 65 (2000) 51-60] que si k es cuerpo, dimy A <
oo y la aplicacién bilineal
AxXA—=k

(a,b) — tr(ab)

es no degenerada (donde tr(a)=traza del endomorfismo = — az), entonces la trans-
formacién natural anterior M4 — My, es un isomorfismo. O sea, A es CY de
dimensién 0. También mostré que en caracteristica cero, M4 — My es iso si y sélo
si A es semisimple. Luego, A = M, (D) x --- x M, (D) es CY de dimensién 0
(si las D; son élgebras de divisién de dimensién finita sobre k, por ejemplo, exten-
siones finitas de cuerpo). En consecuencia, si B es CY de dimesnién d, entonces
My, (B ®y, Dy) X -+ X My, (B ®j D) es también CY (de la misma dimensién).

9. Sea A = k[z]/(x?).
Ext. (A, A°) = Hom (A, A%) = A

Use la resolucién

rR1-1Qx rR1+1RQx rR1-1Qx rR1+1Qx rR1-1Qx
. A° A° A° A° A° T oA—=0

para mostrar que ‘
Ext (A, A°) = 0Vi > 0

Sin embargo k[z]/z* no es CY pues pdimac(A) = co.

10. Si Aes CY y S C A es un subconjunto central multiplicativamente cerrado entonces
Ag es CY (de la misma dimensién).

11. k[z] es CY, luego k[xy,...,z,| también, y k[Z"] también.

12. Si G =7, y k es un cuerpo de caracterisica p, entonces A = k[Z,] no es CY, pues
pdim e (A) = oo (notar que A = k[x]/(zP —1), y sit := 2 — 1 entonces A = k[t]/t?).

7. Algebras filtradas: el ejemplo del algebra de Weyl

k en principio anillo conmutativo. Sea 0 : k[z] — k[z] dado por

y por abuso de notacién, indicaremos = la multiplicaciéon por x, como endomorfismod
e klz]. Muestre que

0,x] = 1d € Endy(k[z])

k

[
Se define el algebra de Weyl A;(k) := k{z,y}/(ly,x] = 1) y denotamos 0 =7 € A;(k).
Por lo anterior, A;(k) tiene a k[z] como representacién natural.

1. Muestre que los monomios {z'?’ : i,j € Ny} forman un sistema de generadores
como k-modulo.
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2. Supondremos de aqui en adelante que k es un cuerpo de caracteristica cero. Muestre
que A;(k) no tiene representaciones de dimension finita sobre k. (Sugerencia: si V/
es una representacién de A;(k), se tiene que

[8|V, l‘|v] = Idv

donde, si P € A;(k), denotamos P|y = P-— : V — V. En particular, Idy debe
ser un conmutador, y si V tiene dimension finita esto implica que tiene traza cero,
absurdo.

3. Consideremos P =) . i a;jz'® € Ai(k) y lamaremos parte principal a la parte con
J méaximo dentro del soporte de los a;;, es decir, que podemos escribir a P como

P :p(l’)aN+ Z aijxiaj
B,j: i <N
Si M = k[z] como A;(k)-médulo, muestre que
P -2V = Np(z)

y por lo tanto p(x) estd bien definido (como funcién de P). Concluya con un argu-
mento inductivo que {z°0’ : i,j € Ny} no sélo generan sino que son una k-base de
Ay (k). (ell resultado es cierto en cualquier caracteristica, pero con otra demostra-
cién)

4. Consideramos en A;(k) la filtracion dada por F,(A;(k)) = ('0? : i+ j < p)
(subespacio generado sobre k). Muestre que gr(A;(k)) = k[x,y] como k-algebra.

5. Sea P =3 a;p;(x)d’, muestre que
0.7 = 3 ah ()
J
y si escribimos @ = >, 2¢(d) con ¢ un polinomio en 9, entonces
[0.Ql =~ 'd(9)

a) Concluya que A;(k) es simple (recordamos que asuminos k cuerpo de carac-
terstica cero). Més precisamente, si I es un ideal bilatero y P € I es no nulo,
entonces I contiene una constante no nula.

b) Concluya también (recordamos que asuminos k cuerpo de caracterstica cero)
que A; (k) es central, es decir, Z(A) = k. Si k tiene caracteristica p > 0 muestre
que zP y 0P son centrales en A;(p)

6. Sea V el espacio vectorial de dimensién 2 con base {e,,es}. Muestre (Shridaran)
que la siguiente es una resolucién, donde los diferenciales son A-lineales a izquierda
y derecha, definidos en base por

0> ARe, Neg @A — AR (ke, Dheg) A — AR A3 A—0
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1®e, Neg®1 — TResR®1—1Resg R
—0Re, ®¥1+1®e, ®O,

1®e,®1 — 201 -1®«x,

1®ey®1 —» 0®1-1®0.

Sugerencia:

a) Muestre que d* =0

b) Encuentre una filtracion del complejo tal que el graduado asociado sea una
resolucion de Koszul.

7. Use la resoluciéon anteror para mostrar que
H*(A, M) = Hy o(A, M) VM € sModa
(Observacién: basta ver el caso M = A¢.) Calcule HH"(A) y HH,(A) para n =
0,1,2.

8. Algebras de Lie, complejo de Chevalley-Eilenberg

8.1. El Casimir y algebras semisimples

En esta seccién y la siguiente supondremos k un cuerpo de caracteristica cero, y g
una k-algebra de Lie de dimensién finita.

Definicién: un ideal de un algebra g es un subespacio h C g tal que [h, g] C b.

Definicién: Un algebra de Lie g se dice simple si no tiene ideales salvo 0 y g v g no
es abeliana (excluyendo de esta manera el caso trivial cuando dimy g = 1)

Definicién: Un algebra de Lie g se dice semisimple si es isomorfa a un producto
directo (con corchete coordenada a coordenada) de élgebras de Lie simples.

1. Sea V un g-médulo de dimension finita. Llamamos
rly =x-—: V-V
a la accién de un elemento = de g en V. Se define la forma bilineal asociada by, por
by (x,y) = trv(z|v o ylv)

donde try es la traza en Endy (V). Muestre que by es simétrica y g-invariante en el
siguiente sentido:

bv(CL’,y) = bv(y,ZL‘)
bv([l‘,y], Z) = b\/(ﬂ?, [y,Z])

Si g es de dimensién finita y V = g%, la forma bilineal se llama forma de Killing y
se denota (—,—), 0 kK(—, —).
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2. Calcule la matriz de la forma bilineal de x para sl(2,R), muestre que la forma
bilineal es no degenerada.

Criterio de Cartan: (g de dimensién finita sobre un cuerpo de caracteristica cero)

i) g es semi-simple si y s6lo si su forma de Killing es no-degenerada.

ii) Si g en una subalgebra de Lie M,,(k), entonces (z,y) := tr(zy) (la traza usual
de matrices) también es no degenerada.

Utilizaremos este criterio sin demostracién. (Ver por ejemplo las referencias en la
Wikipedia, o [Humphreys, J., Introduction to Lie Algebras and Representation
Theory. Second printing, revised. Graduate Texts in Mathematics, 9. Springer-
Verlag, New York-Berlin, 1978.] o bien [Knapp, A., Lie Groups Beyond an Intro-
duction. Progress in Mathematics, 140. Birkh&user, Boston, MA, 1996.])

De aqui en adelante g es semisimple, o equivaletemente es tal que su forma de
Killing es no degenerada.

3. Sea x1,...,T, una base, y sean z',..., 2" en g tales que
N — §J
K(zi,2?) = 6]

Muestre que el elemento, llamado Casimir, definido por
0= lex’ e Ul(g)
i=1

es independiente de la base elegida. En particular, Q := """  za' = > | z'x;.

4. Six € gy [z,2] = 3, ciyr; entonces [v,27] = 37, c;je/ (sugerencia: use que la
forma de Killing es invariante)

5. Muestre que Q esté en en centro de U(g), y por lo tanto para cualquier g-médulo
M, la multiplicacién por Q es U(g)-lineal.

6. Sig=g1 XX g es un producto de simples, entonces su casimir Q@ =", € es
a suma de los casimires de cada g;.

7. (Lema de Schur) Sea M un g-médulo de dimensién finita y simple (i.e. los unicos
g-submdédulos son 0 y M). Si k es algebraicamente cerrado, muestre que la accién
de 2 en M es un multplo de la identidad, es decir, dc;; € k tal que

Q|M = CMIdM
Notar que esto implica que ¢y dimy (M) = tr(Q|y). Sugerencia: muestre que Q|

tiene algun autovalor, y que el subespacio de autovectores correspondiente es un
g-submaodulo no nulo.
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8.2. Generalidades de representaciones y el Casimir
1. Sean M y N dos g-mddulos, muestre que
a) M ® N es naturalmente un g-médulo con la accion
r-(mMn)=rmn+me an

y el isomorfismo de trasposicion M @ N =2 N ® M es de g-mddulos.
b) Homg (M, N) es un g-médulo via

(x - f)(m) =z f(m) — f(zm)
En particular, viendo k como g-médulo trivial, M* es g-médulo con (z-¢)(m) =
—g(zm).

¢) Muestre que el morfismo natural
M* @ N — Homg (M, N)

es de g-modulos.

d) Homy(M, N) = Homy (M, N)? donde, si V' es una representacién, V¢ = {v €
V :izv = 0Vz € g} = Homy(k, V).

e) Si M y N son de dimensién finita, entonces Homy(M, N) = (M* @ N)?

f) La descomposicién en tensores simétricos y antisimétricos g ® g = S?g @ A?g
es también como g-moédulos. Si g es semisimple, entonce el “casimir”

i=1
donde {z;}; es una base y k(x;, 27) = ¢/ es un elemento simétrico e invariante,
es decir, un elemento de S?(g)?.

2. Sea g simple, muestre

a) M = g es una representacién simple, luego Hom,(g, g) tiene dimensién 1.

b) g semisimple entonces g = g* como representaciones, si ademés g es simple,
entonces Homg(g*, g) = (g®g)? tiene dimensién 1. Concluimos que (S5?g)? tiene
dimension 1 y estd generado por el Casimir y que (A?g)? = 0. endenumerate

c¢) Sea g simple y Sea M un g-moédulo simple no trivial de dimensién m, llame-
mos

p:g— Endg(M) =M, (k)
a la accién. Muestre que

1) (usando el criterio de Cartan parte ii) f(x,y) = tr(p(z) o p(y)) es un
multiplo no nulo de la forma de Killing. Por lo tanto, si xi,...,z, es una
base de gy {y',...,4y"} en g satisfacen

entonces ) = S iyt es un multiplo escalar no nulo del Casimir de g.
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2) La multiplicacién por Qen M es un multiplo de la identidad, llamémoslo
Cu, que a su vez, es un multiplo no nulo de la accién del Casimir Q en M
(que es el escalar ¢py).

3) Tomando traza al endomorfismo f~2| v muestre que (k de caracteristica
cero) ¢y = 1, y por lo tanto ¢y # 0.

3. Sea g semisimple y M de dimensién finita una representacion simple no trivial.
Muestre que el Casimir actia por un escalar no nulo.

8.3. Lemas de Whitehead y Teorema de Weyl

En esta seccion, k es cuerpo de caracteristica cero, y g es semisimple.

1. Sea M simple de dimensio finta que no es el médulo trivial. Muestre que
H*(g, M) = Extzjg(k;,M) =0

Sugerencia: para cualquier anillo A, Ext% (M, N) es siempre un Z(A)-mddulo y su
accion de Z(A) inducida por la accion en M coincide con la inducida por N. Luego,
usando el Casimir, la multiplicacion por un escalar no nulo (si lo vemos actuando
en M) debe ser cero (si lo vemos actuando en k).

2. Sea g tal que g = [g, g] (muestre que si g es semimisple entonces g = [g, g]). Muestre
que H'(g, k) = 0.

3. Primer Lema de Whitehead. Usando que H'(g,k) = 0 y que H'(g, M) = 0
para todo M simple de dimensién finita que no sea el modulo trivial, muestre que
(segundo Lema de Whitehead)

H'(g,M)=0

para todo M de dimensién finita. (Sugerencia: use induccién en la dimensién y la
sucesién exacta larga de cohomologia).

4. Teorema de Weyl. Sea g semisimple y k de caracteristica cero. Entonces todo g-
modulo de dimensién de dimensién finita es completamente reducible, o equivalente-
mente, todo submodulo de un moédulo de dimensién finita admite un complemento.
O equivalentemente, la categoria de g-mddulos de dimension finita es semisimple.

Demostracion: Sea M de dimensién finita que no sea simple y My un submaédulo
propio, consideremos la s.e.c.

0— My— M — M/My— 0
Utilice el isomorfismo
EXt11]g<M/M07 MO) = Hl(ga Homk(M/M07 MO))

mas el primer Lema de Whitehead y concluya que la sucesién se parte, y por lo
tanto My se complementa en M.
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5. Sea 0 = k — ¢ = g — 0 una s.e.c con 7 morfismo de dlgebras de Lie y k un ideal
de dimensién 1. Sie € ey z € g, sea T € ¢ tal que 7(z) = z. Definimos

x-e:=[T,¢]

Muestre que esta bien definido y que e resulta un g-moédulo con esta accion, y que
7 resulta g-lineal. Concluya del Teorema de Weyl que 7 admite una seccién como
g-médulo, y por lo tanto una seccién de dlgebras d eLie. Concluya que H?(g, k) = 0
si g es semisimple.

6. Segundo Lema de Whithead. Muestre que si M tiene dimension finita y g es
semisimple entonce H?(g, M) = 0.

7. Muestre que H?(sl(2,k), k) = k, por lo tanto no hay tercer lema de Whitehead.

8.4. Dualidad

Aqui g es un algebra de Lie de dimension finita, no es necesario que sea semisimple.

1. Muestre que si M es una representaciéon de dimensién 1, entonces M @ M* = k (la
representacion trivial).

2. Muestre que A'M C M®' donde A‘M= tensores completamente antisimétricos y
S*(M)=tensores simétricos son dos g-submédulos de M®* para cualquier i > 2.

En particular A*g es un g-médulo, y A MM es un g-médulo de dimensién 1.

3. Muestre que si {v;...,v,} es una base de M, Volyy = v1 A+ -+ A v, es un generador
de AdimMM, y
x - Vol =tr(z|y)Voly

Una g donde tr(ad,) = tr(x|a) = 0 para todo x se dice unimodular. Es decir, g se
dice unimodular <= Admog = (Adimog)s,

4. Muestre que si dim g = n, entonces H"(g, A"g) = k
5. Muestre que Exty, (M, N) = H*(g, Homy(M, N)), luego
gldim(Ug) = n, donde dim; g = n

~Y

6. Muestre que si g es unimodular entonces H"(g,U(g)) = U(g) y cero en los demés
grados. En general, H"(g,U(g)) = U(g) ® A"g* y cero en los demds grados.

7. Muestre que H*(g, M) = H,, (g, A"g* ® M), donde n = dimy(g).
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9. Estructura super, complejos, estructuras (co)algebraicas

9.1. Super algebras de Lie
1. Super-Lie en términos usuales: Sea £ = £7® £, una super algebra de Lie. Llamemos
g := Lo, Vi=2£8
Muestre que

= g es algebra de Lie (en el sentido usual)

= VV es un g-modulo con la accién
r-v:i=[z,0]e
» ¢:V xV — g definido por

¢(v,w) = [v,wle

es bilineal, simétrica e invariante (o sea ¢(z - v, w) + ¢(v,z - w) = [z, p(v, w)])
y verifica

(6 v.w)-u=ou,v) - w— ¢u,w) v

- Reciprocamente, si g es un algebra de Lie y V un g-mdédulo, junto con una
aplicacién bilineal simétrica ¢ : V x V — g% y g-invariante que verifica (%),
entonces £ := g® V con el corchete

[(ZE,’U), (yaw)] = ([‘T’y] + ¢(U,w),$ WA Y- U)

es una super algebra de Lie. Estas construcciones son reciprocas, es decir, toda
super algebra de Lie sucede en esta forma.

2. Sea £ una superélgebra de Lie. Un £-mdédulo es un super k-espacio vectorial (o sea,
un espacio vectorial Zy-graduado) junto con una accién

LM —M

TRMm—=x-m

que es un morfismo homogéneo de grado cero, o sea
Li-M; C M.y,

y que verifica
z-(y-m) = (=1)"Wy - (@ -m) = [,y]e -m

Si £ es superdlgebra de Lie porque es Z-graduada y M es Z-graduado, entonces la
definicién de £-moédulo es “la misma”, lo inico es que en la condiciéon £;-M; C M, ;
se toman 7,7 en Z, y no en Zs.

a) Escriba, para £ = g® V, la condicién de ser £-médulo en términos de gy V.
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b) Si £ = ®,ezL, es superdlgebra Z-graduada y M = @,z M,, es un médulo Z-
graduado, escriba la condicion de “ser £-moédulo” en términos de las acciones
de 21

3. Sea g un algebra de Lie usual, llamemos V := g°¢. Consideramos la super-4lgebra
de Lie Z-graduada dada por

L£=g1Dgo Do

con corchete Z-graduado (o sea, [g1,91] € g2 = 0 en este caso, similarmente 0 =
[0-1,9-1], [8-1,91] C go, etc.) con componentes graduadas dadas por

go =9
gl = V = g(ld
g1 =kd (el espacio 1-dimensional con base d

donde el corchete entre g y V es la accién de g en V = g% Sea x < 2/ una
biyeccién g-lineal entre g y V = g% (por ejemplo la identidad) donde los z los
vemos en g = £y y &' € V = £;. Definimos el corchete

d,2'] .=

Muestre que el dato anterior determina toda la estructura de super algebra de Lie
en

L=kibg®g™=L£_10L d L
Si M = @ M, es un super £-mdbdulo en el sentido Z-graduado, describa el signifi-

neL
cado de “ser supermddulo” en términos de g y d.

9.2. Super derivaciones

4. Muestre que el diferencial de Chevalley-Eilenberg en Hom(A*g, k) = A®g* es una
super-derivacién (de grado +1) con respecto al producto wedge en A*g, por lo tanto,
la cohomologia es un algebra (super-conmutativa).

5. Muestre que el diferencial de Hochschild es una super-derivacién (de grado +1) con
respecto al producto cup en &, Hom(A®", A).

6. Sea A una superalgebra asociativa y Derg(A) C End(A) la suma directa de las
super-derivaciones de todos los posibles grados. Muestre que Derg(A) es estable por
el super-conmutador.

7. Con mismas notaciones que el ej anterior, muestre que si D es una (super)derivacion
impar, entonces D? es una derivacién en el sentido usual.

8. Sea A = A*V vista como superdlgebra con la graduacién dada por la cantidad de
tensores. Si D : A — A es una super-derivacién de grado +1, muestre que D? = 0
siy s6lo si D?|y : V — A3V es cero.
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9.

10.

11.

12.

Sea g un espacio vectorial de dimensién finita y ¢ : A’g — g una aplicacién lineal.
Definimos § : g* — A2g* la aplicacién lineal traspuesta. Se define 05 a la tnica
super-derivacién de grado +1 tal que Os|g- = 0, donde A®g* es super-conmutativa
libre, 05 estd bien definida. Muestre que 92 = 0 si y s6lo si ¢ : A%2g — g es un
corchete de Lie, es decir, si denotamos [z,y] := c¢(z A y), entonces 97 = 0 si y sélo
si [—, —] verifica Jacobi.

Sea g una super-algebra de Lie que sea Z-graduada y m € g; que verifique
[m,m] =0
Notar que la ecuacién es no trivial pues m tiene grado impar.

= Muestre que
0:=[m,—]
es un diferencial en g (de grado +1), es decir, que 9> =0 ,
= 0 es una super-derivacién del algebra de Lie,
» Zn = {x € g:[m,z] = 0} es una subdlgebra de Lie (Z por centralizador y
por ciclos), y muestre que By, := {z € g: Jy / x = [m,y|} es un ideal de Lie
de Z,, (aunque en general no es un ideal de g) y por lo tanto H,,(g) := —

B,
resulta una superalgebra de Lie.

9.3. Coalgebras y coderivaciones

Una coalgebra sobre k es un k-espacio vectorial junto con una aplicacién (llamada
comultiplicacién) A : C' — C' ® C' y una counidad € : C — k que satisfacen los
axiomas duales a los de algebra, escritos en términos de diagramas conmutativos:

» coasociatividad:
C 2 .0C

A J{Id@A
CeC22CwCxC
= counitariedad
C—2CsC C—2CxC
lId \Le@ld lld ild@e
C—>kxC C—>C®k

Muestre que si A es una k-algebra de dimension finita entonces A* es una codlgebra
con A =m"ye=p* donde p: k — A eslainclusién de k en A. Si A = @nZO A,
y cada A, es de dimensién finita, entonces el dual graduado

C .= A/ = @RZOAZ

es una coalgebra, que ademads es graduada en el sentido que A(C,,) € @ C,®C,.
ptg=n
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13.
14.

15.

16.

17.

18.

Si C' es codlgebra, entonces C* siempre es un algebra.

Sea V un k-esp vectorial y C' = TV = @,V " el dlgebra tensorial pero la vemos
como espacio vectorial. Un elemento de V®™ lo escribimos como sumas de elementos
de la forma vy - - - v,,. Definimos la deconcatenacion como

A(Ul...vn):]_®/L)1.../Un+vl®'U2...Un+...+v1...vn_1®vn+vl...vn®]_

n
= E Uy 0 @ Vigg Uy (por convencién vg = 1 = v,41)
i=0
Muestre que C' es coalgebra, graduada, con e=la proyeccién en k. Si V' es de dimen-

sién finita, entonces T°V es isomorfa al dual graduado del algebra T'V*.

Si C' es una coalgebra, se define coderivacion como un morfismo k-lineal D : C' — C'

que verifica
(D®Id+1d® D)A =AD

o equivalentemente, que D* : C* — C* es una derivaciéon. Muestre que Coder(C') C
Endy(C) es subélgebra de Lie.

Si C = ¢,C, es una codlgebra graduada, un morfismo k-lineal D de grado p se
dice super coderivacién si D* es una super-derivacién (de grado —p) de C” (el dual
graduado de ('), o equivalentemente

(D®1d+ +Id ® D)A = AD

donde +Id es Id en los grados pares y —Id en los grados impares. Muestre que la
suma de todas las super-coderivaciones es una super-algebra de Lie.

Sea A un k-espacio vectorial, consideramos la coalgebra graduada con la deconca-
tenacion T°A. Muestre que hay una correspondencia biyectiva entre

Hom(A®", A) = Coder, _1(T°A)
donde Coder,_1(A) son las coderivaciones de grado n — 1, en particular

@ Hom(A®" A) = Coder(T°A)

n>0

es una superalgebra de Lie. Observacion: Si A tiene dimensién finita, esto es

exactamente el enunciado dual-graduado de que T'A* es el dlgebra libre y por lo
tanto Der(T'A*) = Hom(A*, T A*).

Sea f : A®? — A, que lo vemos como un morfismo de grado -1 de T°A — A
(extendiendo por cero en los demés sumandos).

» Explicite la coderivacién asociada Dy : T°A — TA.

» Si f se llama m, muestre que D?, = 0 si y sélo si m es un producto asociativo.
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19.

Si (A, m) es una k-algebra asociativa, muestre que el diferencial de Hochschild
es (a menos de signo),
0= [m7 _]

donde [—, —] es el super corchete de Lie en Hom(7°A, A) = Coder(T°A). En
particular, HH* '(A) es una superdlgebra de Lie, o sea,

[HH?, HHY) C HHP+12

y verifica super Jacobi con respecto al grado p — 1 si un elemento esta en
HHP. En particular, HH'(A) = Der(A)/Innder(A) es una subélgebra de Lie
que es algebra de Lie en el sentido usual, cosa que es obvia, pero Der(A)
actia en toda la cohomologia (cosa que se podria adivinar porque Aut(A)
actia) y se deduce que InnDer(A) actia trivialmente (cosa que se podria
imaginar porque InnAut(A) actia trivialmente). Pero més atin, el corchete da
operaciones adicionales, por ejemplo [HH?, HH?| C HH?, etc.

Observacién: Si g es un k-espacio vectorial de dimensién arbitraria, Ag= los ten-
sores completamente antisimétricos, Ag es una subcodlgebra de Tg, y el diferencial
de Chevalley en homologia se puede definir como la tinica super coderivacién de
grado -1 tal que su restriccién a A%g coincide con el corchete de Lie de g. Verifica
que al cuadrado es cero si y sélo si el corchete A%?g — g verifica Jacobi.

El complejo Hom. Sean (X,,dx), (Ye,dy) dos complejos de A-mdédulos, se define
el complejo Hom como el objeto graduado que en grado n tiene

Homa(X,Y )y = [ [Homa(X;, View) = {f : X =Y / f(X;) C ViynVi

los “morfismos homogéneos de grado n”. El diferencial esta dado por

a)

O(f) :=dyo f—(—1)Vfodx

Muestre que 9% = 0, que los ciclos de grado 0 son los morfismos de complejos,
y que la homologia en grado cero son las clases de homotopia de morfismos de
complejos.

Muestre que

P Homa(X,Y), € Homa(X,Y)

nez
(donde a la derecha X = @,c72X,, Y = @,ezY, son considerados como A-
modulos, olvidando diferencial y graduacion). En general la contencién es es-
tricta, salvo que por ejemplo X tenga finitas componentes homogéneas no
nulas.

Sea kd el algebra de Lie 1-dimensional con generador d y consideramos a X
y a Y como g-mddulos. Muestre que Hom4(X,Y) C Homg(X,Y) es un g-
submddulo, y que la accién de d en Hom4(X,Y') da justamente el diferencial.
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20.

21.

9.4. Algebras de Poisson 0

Recordamos (A4, -, {, }) se dice un algebra de Poisson si A es un algebra conmutativa,
(A, {,}) es de Lie, y vale la identidad

{a,bc} = {a,b}c+ {a,c}b

Si M es una variedad diferenciable, C*°(T* M), las funciones en el cotangente, es el
ejemplo clasico de algebra de Poisson.

Si A=Fk[x1,...,Zn, 41, .., Ys] entonces
{f,9}=> 0y, f0u,9 — 00, f0y,9
i=1
es un ejemplo de algebra de Poisson. Notar
{zi 2} =0 =A{yi,y;}

{vix;} = 6 = —{j,ui}
En cierto sentido, el dlgebra de Weyl es una deformacién de k[xy, -+, T, y1, 5 Yn)
en la direccion de este corchete de Poisson, dado por la siguiente construccion:

Sea A una k-élgebra filtrada cuyo graduado asociado es conmutativo. Es decir,
A =U,A, con A,A, C A,., pero que paracadaa € A,y b€ A,

ab —ba € Apiq—1

Muestre que gr(A) es un algebra de Poisson (que ademéds es homogéneo) con el
corchete dado por, sia € Ay, b€ A

{@,b} :=ab—ba Mod p+q—1

El ejemplo del algebra de Weyl, con la filtracion por grado de operador diferencial,
da la estructura de Poisson standard en k[xy,...,Zn, Y1, .., Yn].

Si g es un algebra de Lie, entonces S(g)= el algebra simétrica en g admite un tnico
corchete de Poisson tal que

{2y} = [z,y] V T,y Eg

Sugerencia: S(g) = gr(U(g))

9.5. Una super algebra de Possion

Si g es un espacio vectorial de dimensién finita, se considera el algebra supercon-
mutativa libre
A= Ag" @g) = Ag")®A(g)
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22.

23.

Con la bigraduacion

A=PA=PAg @Ay
p.q p.q

Pero conideramos la graduacién en Z dada por un corrimiento de la graduacion
total:

[API] =p+q—2

De esta forma, por ejemplo Ag* ® g esta en grado 0.

El super corchete de Lie {—.—} : AP? x A" — APT"=14T571 g6 define como el tinico
determinado por:

{g,9} =0={g" 9"}
{ap,g,brs} = —(=1)PTOUTfp q} = —(—1)lI{b, a}
(%) {apvqbn& Ct,u} = ap,q{bnsv Ct,u} + (_1>‘a”b|br,s{ap7q» Ct,u}
Y si ¢ € g%, x € g, entonces

{¢,2} = o(2) = {z, ¢}

Por ejemplo, si D, F € g* ® g = Hom(g, g), escribimos
D=>¢®z, E=Y 10y
i J
entonces (chequear los pasos y completar)

{D.E}=) {¢i @z, @y} =Y ¢ ® {zi, by @y} — 2 @ {1, 0 ® y;}

i, i,j
= Z%‘(Hﬁi)@ ®@y;—¢i(y;))ri@Y; =EoD—-DokE
i,J

Es decir, g* ® g es una subalgebra de Lie, isomorfa a End(g)°”.

Mostrar que efectivamente el supercorchete de Lie asi definido verifica super-Jacobi.
Sugerencia: muestre a mano Jacobi en grados bajos y use la condicon (**) mas
induccion en el grado para grados altos.

Observacién: Si c: A%g — g, lo identificamos con un elemento ¢ € A?g* ® g, por
lo tanto

{c, =} : APg* ® Ag — AP g* @ Ag
y es una derivacion con el producto wedge (porque es super-Poisson).

Muestre que para ¢ = 0, {¢,—} da una derivacién en A®g*. Muestre que es de
cuadrado cero si y s6lo si ¢ es un corchete de Lie, y en ese caso, da el diferencial de
Chevalley Eilenberg de (g, c) que calcula H*(g., k).
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24. Muestre en general que si ¢ es un corchete de Lie entonces {c, —} es el diferencial
de Chevalley Eilenberg del dlgebra de Lie (g, ¢) a coeficientes en A®g, en el sentido
que si f: APg — Afg lo identificamos con un elemento de APg* ® A?g, entonces

{c, f} € AP"g* @ Ag = Hom (AP g, Alg)
se corresponde con Jf.

25. Notar que como ¢ € A%!) entonces {c,g} = {c,A®'} C AM vy {{c,g},9} C g
Muestre la féormula
{{Cax}ay} = [x>y]c

26. Concluya que €, H"(g,A"g) es una super-algebra de Poisson, es decir, tiene un
producto super-conmutativo y un super-corchete de Lie, que deriva al producto
asociativo.

10. Algebras de Koszul
1. Sea A = kyz,y] = k(z,y|lry = quz), 0sea V =kx S ky, R=k(z @y — qy ® x).

a) Consideramos X,Y € V* la base dual de {x,y}. Muestre que R® estd generado
por {X@ XYYV, X®Y +¢ 'Y ® X}y que por lo tanto

A =kX,YIX?=0=Y% XY =¢'VX)

A' tiene dimensién finita (4) y su componente de grado maximo es 2, por lo
tanto el complejo de Koszul de A tiene longitud 2.

b) Usando que k,[z,y] es libre sobre k con base los monomios ordenados
{z'y’ :i,j € No}, muestre que el complejo de Koszul

0= klz,y®o@@ey—qer) > Arr® ARy > A—k—0

es exacto, y por lo tanto k,[z,y] es un dlgebra de Koszul.
¢) Calcule Tor?(k, k) y Exty(k, k)

2. Para las siguientes dlgebras, Calcule A'. Calcule las dimensiones de A} y A}. Escriba
explicitamente el complejo de Koszul hasta grado 3:

ARR3; AR —-AQV - A—k—0

a) A= k(z,y)/(zy,yr).
b) A=k(z,y)/(x* = y* 2y = yo).
¢) A=k(x,y)/(x? yx) (ésta no es Koszul!).

3. Sea A =TV/(R), llamemos R(A) = &,, R,,. Observemos que el diferencial

da: AR, - A® R,
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es homogeneo de grado cero si consideramos el grado total en A ® R, o sea,
dal: Ap ® Ry, — Apy1 @ Ryq

Usando que R: = Al y que A¥ = R,(A") (identificando V con V**), muestre que la
traspuesta da el diferencial de A' cuando se hace el complejo de Koszul a derecha,
mas precisamente

dal)*

* * ( * *
A;U+1 ® Rnfl - Ap ® Rnfl

d
R(A!)p-&-l ® A!n—l —— R(A!)p ® A!n

concluya que A® R4(A) es una resolucién de k como A-médulo a izquierda si y sélo
si Ro(A') @ A' e suna resolucién de k como A'-médulo a derecha y por lo tanto A
es Koszul (a izquierda) si y sélo si A' es Koszul (a derecha).

(Veremos luego que A es Koszul a izq <= lo es a derecha)

4. Muestre que Ext}y (k, k) = S(V*), y que Extyq, (k, k) = T(V*).

10.1. La serie de Hilbert y la de Poincaré

En esta secciéon, k es un cuerpo.
Definicién 10.1. A = @ A,, un k-esp vect graduado tal que dimy(A,) < ocoVn,

n>0
su serie de Hilbert se define como

Hilb(A)(t) = i dimp(A)" € Z[[t)]

Si A es una k- algebra aumentada se define su serie de Poincaré como

P(A)(t) = dimy(Ext](k, k))t" e Z[[t]]

n>0
Observacion 10.2. Si A es Koszul, entonces P(A)(t) = Hilb(A")(t).

Definicién 10.3. Si M = @, ., M, es espacio vectorial graduado un complejo de

espacios vectoriales con dimy (@n Mn) < 00, se define su caracteristica de Euler
como

X(M) = " (=1)" dimy M, Y/

neZ

5. Sea (M, d) un complejo de k-esp. vect. con dimy, <@n Mn> < 00, muestre que

X(M) = (=1)" dimy My, = Y (=1)" dimy, Ho(Ma, d) = x(Ho(M, d))

neZ nez
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6. dimy V < 0o, RCV® y A=TV/(R) un élgebra de Koszul. Mostraremos que
Hilb(A)(t) - P(A)(—t) = Hilb(A)(t) - Hilb(A")(—t) = 1
Para esto, chequeamos lo siguiente:
a) Si A es cuadratica (no necesariamente Koszul) y en el complejo de Koszul
KA =( —AAl 5 A Al | —...)

consideramos la graduacién

Ae Al = (P4,) oAl

p=>0

aEAp,reAli =R, =la@r|=p+i
entonces el diferencial es homogéneo de grado cero.

b) El complejo de Koszul es una suma directa de subcomplejos

(K(A)v d) = @(K(A)ma dm)

m>0
donde K (A),, es el la parte homogénea de grado m:
KAw=(—>Ap @A = A @Al —..)

c¢) Si A es Koszul, entonces

Vm:  X(K(A)w) = X(A® R)m) = > (~1)" dimy (Am,n ® Rn>

n

_— J 1 sim=0
n Z(_l) dimy (Hn (A ® Fo, d)m) = { 0 otro caso

Concluimos

L= oy (;(—1)”dimk(Hn(A®R.,d)m)>

_ W;N m (gn;(—w dimy(Ap_p ® Rn))

- T (;(—mdimkmmn) - dim(AL))
_ m% 0 . dimy (A £ dimy,(A},)(—t)"
= ( ) dimk(An)t”> ( > dimk(AL)(—t)”)

neNp n€Ng

= Hilb(A)(t) - Hilb(A)(—t) = Hilb(A)(t) - P(A)(—t)
Como corolario:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

Si A es cuadrdtica y Hilb(A)(t) - Hilb(A")(—t) # 1 entonces A no puede se Koszul.
Sea V' con dimV = n, calcular la serie de Hilbert de S(V), A(V), TV, ka V' y

verificar la igualdad anterior. (Notar que la serie de Hillbert de k,[z, y] es la misma
que la de k[z,y].)

Calcule Hilb(A)(t) y Hilb(A')(—t) para A = k{z,y}/(x?).

Muestre que A = k{z,y}/(z? zy) “pasa el test” de la serie de Hilbert, sin embargo
no es Koszul, por lo tanto la propiedad es necesaria pero no suficiente en general.

Para el interesado, bibliografia sobre chequeo de Koszulidad sepuede ver en Seccion
4.1 y 4.3 de [JL.L. Loday - B. Vallette, Algebraic Operads]
https://www.math.univ-parisi3.fr/~vallette/Operads.pdf

Otra biobliografia relevante para bases:

[G. M. Bergman, The diamond lemma for ring theory, Adv. inMath. 29 (1978), no.
9, 178 218,

10.2. Operaciones entre algebras cuadraticas

En esta seccion, k es un cuerpo, las algebras seran finitamente generadas como
algebras.

Llamemos c-alg la categoria de algebras cuadraticas, es decir, lo objetos son algebras
presentadas de la forma A = TV/(R) con R C V®?  y los morfismos son morfismos
de k-algebras que respetan el grado.
a) SiA=TV/R, B=TW/S, entonces
Hom, (A, B)={f: VW : (ff)(R)CS(CWaW)}
b) La operacién (—)" es un funtor contravariante, en la categorfa de dlgebras
cuadraticas finitamente generadas, es decir, si f : A — B es un morfismo de

dlgebras cuadraticas, entonces (f|y)* : W* — V* induce un morfismo B' — A',
que llamamos f', donde claramente Id' = Id, y ademds (fg)' =4'f'

Sean A y B dos algebras cuadraticas. Si A = TV/(R) y B = TW/(S), escriba las
relaciones que hay que poner en T'(V @ W) para obtener A® B, en particular, A® B
también resulta cuadratica.

Sean A y B dos algebras cuadraticas, en particular son graduadas. Muestre que
A®B también es cuadratica, donde A®B = A ® B como espacio vectorial, pero el
producto esta dado por

(a®b)-(d @) = (=1)Fllqa" @ bbf

(donde by @’ se suponen homogéneos). Mds precisamente, exhiba el subespacio de
relaciones en términos de las relaciones de A y de B.

Muestre que si (A ® B)' = A'QB'
Muestre que si A y B son de Koszul, entonces A ® B y AQB también lo son.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

10.3. Productos de Manin

Si Vi, Vi, V3, Vy son cuatro espacios vectoriales, denotaremos (23) la transformacién
lineal que permuta los factores 2,3:

(23) : V@KoV Vi—- Vool
TRQURPZRQt—H1rR2QYRt
SiA=TV/R, B=TW/S, U :=V @ W, se definen
Ae B :=T(VeW)/((23)(R®5))
AoB :=T(VaW)/((23)(RaW®? ¢ V¥ ®.S))
Notar que existe un morfismo canénico Ae B — Ao B

AeB=FA, ®B,)

Muestre que
(AeB) = (A'o B

(AoB) = (A'e B

Tanto e como o son asociativos, el dlgebra k[z] es el neutro para e y k[x]/(2?) es el
neutro para o, es decir,
e(BelC)=(AeB)eC

km o A A Aekl]

Ao(BoC)=(AoB)oC
k[z]/(2®) 0 A= A= Ao klz]/(2?)
Calcule los generadores y relaciones de A' o A para A = k[z,y], k,[z,y] y TV

Hecho: si A y B son Koszul, Ae B y Ao B también lo son. [J. Backelin and R.
Froberg, Koszul algebras, Veronese subrings and rings with linear resolutions, Rev.
Roumaine Math. Pures Appl.30(1985), no. 2, 85-97. 86]

Muestre que existe un isomorfismo canénico

Hom,_q4(A e B', C) = Hom,_q4(A, BoC)

(las bidlgebras de Manin) Sea A = TV/(R) un algebra cuadrética zi,...,x, una
base de V, z',..., 2" su base dual, llamamos t; =2'®@ux; € V*®V, notar que
{ti :i,j=1,...n} es una base de V*®@ V.
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a) Muestre que el morfismo

AVRVosVeV)e(VeV)

n
. , N
o ) et
k=1
es independiente de la base x4, ..., z, elegida.

b) Denotemos end(A) := A' @ A, muestre que A determina un morfismo de 4lge-
bras que es coasociativo y counitario

A :end(A) — end(A) ® end(A)

11. Construccién bar y cobar

11.1. Resolucidon standard normalizada

Sea A una k-algebra y denotamos A = A/k,1, es un k-médulo. Mostraremos que o/
queda bien definido en (A ® A" @ A) y que la proyeccién induce un quasi isomorfismo

(AR A" ®@ A1) = (A A" @ A,b)

1. Consideremos el médulo graduado (el morfismo es el inducido por la inclusién £ C A
en el lugar correspondiente)

AR A2 k® A ARAQRER A ARkE® A AR A

L

YARAPR A—Y s AQARARAY s A A AY A AY -

Muestre que es un subcomplejo.

2. Muestre que el contcleo de la inclusion anteior estd dada por

aRQbR1Qer——abR1®c

e ARA kR A Ao Ak A s ARk® A 0

L]

LAQAB A —" s AARARAY A A A sAAY A

i S |

e ARA R AR AL AR AR ARAL AR ARAL AR AL A

Muestre que hay un isomorfismo obvio entre el subcomplejo

e ARAP? @ kA YA A @ k9AY A @ k®A—0—>0
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y la resolucién de A tensorizada con k y A (con diferencial &’ @ Idy, ® Idy) :

Concluya que este subcomplejo es aciclico y por lo tanto la proyeccién es un quasi-
isomorfismo

AAgA Y ApA Y A ™ .0 0)®k®A

3. Por simplicidad escribiremos V™ en lugar de V®". Supongamos inductivamente que
la proyecciéon da un quasi-isomorfismo para un cierto ng € N:

> AQ AR A — > AQAMTIRA —> AR AMRA — - —> AQARA —- AQRARA — AR A

J ! J " | H

e AQA2RA DA — AQARA DA — ARACRA - AQA DA — AQARA — AR A

Si al complejo de abajo lo llamamos C,,,(A), calcule el nicleo del morfismo natural
Cp, — Cpos1 que proyecta A en A en el factor correspondiente (a partir del lugar
ng + 1). Calcule b’ restringido a ese nticleo (recuerde que 1 = 0 en A) y concluya
que ese subcomplejo ntcleo es aciclico, con un argumento similar al punto anterior.

4. Concluya que Ho(A, M) = Ho(M ® A®*) = H (M ® Z®.) y similarmente para
cohomologia, si C"(A, M) = Hom(A®", M), el siguiente es un subcomplejo

C"(A, M) = Hom(A™", M)

:{fA®”—>Mf(a1®®1®an):0}

= las funciones que dan cero si por lo menos uno de los factores es un 1. Se llama
el complejo normalizado, y calcula la misma cohomologia.

11.2. La construccion bar

La siguiente es una construccion que a toda algebra aumentada € : A — k le asigna
una codalgebra diferencial graduada

Definicién 11.1. Sea € : A — k un morfismo de algebras que consideramos fijado,
luego k es un A-médulo via e. Notar que A = k1 & Kere como k-mddulo, luego
A = A/k1 = Kere. De aqui en adelante, como € estd fijo, denotamos A := Kere.

Definimos B(A) := T°A la coélgebra tensorial en A con la deconcatenacién como
comultiplicacién

Alay]---a,) = Za1| Ja; @ aq] - la, € T°AR TA

donde hemos denotado | al producto tensorial interno de T°A (ese es el origen del
nombre “construcciéon bar”), y por convencién en esa suma ay = 1 = a,41. Por

ejemplo, si alb|c € A% TeA,

Aalblc =1®alblc+a®@blc+alb®@c+ alblc® 1
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. Muestre que si consideramos la graduacién degA = 1, entonces b’ es una super
co-derivacion, donde

n
b/<a1‘ |a,n) = Zal‘ ’afiai+1’ |an
=0

Observar que ya sabfamos que b2 = 0.
. Muestre que H,(TA, V') = Torl(k, k) es naturalmente una coélgebra.

. Si A=TV/(R) es cuadratica Koszul, entonces la inclusién

Ry == Al T*V¢ (T°A, )

es un quasi-isomorfismo, donde a R, se la considera una coalgebra d.g. con d = 0.

. Si A =TV/(R) es cuadratica y la inclusién anterior es un quasi-isomorfismo, en-
tonces A es Koszul.

11.3. Construccion cobar
Dualmente a la construccion bar, a toda coalgebra co-aumentada le asignaremos un
algebra d.g.

Definicién 11.2. Sea C' una coalgebra sobre k, diremos que es co-aumentada si se
tiene dado un morfismo de codlgebras k — C', es decir, si C' tiene un elemento e
tal que Ae = e ® e. De aqui en adelante fijaremos una coalgebra coaumentada y su
coaumentacion.

Notar que por counitariedad, si € : C'— k es la counidad, necesariamente €(e) = 1,
y por lo tanto tenemos una descomposiciéon como k- eesp. vectoriales

C = C @ ke

c— (c—e€(c)e) +€(c)e

donde C' = Kere. Se define
QC) = TC

el dlgebra tensorial en C. Es graduada poniendo deg C' = 1. Recordar que (C, A¢)
es una codlgebra. Se define da : C' — C'® C de la siguiente forma: si

Ac:Zd@c;’ eCxC

entonces se define

dac = Z(c; —e(d)e) @ (¢ —e(e €

i

Ql
®
Ql
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Muestre (sugerencia: use el axioma de la counidad de C') que

dac=Ac—e®c—c®e

Considerando C'® C' C T'C' como subespacio, muestre que da se extiende de manera
unica a una super-derivacién (de grado +1) que coincide con da en los generadores.

dp : TC = TC

Muestre que d% = 0 si y s6lo si A es coasociativa.

Se denomina construccion cobar de la codlgebra C' a la k-algebra diferencial gra-
duada B
Q(C) = (TC,da)

Sea A=TV/(R)yC =R, = Al CTV = @D, V" Notar que C' es coaumentada
cone=1,C=V®R®D---. Considermos C — V la proyeccién en el sumando V.
Se define Q(C) — C por la composicién

QC)=TC =TV =TV/(R)— A

Mostrar que es un morfismo de algebras diferenciales graduadas, donde A se la
considera d.g. con su graduacién habitual y con diferencial nulo.

Sea A =TV (o sea, R=0), describa el morfismo anterior en este caso:

QC)=TC =TV =TV/(R) = A

Lo mismo que el ejercicio anterior pero para A = k[x]/(2?) = T'(kz)/(z®z). Calcule
da vy He(2(C)) de manera directa.

Supongamos dim V' < oo.

Notar que en cada grado n, dimA,, < ooy Q(Ai)n = A'®" g5 a su vez bi-graduado

teniendo en cuenta la graduacién interna de A =V@®R® . consideramos A
bi-graduada con una bi-graduacién concentrada A, en el lugar (n,n)

a) en cada bigrado (n,m) ambas algebras (Q(Al) y A) tienen componentes de
dimensién finita, y por lo tanto podemos considerar sus duales (bi)graduados
(los llamaremos (—)" en vez de (—)*).

b) (QAD) dy) = (B(A"),b). Sugerencia: en vez de demostrar esta version, es
mds comodo mostrar que .

B(A"Y = Q(Al)
(iso de dlgebras graduadas) y en vez de mostrar que dy =V es mds facil ver
que b'* = da pues siendo una (super) derivacion, basta ver que coincide en
A cTA = Q(AT). También, cambiando A por A', como A" = A, se puede
demostrar equivalentemente el siguiente i1so de duales bi-graduados:

B(AY = Q(A)
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¢) El morfismo Q(Al) — A es un g-iso si y solo si su dual (bi)graduado
A" — (B(A), V)

siy sélo A' es Koszul (si y sélo si A es Koszul)

12. Categorias derivadas

Mapping cylinder
1. Siu: X =Y, sedefine cyl(f), = X,, ® X,,—1 @Y, con diferencial
d(z, ' y) = (dov + 2', —dx’, dy — u(x))

a) Muestre que d* = 0.
b) En el caso u = Idy,

1) muestre que cyl(X) := cyl(Idy) es homotdpicamente equivalente a X.
2) ¢:cyl(X) — Y es un morfismo de complejos <= ¢ es de la forma

oz, 2, 2") = f(x) + h(z') + g(=”)

donde f, g € Homchain(a) (M, N) y h: X[—1] = Y es una homotopia entre

f v g, es decir,
f—g=dh+ hd

2. 41 : X = cyl(X), x = (2,0,0) es un morfismo de complejos, también iy : X —
cyl(X), z +— (0,0, z). Las proyecciones p; : cyl(X) — X dadas por p;(z,2',2") = x
y px,a',x") = 2" no son morfismso de complejos, sin embargo,

preyl(X) - X

(v, 2", 2") — x + 2"

si es un morfismo de complejos, y se tiene p o4, = Idx = p o i5. Muestre que tanto
i1 © p como iy o p son homotdpicas a la identidad de cyl(X).

Triangulos
Reccordar que llamamos tridngulo en H(A) a una terna

(X,) Y, Zu: X =Y v:Y > Zw:Z— X[-1])

que sea isomorfa a un cono, més precisamente, un tridngulo en H(A) es a toda
terna donde exista un diagrama de la forma

X-toy sz " X[-1]]

al|= bl cl|= al—1]||=

M—LoN—— Co(f) — M[-1]
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donde los cuadrados conmutan a menos de homotopia y a,b,c son equivalencias
homotépicas. Recordamos Co(f) = N & M[—1] con diferencial

d(n,m) = (dn+ f(m), —dm)

Un tridngulo que directamente sea un cono se lo llamara distinguido.

Los tridngulos en D(A) son la menor clase de uplas cerrada por isomorfismo que
contienen a los triangulos distinguidos.

Muestre que la suma directa de triangulos es triangulo.

Sea A es k-dlgebra, M € Chain(A), V' € Chain(k), definimos M ® V' con la estruc-
tura diferencial usual y la estructura de A-médulo dada por M. Muestre que

= Si f: M — N es un morfismo de complejos, entonces

(MV)[-1] =2 M[-1]®V, Co(f®Idy) = Co(f)®V, cyl(f@Idy) = eyl(f) RV,

10.

» Si X—Y —Z— X[-1] es triang. en H(A) = XQV =YV — ZQV — X[-1]@V
también. Si k es cuerpo (o los V,, son k-playos) y se tenia un triang. en D(A)
= XV->YeV -2V — X[-1]eV también A en D(A).

= Si f ~j g son dos morfismos homotdpicos, entonces f ® Idy ~ g ® Idy

Muestre que si (X =Y % Z 5 X[-1]) es un tridngulo, sus trasladados
Y 5 75 X[-1] = Y[-)) y (Z[1] == X 3Y 5 2)
también lo son. (el primer caso lo hicimos en clase, hacer el segundo)

Denotamos por la misma letra A al complejo de A-médulos concentrado en grado
cero con componente 0 igual a A. Muestre que Homy ) (A, M[n]) = H,(M) (iso de
funtores).

Sea x € A un elemento central, cémo podria describir Homya)(A/(x), M[n])?

. Sea z € A un elemento central y C' := Co(A 5 A) (donde identificamos un

morfismo de A-moédulos con un morfismo de complejos concentrados en grado cero,
notar que el cono no esté concentrado en grado cero), describa lo més explicitamente
posible Homcnhain(a)(C, M) y Homya)(C, M).

uw:X — Y esun morfismoy X %Y 5 Z % X[—1] es un tridngulo entonces Z
estd determinado por u : X — Z a menos de isomorfismo (no inico).

Consideremos la categorfa H(A) y consideramos D(A) la categorfa con los mismos
objetos de H(A) (o sea, los objetos de Chain(A)) y definimos

Hom , (M, N) := Homya)(M,N)/ =
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11.

12.

13.

14.

donde = es la relacién de equivalencia determinada por f = 0 si y sélo si existe un
complejo aciclico C' y una factorizacién

(y f=9g < [ —g=0). Muestre que la proyeccién en el Hom define un funtor
natural H(A) — D(A), que D(A) es una categoria naturalmente triangulada (con
los tridngulos isomorfos a los que vienen de conos), que el funtor H(A) — D(A)

[

manda tridngulos, que los g-isos van a parar a isomorfismos, y que D(A) = D(A).

12.1. Tridngulos en D(A)

Muestre que si
05XLvBz50

es una s.e.c. en Chain(A) entonces existe un quasi-isomorfismo Co(f) — Z y que
esa s.e.c. se la puede ver como parte de un triangulo en D(A). Concluya la s.e.l. de
homologia aplicando Homp4)(A4, —).

Reciprocamente, si X — Y — Z — X[—1] es un tridngulo en D(A), muestre que
existe un morfismo de complejos f : M — N y un isomorfismo de tridngulos (en
D(A)) entre el tridngulo original y a una s.e.c. del tipo

0= N5 Co(f) S M[—1] =0

12.2. Localizacion

Consideremos un diagrama conmutativo en Chain(A) con s y t g-isomorfismos

Xty

7w
Muestre que t’ es g-iso <= s’ es g-iso.

Ver que la suma en Hompa)(M, N) estd bien definida. Recordamos la suma estaba
definida via
P2
M L
X

1
t
\N, tf+s7lg ="
el
2



g <= slt=tls

>

T sTlg =t () TS f (S)* () g = ()" (s'f +1g)
y la relacién de equivalencia estd dada por

.
T

Xhvidz ~ xBylz
<= 3 un diagrama conmutativo (con t q-iso)

Y;

N

xLx, oy

N A

Y,

15. Ver que la composicién en D(A) esta bien definida.

12.3. Las categorias D(A) y Heerr(A)

16. Sea k semisimple. Muestre que un complejo es aciclico si y sélo si es contractil, por
lo tanto equivalencia homotépic coincide con quasi-isomorfismo. El funtor proyec-
cién natural Chain(k) — H(k) tiene la propiedad universal de la localizacién con
respecto a los g-isos, y por lo tanto H(k) = D(k).

17. Muestre que el iso de k-modulos Homy(A ® V, M) = Homy(V, M) induce los iso-
morfismos
Homchain(4)(A ® V, M) = Homchaingk (V, M)

Homyya)(A ® V, M) = Homy gy (V, M)
HOIIID(A)(A RV, M) = HomD(k)(V, M)

18. Sea P € Chain(A) un sumando directo de L, es decir, existe un complejo @ tal que
P ® Q= L. Muestre que P es parte de una s.e.c. que se parte de la forma

0P —IN—5IN =0
Sugerencia: considere el isomorfismo

(PoQ)@®(PoQ)o(PoQ)--=Po(QoP)®(QaP)a(Q---

Concluya con argumento de tridangulos que si una subcategoria triangulada de una
categoria triangulada tiene sumas directas numerables, entonces es cerrada por
sumandos directos.
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19. Recordamos P € Chain(A) se dice cerrado si Homy4y(P, —) — Hompa)(P, —) es

un iso. Muestre el Lema: P % P’ % P” % P[—1] un tridngulo en #H(A), si dos
son cerrados, el tercero también.

20. Si M, N € Chain(A), entonces
HOIHD(A)(M, N) = HOIHD(A)(P<M), N) = HOIIlD(A)(P(M), P(N))
= Homyy(a)(P(M), N) = Homyya)(P(M), P(N))

21. Muestre que si M, N € A-Mod y los vemos como complejos concentrados en lugar
cero, entonces Homp(ay(M, N[n|) = Ext’y (M, M)

12.4. Funtores derivados

22. Sea F': A-Mod— B-Mod un funtor aditivo y consideramos DF : D(A) — D(B)
dado por
DF(M) := F(Py(M)

donde P4(M) es “una resolucién funtorial de M”.

a) Muestre que si F' es exacto entonces F' estd bien definido en D(A) y F(p) :
DF — F es un isomorfismo de funtores.

b) Si F': A-Mod— B-Mod es exacto a derecha y M € A-Mod, que lo vemos como
complejo concentrado en lugar cero, entonces Ho(DF(M)) = F(M).

c) Sean F' : A-Mod— B-Mod y G : B-Mod— C-Mod dos funtores aditivos, si
uno de los dos es exacto entonces

DGoDF = D(GoF):D(A) — D(C)
23. Sea GG un grupo y N <G un subgrupo normal y V un G-médulo. Muestre que

a) VN es naturalmente un k[G/N]-médulo, méds ain,

b) H”(N V) es un G/N-médulo para todo n.

C) (VN)G/N

d) Si N tiene indice finito (G : N) = d, k es un anillo con 5 € ky V un k[G]-
médulo, entonces H™(G, V) = H"(N,V)%/N para todo n.

24. Sea A un anillo y G un grupo que actia en A por automorfismos de anillo. Se define
A x G = A[G] como grupo abeliano pero con la multiplicacién

ag - bh = ag(b)gh
a) Si M es un A x G-bimédulo, entonces
M#* = H%(A, M) = {m € M : am = ma Va € A}

es un G-médulo via
g(m) :== gmg™"
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meM:wm=mwVwecAxGl=M" =HAxG M)=
= (MY ={m e M*: g(m) =m Vg € G}
¢) Si G es finito y |G| es inversible en A, entonces

H"(AxG,M)=H"(A, M)“

25. Sea k un cuerpo, A una k-algebra, y 7 un subcategoria de D(A) que satisface

a) T es estable por suspensién y tridngulos (i.e. M € T entonces M[1] y M[—1]
también, y si X — Y — Z — X[—1] es un tridngulo, X,Y € T entonces Z
también)

b) SiV € Chain(k) y X € T entonces X @ V € T

c) T es estable por sumas directas arbitrarias

Muestre que si A € T entonces T = D(A).
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