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Prefacio

Las presentes notas corresponden a la cursada virtual de la materia Tdpicos de /flgebm
homolégica del Dpto de Matematica FCEyN UBA, del ler cuatrimestre de 2020. Durante la
cursada se generaron presentaciones (beamers), videos, y ejercicios, que han sido recopilados
y reformateados en este escrito. Segin los intereses de los alumnos, algunos temas (tanto
tedricos como listas de ejercicios) fueron desarrollados mds ampliamente, sin que necesaria-
mente se pensara que todos los ejercicios fueran destinados a todos los alumnos. Algunas de
las secciones (principalmente ejercicios) se corresponen con partes pricticas que los alumnos
debian entregar como parte de sus proyectos de aprobacién final de la materia. Esto redundé
en un abundante material de ejercitacién, que es poco comin de encontrar en la literatura
del algebra homoldgica. A su vez, si bien las guias de ejercicios se corresponden y expanden
los temas tedricos desarrollados, los “ejercicios adicionales” que surgian segun los intereses,
muchas veces utilizaban resultados integradores, y por esto mismo, a la hora de intercalarlos
en la parte tedrica “correspondiente”, no siempre resultaba lo mas adecuado. Por otra parte,
la lista de ejercicios en si misma tiene una gran coherencia de temas. Por esta razon este
escrito estd organizado en dos: partes: Teoria y Ejercicios.

En la Parte I: Teoria, todas las demostraciones son clésicas, si bien las presentaciones
fueron tomadas o adaptadas de diversos lugares. El curso tuvo una introduccion en el lenguaje
categorico, orientado a las aplicaciones homoldgicas, por lo que el primer capitulo tiene rapi-
damente utilizaciones del lenguaje categérico en primeras versiones del Lema de la serpiente,
de las nociones de Irhite y colimite, asi como funtores adjuntos. Sobre esta parte categorica y
los resultados elementales de médulos sobre un anillo nos hemos apoyado mayoritariamente
en [FSS). El capitulo 2 contiene los lemas fundamentales sobre resoluciones, y el capitulo 3
y 4 son la base troncal: la definicién de los funtores Tor y Ext. En esta parte hemos seguido
fundamentalmente a [W].

A partir de ahi, se intenté mostrar las herramientas del algebra homoldgica en diversos
contextos: Capitulo 5: teorfa de la dimensién, siguiendo mayoritariamente a [W] pero dando
al final la desigualdad de dimensién global que proviene de ver a un anillo como bimdédulo.
Esta presentaciéon no tiene una referencia precisa, sigue las ideas ya clasicas de la geometria
no conmutativa. El capitulo 5, sobre (co)homologia de dlgebras asociativas, se presenta la
(co)homologia de Hochschild, tomando como referencia tanto la presentacién de [W] como [L].
El capitulo 6 de (co)homologia de grupos y el 7 de (co)homologia de dlgebras de Lie siguen
la presentacién de [W]. Luego, capitulo 8, se le dié un nuevo énfasis al dlgebra introduciendo
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el lenguaje super, siempre como motivacién las construcciones del dlgebra homoldgica; la
presentacion es propia. En el capitulo 9 se estudian las resoluciones y las algebras de Koszul,
como familia importante de ejemplos en donde se pueden realizar cédlculos concretos. La
presentacién tiene algunos elementos tomados de [LV]. Finalmente se hace una introduccién
a las categorias derivadas y axiomaética de las categorias trianguladas. En esta ultima parte la
presentacién siguié un poco a [GM] y a [BI, los resultados bésicos de categorfas trianguladas
a [Y], v la caracterizacién de categoria derivada como subcategoria de la de homotopia es una
presentacién propia de las ideas desarrolladas por [K].

En la Parte II: Ejercicios, el orden de los temas va en paralelo con la teoria. El papitulo
12 es ejercitacién sobre el lenguaje categorico, el funtor producto tensorial, médulos proyec-
tivos, inyectivos y sucesiones exactas. El capitulo 13 sobre objetos diferenciales graduados
expande especialmente la teoria con propiedades del cono de un morfismo. El Capitulo 14 es
fundamental como base de la materia. Se completan demostraciones sobre complejos dobles
y se repasa mas en detalle los lemas de levantamiento cuando se tienen homotopias, dando
a los lemas de levantamiento un aire mas constructivo. Este capitulo contiene también los
primeros cédlculos sobre Tor y Ext en los anillos o algebras mas elementales. El capitulo 15
sobre dimensién en relidad es un capitulo sobre resoluciones. El capitulo 16 sobre cohomologia
de grupo finaliza con la aplicacién al calculo de manera iterativa de las clases de isomorfismo
de grupos de orden p™, para n = 3,4, --. El capitulo 16 sobre cohomologia de Hochschild
contiene varios temas adicionales a la tedrica: la relacién entre cohomologia de grupo y coho-
mologia de Hochschild del algebra de grupo, la nocién de suavidad en terminos cohomolégicos,
la nocién de separabilidad en el caso no conmutativo, y el teorema de dualidad de Van den
Bergh (enunciado en el caso particular que luego tomé el nombre de Calabi-Yau). La mayor
parte de estos temas fueron generados para que los alumnos preparen sus proyectos finales.
El capitulo 18 es una aplicacion corta de la técnica del graduado asociado a un complejo,
que habia sido utilizado en la tedrica para el complejo de Chevalley-Eilenberg de un édlgebra
de Lie, y que aqui se lo aplica para una resolucién pequena del dlgebra de Weyl. El capitulo
19, sobre cohomologia de Lie, mayoritariamente es un capitulo de apoyo a los preliminares
de representaciones de algebras de Lie para la demostracién de los lemas de Whitehead y
el teorema de Weyl de completa reducibilidad en el caso de algebras de Lie semisimples en
caracteristica cero. El capitulo 20 es sobre aplicaciones del lenguaje super, especialmente usa-
do para descubrir estructuras de (super)dlgebra de Lie en complejos naturales previamente
vistos. El capitulo 21 sobre dlgebras de Koszul agrega, a la parte tedrica de resoluciones da-
da en la teoria, el criterio de la serie de Hilbert, y las operaciones de Manin para algebras
cuadréticas. El capitulo siguiente sobre construccién bar y cobar completa una parte de la
teoria sobre la resolucién standard, mostrando que el complejo normalizado es efectivamente
una resolucién, y estd enfocado en su relacién con el complejo de Koszul, para el caso de
algebras de Koszul. Finalmente el capitulo sobre ejercicios de categorias derivadas culmina
con dos casos favorables para calcular el funtor derivado de una composicién de funtores,
en el lenguaje de categorias derivadas. Un grupo de alumnos estaba interesado en las suce-
siones espectrales, tema que no se dié en absoluto, pero estos ejercicios fueron puestos para
comprender la naturaleza del problema de célculo del funtor derivado de una composicién.

Agradezco finalmente a los alumnos que cursaron la materia en esta modalidad virtual



por su buena predisposiciéon y gran interés en los temas, lo que resulté muy estimulante a la
hora de preparar y dar las clases, preparar los proyectos de final, y dar forma a este escrito.

Buenos Aires - Agosto 2020.
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Teoria






Capitulo 1

Introduccién categorica y
funtores en A-Mod

1.1. Categorias, Funtores, transformaciones naturales
Recordamos, una categoria C consiste de los siguientes datos:

Objetos: Una clase, denotada Obj(C).

Flechas: VX,Y € Obj(C), un conjunto, denotado Hom¢(X,Y)
(a veces denotado [X,Y], [X,Y]¢, C(X,Y), Mor[X,Y)).

satisfaciendo:

C1: (técnico) Si X, X' Y, Y’ € Obj(C)
siX#X,0Y #£Y = Home(X,Y) N Home(X', V") = 0.

C2: VX,Y,Z € Obj(C), una funcién (”composicién”)

Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z)
(f,9)— foyg

que es asociativa (en el sentido obvio), y

C3: VX € Obj(C), 3“Id’y, € Home (X, X), neutro para la composicién.

Primeros ejemplos de categorias

= Sets: objetos= conjuntos, flechas= funciones.
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s Si Obj(C) = {a}, entonces, una categoria con esos objetos es lo mismo que el dato de
un monoide asociativo con 1:

M := Home¢(a, a)

puesto que es el inico conjunto de flechas que hay que dar, y los axiomas son justamente
de asociatividad del monoide y de la existencia de unidad.

= Top, Var*, kVect, A-mod, Gr, An, Setsg, Topo, (I, <),...

Funtores

Los funtores son “morfismos entre categorias”, su aplicacién primera es la de proveer
de invariantes, pues los funtores mandan isos en isos. Es decir, F' : C — D, es un funtor,
X,Y € Obj(C) y si FX NO es isomorfo a F'Y en D, entonces X NO puede ser isomorfo a ¥’
en C, pues es cierto el siguiente

Lema 1.1. F :C — D un funtor, si X =Y en C entonces FX = FY en D.

Demostracion. X =Y significa que existen f € Home(X,Y) y g € Homp(Y, X) tales que
fog=Idy y go f =Idx. Como F preserva composicién e identidad, tenemos que

F(f)oF(g9) =F(fog)=F(dy) = Idry

y andlogamente F(g) o F(f) = Idrx, luego, F(f) y F(g) son isomorfismos mutuamente
inversos entre F.X y FY.

O
Ejemplo 1.2. “componentes conexas”:Top — Sets, m; :Topg/ ~—Gr.

Observacion 1.3. Si F : C — D es un funtor y X € Obj(C) entonces Home(X, X) es un
monoide con la composicion.

F : Home (X, X) — Homp(FXF, X)

es un morfismo de monoides.

Si Aute(X) denota las unidades del monoide Home (X, X) (o sea, los isomorfismos de X
en X), entonces F' induce (por restriccién) un morfismo de grupos

Aute(X) = Autp(FX)
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Comparacion de funtores: trasformacciones naturales

Si F,G : C — D son dos funtores, una transformacién natural entre ellos es dar, para

cada objeto X, un morfismo
nx : FX - GX

compatible con las flechas de la categoria. Es decir, tal que para toda f : X — Y, el siguiente
diagrama conmuta:

FX . ax
lF(f) icm
FYy ™. qy

Ejemplo 1.4. iy : V — V**
Vv ey, € V¥

Ejemplo 1.5. Hom: Si A es un anillo,
M = Homy (A, M)

m = P (a — am)
Homa (A, M) = M
¢ = (1)

Da una transformacién natural, que es un isomorfismo, entre los funtores Id y Hom4 (A4, —).
Ejemplo 1.6. Si A es una k-algebra (e.g. A = k[z]/2?%, o A = k[G],...) entonces
Homy (N, M) C Homy (N, M)

es una “inclusion” natural de funtores. Es decir, para cada N fijo, se tiene una trasformacion
natural, que en cada objeto es una inclusion

i: Homa (N, —) — Homg (N, —)
Observacion 1.7. Si k es un A-médulo,
I{OIHA(]{J7 M) - Homk(kz,M) =M

La filosofia es que con Hom se puede “modelar” funtores que son subobjetos. Por ejemplo, si
G es un grupo que actua linealmente en un espacio vectorial V', entonces V' es un k[G] médulo

y
{veV:gw)=vVge G} =V Homyq(k, V)

donde se toma la estructura trivialen k (g- A=\ A€k, g € G)

V—=» Homy, (k, V)

J

VS — = Homygy (k, V)
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Ejemplo 1.8. Z es el grupo libre en 1 elemento, esto dice
Home,(Z,G) = G
b 6(1)
Dado G, si definimos el subconjunto Gy = {g € G : g% = 1}, se puede modelar via

HomGr(ZQ,G) &> « /(/2)

¢ ¢(1)

lo que muestra en forma de argumento general la naturaleza funtorial de este subconjunto
asociado a G

Ejemplo 1.9.
Homg, (Z®Z,G) CG x G

¢~ ((1,0),6(0,1))

Homg, (Z ® Z,G) 2’ pares de elementos que conmutan”C G x G.

Similarmente, podemos ver que los siguientes subconjuntos asociados a un grupo G tam-
bién es una asignacién funtorial:

Ejemplo 1.10.
Homg,(Z2 @ Z3,G) = {(a,b) : a,b € G,a® = 1,b°> = 1,ab = ba}

Ejemplo 1.11. Homg, (Z x Z3,G) = {(a,b) : a,b € G,a®> = 1,b% = 1}

Pregunta general:

En la categoria de A-modulos, si F': A-mod— C, y
0-X—-Y—>2-0

(por ejemplo, si Y = A™, esto da una presentacién de Z por n generadores, y las relaciones
“X”) ;hay relacién entre F(X), F(Y) y F(Z)? Qué se puede decir si F' = Hom 4 (Mo, —)?
1.2. Supremos, infimos, (co)limites categdricos

Sea P un poset, I C P. Recordamos la definicién de cota superior y de de supremo: sup(I)
(en P):

= ¢ € P es cota superior [ sit <c,Viel.
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= 59 es un supremo para [ si es “la mejor cota superior”, i.e.

- 8p es cota superior de I, y

- para toda cota superior ¢, tenemos que sg < c.
(en particular toda cota superior es comparable a sg.
O sea, no es lo mismo supremo que maximal)

Observacion 1.12. si existe, el supremo es Unico.

Demostracion. Si sg e s1 son supremos, entonces sop < s1 (pues sg es cota y s1 es supremo).
Pero tambien s; < sg (pues s cota y so es supremo). Luego sg = s1 porque < es de orden. [J

Colimite categorico: sistemas directos

C una categorfa, (I, <) un poset, y tomamos “un diagrama” en C indexado por I. Es decir,
damos los siguientes datos:

= X, € Obj(C) para cada i € I.
» para cada ¢ < j una flecha ¢;; : X; — X; compatible con el orden:

- 1 = Idy,

- 8ii < j <k, luego i < k. Pedimos ¢ = tjkisj

Lij Lik
Xi—X; — X,

Lik

i.e. hemos etiquetado el diagrama de Hasse de I, con objetos en los vértices y morfismos
en las flechas, de manera compatible con el orden.

A este dato ({X;}ier, {tij }i<;) lo llamamos un sistema directo.

El poset (I, <) podria tener supremo (resp. infimo) o no. Nos pregutamos si en la categoria
C, el diagrama decorado admite un objeto que funcione como supremo (resp. infimo).

Ejemplos

1. I ={a,b}, donde a y b no son comparables. Un diagrama indexado por I es simplemente
dos objetos
I: e ° diagrama: X Y

2. I={1<2}
I:1—2, diagrama: X i> Y
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3. I ={a >b < c}. Un diagrama son dos flechas con mismo dominio:

I: b——sa diagrama: X, *f> X,
l Y
c X,

Dado {X; 4 X,}i<; un diagrama en C idexado por un poset I, un colimite (o limite
directo) en C de ese diagrama, denotado lfIIIIXi (o h’rrIlCXi) es un objeto en C que es un
— —

“supremo” del diagrama (o sistema directo), i.e.

Definicién 1.13. Un objeto X junto a morfismos ¢; : X; — X Vi€ [
tal que Vi < j, el diagrama sgte conmuta

X, —X (es cota superior)

fi
Li ‘ 1
X, . x Iy (la mejor cota)
17
T
Xi

Observacion 1.14. Si (I, <) tiene méximo my, entonces X, es el colimite del diagrama. La
gracia es cuando no hay méaximo en 1.

Limite categorico: producto directo

En el ejemplo I = {a,b}, donde a y b no son comparables,

[ oA [ 10}

AN

o .SO

A

Y ')
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Un diagrama en la categoria es simplemente dos objetos: e,X y su colimite es (Z, ¢4, 1) que

verifica

Z := X ]]Y se llama un coproducto categérico de X e Y.

Ejemplo 1.15. 1 — 2, f: X = Y, el colimite es simplemente Y, pues es 2 es méximo. Las
flechasson f: X =Y eldy : Y =Y.

Ejemplo 1.16. ¢ ——> e o ——>eo
v
L4 ° ® >0

Dado Z N X el cuadrado (co)cartesiano o push-out es

'

Y

Ejemplos de coproductos

= En grupos abelianos, o médulos, el coproducto [ es la suma directa @.

= En Sets, el coproducto es la unién disjunta.

= Notar que fijado A un anillo, el funtor L : Sets - A — mod dado por
L(X) =A%)

(que a X le asigna el A-mddulo libre en X)
manda coproducto (en Sets) en coproducto (en A-mod)
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* En Grupos (no necesariamente abelianos) el coproducto es el producto libre.

* en anillos conmutativos el coproducto es el producto tensorial sobre Z

1.3. Lema de la Serpiente: introduccion a los métodos
con suc. exactas

Antes de continuar con las definiciones generales, veremos algunos ejemplos de funtores y su
comportamiento con las sucesiones exactas para tener una idea de hacia dénde desarrollaremos
la teoria. Consideremos 4

0-85THBM—=0

una s.e.c. de k[z]-modulos. Por comodidad supondremos que i es una inclusién y p la proyec-
cién al cociente (o sea, S CT y M =T/S). Se definen

m:x-M

(v similarmente para S y T'). Construiremos un morfismo

0—-S—-T—-M-—0

a partir de una s.e.c.

Este morfismo es, en realidad, una transformacién natural
5 (—)ult” — (—)kere

donde los funtores (—)1™° y (—)%,, son funtores definidos en la categoria de “las sucesiones
exactas cortas”:

lero
(O—>S—>T—>M—>0) =57
(0—>S—>T—>M—>O) z =M"
ult
Si
meM*CM=T/S
=>m=t
con t € T. Luego, tambien
z-teT

Pero
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pues m € M*. Es decir, x -t € S.

La clase de z - t es cero médulo « - T', pero no necesariamente es cero médulo z - S. Se
define
0: M* — S,
m=t—z-tModz-S

Ejercicio: (2) de la practica 1

§ esta bien definido (i.e. sim=t=f € M=T/S = z-t = -t MOD z-S), § es k-lineal, y

0—>S‘”—>T“’—>M”£>SI—>T$—>MQ;—>0

es una sucesion exacta.

Algunas conclusiones / observaciones
= (—)*: k[z]-mod— k-mod es un funtor, que preserva monomorfismos pero no epimorfis-
mos (encuentre un ejemplo con S, # 0y d # 0, e.g. si T, = 0,(por qué?)).

= (=), : k[z]-mod— k-mod es un funtor, que preserva epimofismos pero no monomorfis-
mos (encuentre un ejemplo donde M* #0y 6 # 0, e.g. si T* = 0).

» Sugerencia: escriba la s.exacta para T = k? o k® donde x es una matriz de un solo
bloque de Jordan.

= (—)* = Homy[,) (K, —) donde la accién de z en k es cero.

= Todo funtor del tipo Homy,), (M, —) preserva monomorfismos, asi que (—), no es de
este tipo (o sea, (—), no es representable, como funtor de la categoria de k[x]-médulos).

1.4. Propiedades universales, Hom y ®

Ejemplo de categoria: las s.e.c.’s en C y morfismos de s.e.c.
S 0=-X—=Y—=>2-0
Obj : XY, Z,f: X =Y, g:Y = 2)
tal que Kerf = X, Imf = Kerg, f mono, g epi.

Hom : 0 X Y
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Homg,.(S1, S2) = {(a,b,¢) : bf = f'a,cg = g'b}

C Home (X, X') x Home(Y,Y") x Home(Z, Z")

Toda s.e.c. es isomorfa a una inclusién y cociente:

0 Imf L g Y/Kerg ——0
|
0 X oy " y/Kerg——>0
“Js
f
0 X Y Z 0

Propiedad universal del cociente

Sea S C M un submédulo y 7 : M — M/S la proyeccién al cociente, entonces 7 se anula
en S, yVf: M —W /S CKerf, 3 factorizaciéon de f a través de M/S. En diagramas:

M—f>W

|

" //H!f .
Mys f=Tom=m(f)

es decir, (f: M/S - W)« (f : M — W : f|s =0)
Notar que i : S = M, fls = foi=1i*(f), fls =0« f € Keri*, o sea, para todo W,

0 —— Ker(i*) —— Homu (M, W) . Homy (S, W)

| | |

0 — Hom(M/S, W) = Hom (M, W) ——= Hom (S, W)

Como toda sucesién exacta corta es isomorfa (como sucesién exacta corta) a una inclusién
de un submddulo seguida del cociente por el mismo, podemos concluir rdpidamente que una
sucesién exacta corta

0=+X—=Y—=2-0

induce, para cualquier W, una sucesién exacta a izquierda:

0 — Homa(Z, W) — Homu (Y, W) — Homy (X, W)
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1.5. Ley exponencial como primer ejemplo de adjuncion

Recordamos la ley exponencial de nimeros:
(ab)c — a(b><c)

y su interpretacién en conjuntos

que, en otra notacién escribimos como

Funce(X x Y, Z) < Func(X, Func(Y, Z))

f:f(l’,y)HfA‘(szx:f(z,f):Y%Z)
Homges(X X Y, Z) > Homgers (X, Homgess (Y, Z))

Ley exponencial en grupos abelianos

Sean ahora X,Y, Z grupos abelianos y definimos
BI(X xV,2) = {f: X xY = 2
flet+a’,y) = fz,y) + (@),
f(@y+y) = fla,y) + fla,y)}

Tenemos entonces una biyeccién

Bﬂ(X X KZ) 4 I{OIIIAZ,()(7 HOIIlAb(}/, Z))
f(—)f(l"-)f(fb,-))

Definicién 1.17. X @7Y = Z&X*Y) /S donde S = <(x—|—:c’,y) —(z,y)— (2", y); (x,y+y')—
(xvy) - (xvy/)>

Notacién: z @ y = (x,y).
Si Z es otro grupo abeliano

Hom(X ®Y,Z) <> {f € Hom(ZX>Y) : flg = 0}

% . f($+$/7y)—f($,y)—f(.%‘l7y)
o {seruncx <y 2y L )

& Bil(X x Y, 2)

0}
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Propiedad universal del producto tensorial

La aplicaciéon X xY - X QY (z,y) — z ®y es bilineal, y si b: X x Y — Z es bilineal

= XxYy-t sz

-
7
7
_ 7 315, lineal

XY

La propiedad universal escrita en términos de Hom + la Ley exponencial nos dice entonces
HomAb(X RY, Z) Ad BII(X xY, Z) Ad HomAb(X, HOIIIAZ,(YV7 Z))

Si fijamos Yy y definimos
F(Z) := Hom,(Yp, Z)

visto como funtor de Ab en Ab y
GX)=X®Y)

entonces teenmos una biyeccién natural
Hom 4,(G(X), Z) <> Hom (X, F(Y))

es el ejemplo prototipico de adjuncién en categorias abelianas

Producto tensorial sobre un anillo

Si A es un anillo, X4 es un A-médulo a derecha e 4Y es un A-médulo a izquierda, su
producto tensorial sobre A, denotado X ® 4 Y se lo define como

X@aY =25/ (@ +a,y) - (2.y) - @),
(@y+y) = (2,9) = (2,9),
(va,y) - (x,ay))

:X®ZY/<xa®yfx®ay:x€X, yey, aGA)
Propiedad universal de X ®4 Y

Bilga(X xY, M) :={f: X xY — M bilineal / f(za,y) = f(z,ay)}

La aplicacion X XY — A®4Y ((CE, Y) = TRy y) es bilineal y A-balanceada y universal con

esa propiedad:
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Vb: X xY — M bilineal A-balanceada 3! morfismo de grupos abelianos b: X @4 Y — M
tal que

bz ®ay) =b(z,y)

(z,y) Xxy 2 -
7
I l _.—"'3!6
TRy X®aY

Adjuncion
Como antes, la propiedad universal escrita en términos de Homs queda:
Bila(X x Y, M) = Homz(X ®4 Y, M)
y si usamos la ley exponencial
>~ Hom_ 4 (X4, Homz(4Y, M))

y también = Homu_(4Y, Homyz (X4, M))

Como consecuencia, si G(Y) =X ®4Y, G : 4-mod— Z-mod,

] = Homg(G(Y), M) = Homa (Y, F(M)) \

donde F(M) = Homg (X4, M) € 4-mod.

Consecuencias de la adjuncion

El funtor X ® 4 — es co-continuo, es decir, si tenemos un sistema directo

=}
(1.5)

en particular por cada i € I tenemos una flecha Y; — h'rrIlYi, y tensorizando tenemos
—
X®4Y — X 04 (h’in)
—I
A su vez también teenmos un sistema directo

(xrouy, 5
(1,<)
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La propiedad universal del limite de éste tultimo sistema determina la flecha

lim(X ©4 i)+ X @4 (IimY;)
—I —1

y por tener X ®4 — adjunto a derecha, afirmamos que es un isomorfismo. En particular
X®@a(@Y:) =@:(X®aY5)

Demostracion. Llamamos G(—) = X ® 4 —. Para cualquier grupo abeliano W,

Homy, (G(h’in), W) = . Homy, (liin, FW)
—1I —1I

lg

limHomy,(Y;, FW)
I

l

Homy, (lir?G(Yi), W) —— limHomy(GY;, W)

1R

La demostracion concluye con el siguiente Lema, que dejamos como ejercicio de categorias: [

Lema 1.18. En C, U 2V < Home (U, W) = Home (V, W)
VYW (y natural en W ).

o sea, < Home(U, —) = Home(V, —), isomorfismo natural de funtores. Sugerencia: uti-
lizar los casos W = U y W =V para obtenerlas flechas U — V y V — U candidatos a
isomorfismos, mds la naturalidad.

Segunda consecuencia: exactitud a derecha

SiY . Z 2T —>0 esunas.ec. en A-mod, entonces

d d
X v Y v, 2% x o, 71— 0

es una s.e.c. de grupos abelianos. Esto es una consecuencia del sgte lema

Lema 1.19. Sea R un anillo (e.g. R= A, Z,A°?,...), f: S — M, g: M — N morfismos de
R-mddulos, entonces

A )

es una s.e.c. de R-mod < para todo R-modulo W

N 0

0 —= Homp(N, W) —2> Hompg(M, W) A Hompg(S, W)

es una s.e.c. de grupos abelianos.
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Dejamos como ejercicio la demostracién de este lema (ver por ejemplo [FSS]).
Observacion 1.20. La demostracion es valida en cualquier categoria abeliana.

Continuamos con la demostracién de la exactitud a derecha de X ®4 —.

g

Sea Y ! Z
ver que

T 0 unas.e.c. A-mod y llamamos G(—) = X ® 4 —. Queremos

Gf Gy

G(Y) G(2) G(T) 0

sea exacta. Para esto, tomamos W un grupo abeliano arbitrario. Por el lema anterior, basta
ver que

0 —> Homz(G(T), W) % Homy (G(2), W) S Homa (G(Y), W)

Consideramos el siguiente diagrama:

0 —> Homz(G(T), W) % Homy (G(2), W) S Homa (G(Y), W)

o o o

0 —> Homy (T, F(W)) > Homz(Z, F(W)) <> Homz (Y, F(W))

Como Y — Z — T — 0 es exacta, aplicando Hom 4 (—, F/(IW)) la fila de abajo es exacta. La
naturalidad implica que los cuadrados son conmutativos.

Applicacion general
Asi como tenfamos “el funtor Hom ~- funtores subobjeto, pues si N = AX) /S (X=
conjunto de generadores, S= submdédulo de relaciones),
Homa(AX) /S, M) = {f: X - M : f(S) =0}

el “producto tensorial ~~ funtores cocientes”. Por ejemplo: si € : A — k, A un k-dlgebra
aumentada entonces k es A-mdéduo via

1-a=¢(a)

supongamos A es k-libre (e.g. si k es un cuerpo)

M (dimye A) M M/{am — e(a)m) —=0

;o .

k@ Ay M ———k@y M ——— k@4 M ———0

l@a@mir——=c¢(a) @®m —1®am

por lo tanto k ® 4 M = KCYJ(VEI).M.
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Capitulo 2

Objetos diferenciales graduados

Modédulos diferenciales graduados

Definimos los A-moédulo diferenciales graduados. Una estructura diferencial graduada
(d.g.) en M € A-Mod es el dato de una descomposicién

(M, d), M =D M,,
nez

junto con una aplicacién A-lineal d : M — M que verifica
d?> =0,

d(M,) C M,,—1 (complejo de cadenas)

si d(M,,) € M,,+1 se llama complejo de cocadenas

Notar : Mn = M_,, cadenas < cocadenas

Dibujo:
d d d
coe = My = My - My — -

Ejemplo del Anilisis en R?
Sea U un abierto de R3,
0 — C=(U) L% (C=(U))? 2% (0= () L% c>=(U) - 0

Sabemos que Ker(grad)= funciones localmente constantes = R#COMWP- conexas
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También sabemos que rot(grad(f)) = 0 y que div(rot(F)) = 0. A su vez, (teorema de
campos conservativos), si U es simplemente conexo, entonces dado un campo F, existe ¢ tal
que F = grad¢ <= rotF =0, es decir, Ker(rot) = Im(grad).

En geometria diferencial vemos que la cohomologia de ese complejo es exactamente la
cohomologia de De Rham de U: Hy,(U).

Ejemplo algebraico

g € G, gN¥ =1, M un G-médulo (e.g. M = E/k una extensiéon de cuerpos y G &
Gal(E/k)), denotamos try :==1+4 g+ g> +--- + ¢g/¥ 71, entonces

trg try

BN ) YNy Y ' VNG Y g ) N

es un complejo.

Mas ejemplos
1. Si B es un anillo y A = B/(z), con z central, entonces
0—- B B5S B/(x) =0
es un complejo de B-mddulos.
2. A= B/(z,y), x,y centrales,
0—-B-—B®B— B-" B/(z,y) =0

b — (yb, —xb),
(b,¢) — zb+yc

Nombres

Observamos que
d?> =0 < Im(d) C Kerd

La pregunta natural es cudndo se da la igualdad.
Definicién 2.1. Un complejo se dice exacto si Im(d) = Ker(d). Se dice exacto en el lugar n

d d d
cor = Myy1 - My > My — -

si Ker(d : My, = My,_1) = d(Mp+1)
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Llamamos:
Zn=n-ciclos=Ker(d : M,, - M, _1) C M,
B,,=n-bordes=d(M,,+1) C Z,, C M,

Zn
H,(M,d) = B M exacto en lugar n < H, (M) =0

2.1. La categoria Chain(A)

Si (M,dp) y (N,dy) son complejos, un morfismos de complejos es una f: M — N
A-lineal t.q.

F(M,) C Ny, ¥n € Z
Jodu=dnof

Notar que Z,, B, y H,, son funtores.

Observacion 2.2. Los Limites y colimites: se calculan grado a grado (en particular suma
directa y producto). Idem Ker, Coker. También un morfismo es Epi (resp. mono, iso) si y s6lo
si lo es lugar a lugar.

Observacion 2.3. A-mod esta incluida en Chain(A), viendo a un A-méduo M como complejo
concentrado en lugar cero. Pero también Mor(A-Mod) estd incluida en Chain(A) via

(fiM—>N)w(---—>0—>Mi>N—>O—>---)

como complejo que ocupan los lugares -1 y 0 (por ejemplo). Veremos luego que este complejo
no es otra cosa que el cono de f visto como morfismo de complejos.

Ejemplo 2.4. A[0] = A “concentrado en grado cero”,

Homnain(a) (A[0], M) = Zy C My

f= 1)
0 A 0
Lk
M1 d MO d M—l

Homcpain(a)(A[0], =) = Zs(—) no es exacto, luego, el complejo A no es proyectivo en la
categoria de complejos.
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Ejemplo 2.5. Consideramos ahora Id 4 como complejo, més precisaente definimos el complejo
P por Py = A, Py = A, d = Id4. Calculamos Homcpain(a) (P, —):

(P, d) 0 A4y 0
foi lfl
(M, d) M, —% My —4 M M_,

HomChain(A) (Pa M) = My

(fo, f1) = fo(1)

Homcpain(a) (P, —) es exacto! .. P es proyectivo en Chain(A).

2.2. Lema de la serpiente

Este lema central en algebra homolégica dice lo siguiente: dado un diagrama conmutativo
como el que sigue

x oy 2.y 0
P
0 x Loy 2

con sus filas exactas, entonces se puede definir un morfismo § : Ker(c) — CoKer(a) siguiendo
el camino zigzagueante punteado

Ker(a) d Ker(b) d Ker(c)
z%g(y)
x—t vyt ze 9
a bl b(y) c
/ ! /k g /
0 > X Y Z
o Sf (@ bly)
= 7 g
Coker(a) — Coker(b) — Coker(c) y

y resulta que la sucesién
Ker(a) — Ker(b) — Ker(c) < CoKer(a) — CoKer(b) — CoKer(c)

es exacta. Este lema es de fundamental importancia, el morfismo § es la “madre” de todas
las sucesiones exactas largas.
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Demostracion. Indicamos la construccién de §. Se recomienda fuertemente hacer los ejercicios
respectivos indicados en la practica y hacer las cuentas por si mismo.

Como sugiere el dibujo, dado z € Ker(c), lo vemos como elemento de Z, al ser g epi,
existe y € Y : g(y) = z, aplicamos b y obtenemos b(Y) € Y’, pero por la conmutatividad
del cuadrado de la derecha y por ser z € Ker(c) resulta b(y) € Ker(g') = Im(f), luego
b(y) = f(x') para cierto x’. Finalizamos definiendo §(z) := 7' € X’/Im(a). El resto de la
demostracién es un chequeo de la buena definicién de § y de las exactitudes en cada lugar de
la sucesion de los nicleos y contcleos. O

Lema de la serpiente y sucesiéon exacta larga en homom-
logia

El lema de la serpiente nos provee del resultado general mas importante sobre complejos
y sucesiones exactas, que es el siguiente:

Teorema 2.6. 510 — X, — Y, = Z, — 0 es s.e.c. de complejos

0 Xn+1 ! YnJrl ! ZnJrl —0
dx dy dz
0 Xy —t v, —2 o7, 0
dx dy dz
f g
0 Xn-1 Y1 Zp—1—>=0
dx dy dy

Entonces queda inducida una s.e. larga en los grupos de homolgia

o Ho(2) 2 HL (X)) I (V) 2 Ho(2) 22 Hy (X)) < -
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Demostracion. Del diagrama con filas exactas

O Xn-‘rl ! KL+1 J ZrH—l O
dx dy dz
0 X, Loy, 22z, 0
dx dy dz
) g
0 Xn—l Yn—l Zn—l 0
dx dy dz

se sigue el sgte diagrama (con filas exactas):

Xn f Yy 9 Zn O
d(Xn+1) d(Yn+1) d(Zn+1)

lax lay iaz

lg lg ig
0 —> Ker(dX ) —1> Ker(d¥_,) —*> Ker(dZ_,)

Le aplicamos el Lema de la serpiente al diagrama
Xy f Ya g Zn 0
d(Xnt1) d(Yn+1) d(Zn+1)
iax iay iaz
0—> Zos(X) Lo 2,1 (V) 2> 2,4(2)

y obtenemos el morfismo de conexién J,, que “pega” las sucesiones de homologia en grado n
con las de grado n — 1

Ho(X) —L = H,(Y) —2— H,(2)

Xn S Y, g Zn 0
d(Xni1) d(Yn+1) d(Xni1)
Ex EY EZ
4 g
0—=2Z,1(X) —=Z, 1Y) —= Z,_1(X)
<.
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Aplicacion general

Sea (Y,,d) un complejo, queremos calcular Hq(Y'). Supongamos que conocemos un sub-
complejo X C Y. O sea, Vn damos un A-submédulo X, C Y, t.q. d(X) € X. Queda definido
el complejo cociente (Y/X), =Y, /Xy, dy,x = d y la s.e.c de complejos

0-X—->Y—>Y/X—-0

H,(X) no siempre es submdédulo de H,(Y'), H,(Y/X) no siempre es cociente de H,(Y) por
H, (X). Lo que sf sucede es que hay una sucesién exacta larga

o= Hy1(Y/X) - Hy(X) - Hy(Y) - Hy(Y/X) - Hy1(X) — - -

2.3. Operaciones con complejos

Dado un morfismo de complejos f : (Ms,d) — (Ne,d) tenemos los nuevos complejos
Ker(f) y CoKer(f):

(Ker(f))n = Ker(f : M,, = N,,), dger = d|

(Ker(f))n = Nn/f(Mn)7 dCoKer = 8

También tenemos las operaciones de Suma directa / Producto directo, limites y colimites.
Todas estas operaciones, de alguna manera provienen de operaciones en A-moédulos. Una
operacion propiamente de complejos es la siguiente: dados

(M,,d) € Chain(aModp), (Ne,d) € Chain(gModc)

se define el complejo producto tensorial M ® 4 N € Chain( 4 Mod¢) como el objeto graduado

(M ®AN), = ED M, ®4 Ng

ptg=n
y con diferencial
dim ®n) := d(m) @ n+ (=1)"'m @ d(n)

Mas tarde veremos la relacién entre la homologia del producto tensorial y el producto tensorial
de las homologias (férmula de Kiinneth).

Otras operaciones propiamente del ambito de los complejos son las siguientes:
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Suspension y desuspension

Ddo un complejo M, se define M[1], o también denotado M como “el mismo” complejo
pero trasladada su graduacién en 1, se denomina la suspencién. De manera andloga se define
Y71M = M[—1] como el complejo trasladado en -1. Es muy conveniente adoptar la convencién

de un cambio de signo en el diferencial)
M1y = Myy1, dypy) = —du
M[-1], = My 1, dpy—1) = —dum
M - o> My —> My —> My — -+ o= My —> My —> - --

M[-1]: - —>M,—>M, 1 —>M, o—>-- ---—>My—>M_j — -

Ejemplo 2.7. Si M € sMod es un complejo concentrado
en grado cero = M][1] estd concentrado en grado -1

Observacion 2.8. ¥ es un funtor inversible. Estd definido Mn] Vn € Z

El cono de un morfismo
Sif: M — N, definimos

(Co(f)) =N, @ M)[-1], = Ny © Mya

n

d(n,m) := (dn + f(m), —d(m))

Verifica 02 = 0, pues
9*(n,m) = 8(dn + f(m), —d(m))

= (d(dn + f(m)) + f(—dm), —d(—d(m)))

= (d®n + (df — fd)(m),d*m) = (0,0)

dado que d> = 0 en M y N, y f es morfismo de complejos, por lo tanto conmuta con el
diferencial. Ademads, claramente hay una s.e.c. de complejos

]o—>N—>co(f)—>M[—1}—>o\
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Triangulos:

La sucesion exacta anterior se puede continuar indefinidamente a la derecha y a la iz-
quierda, no de manera exacta, ni siquiera como complejo, pero luego veremos que al tomar
homologia dara lugar a una sucesion exacta larga. Esta construccion se la denomina “tridangu-
lo”, por su similitud a la 3-periodicidad (salvo suspensién). Se agrega a la s.e.c. el morfismo
f inicial

M Lo N Co(f) —= M[-1]

y aplicando ¥, o £¥~! tenemos

== Colf)1] == M == N — Co(f) — M[~1] == N[-1] = Co(f)[-1] — ---

Sucesion exacta larga del cono
Veremos que el morfismo de conexién de a s.e.larga inducida por la s.e.c. del cono asociado
af:M—N
Co(f) =N &y M[-1]
Oo(f)n =N, ®My_1

d(xz,m) = (dz + fm,—dm)

0—>N—=Co(f) > XM —0

es justamente f. Para eso recordamos el uso del Lema de la serpiente : 0 - X - Y — Z7 —
0~

o Hy(X) ——= H,(Y) —2—~ H,(2)
Xn i Yn, P Zn - O
d(Xn+1) dYnt1) 5 d(Xnta)

. ¥
00— Zn_1(X) —> Z, 1 (V) —2> Z,_1(X)

< -

Hy (X) e Hy o (V) e Ho 0 (2)
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En el caso de la s.e.c. del cono tenemos

~ Hy(N) —— H,(Co(f)) > H,,—1(M)
o
Ny Npn®My_1 M, 1 0
d(Nny1) d(Co(f)n+1) 7 d(Nnt1)
(0,m)

(£(m),0)
A

00— Z,_1(N) j()) n—1(Co(f)) Zn—o(M)

f(m)
N

Hy, 1(N) ——— H, 1(Co(f)) —— Hp_2(M)

Una relacién importante que se deduce de esto es:

Lema 2.9. f: M — N es g-iso <= Ho(Co(f)) =0

Demostracion. consideramos la s.e.c. 0 = N — Co(f) = XM — 0 ~ que induce la s.e.l

Ho 1 (N) = Hy1 (Co(f)) = Hosr(3M) B H, (N) = H(Co(f)

y concluimos. O

q-isos y homotopias

Definimos la relacién de equivalencia de homotopia entre morfismos de complejos por

Definicién 2.10. Si f,g : M — N son dos morfismso de complejos, decimos que son ho-
motdpicos, y denotamos f ~ g <= Jh: M — N A-lineal tal que f — g = dh + hd.

Notar que la h de la definicién anterior no puede ser morfismo de complejos, de hecho
no puede ser homogénea de grado cero, debe ser homogénea de grado opuesto al grado del
diferencial.

La aplicacién imediata es que si f ~ g : M — N entonces f y g inducen el mismo morfismo
entre las homologias:

Demostracion. Sea m € M tal que dm = 0y h A-lineal tal que f — g = dh + hd, entonces
f(m) — g(m) = d(hm) + h(dm) = d(hm) + 0

por lo tanto
[f(m)] = [g(m)] MOD Im(d)
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es decir,

O

Definicién 2.11. Decimos que dos complejos M y N son equivalentes homotopicos si existen
morfismos de complejos ¢ : M — N y 1 : N — M tales que

potp~ldy, o ~Idy

Observamos que equivalencia homotépica implica quasi-isomorfismo, pero las nociones no
son equivalentes.

Ejemplo 2.12. Tomamos los complejos P y M:

P ---—>O—>Z3>Z —0—...

M: - ---—=0—>0—>Zy—0—...

tienen misma homologia (no nula), pero Homcnpain(z) (M, P) = 0!

Sin embargo, existe un morfismo en el otro sentido f: P — M

2

b

Ly

que induce un isomorfismo en homologia.

Si queremos calcular homologia, queremos complejos a menos de g-is, que es mas débil
que a menos de homotopfa.

Nombres

Si en (M,,d) 3h t.q. hd + dh = Id); = He(M) = 0, en ese caso diremos que M es
contrdctil. Si sélo sabemos que Ho(M) = 0=aciclico, diremos que M es aciclico.

Ejemplos:

Para un complejo de longitud dos:

0 — X — Y — 0 contractil o acicilo es lo mismo
Sin embargo, para un complejo de longitud 3:
0=-X—-Y—=>2-0

ser aciclico = exactitud, mientras que contractil = la s.e. se parte.
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2.4. Complejos contractiles y funtores aditivos

Consideremos una s.e.c.
0—-X—-Y—>272—-0

una s.e.c. en A-Mod, y F': A-Mod— Z-Mod. una pregunta natural es si
0—-F(X)—>FY)—>F(Z)—0

una s.e.c.
Supongamos F' ditivo, es decir, F(f + f') = F(f) + F(f), luego F(0) =0,

= 0> F(X)—>FY)>F(Z)—=0

es un complejo. Cuanto vale su homologia?

Si (M,,d) es contrdctil, con homotopia h y F es aditivo, entonces (F (M), F(d)) es
contractil con homotopia F'(h), pues

daF(h) + F(h)dpar = F(dag)F(h) + F(h)F(da)

Luego,

todo funtor aditivo manda complejos contractiles en complejos contractiles.

En particular, sucesiones exactas que se parten en sucesiones exactas. El problema de preservar
la exactitud aparece al calcular F' en las sucesines exactas que no se parten. Para estudiar el
comportamiento con respecto a la exactitud se define el funtor derivado.

2.5. Funtores derivados: Estrategia

Como las sucesiones exactas de moédulos proyctivos siempre se parten, y ahi los funtores
(aditivos) siempre preservan exactitud, una estrategia es reemplazar M € 4Mod por un
complejo mejor comportado, lo que se denomina una resolucion proyectiva:

M~ (- Pyy1 =Py — =P P —M—0)

Es decir, un complejo exacto con P, proyectivoVn > 0.

Tenemos entonces un morfismo de complejos, que es un qg-is

(Poyd) T n+14>Pn%'"'4>P14>P04>0

i

>0 —M —0
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Podemos pensar que P, s un reemplazo quasi-isomorfo de M en Chain(A). Si aplicamos F' en
P, (en vez de en M) se define

L,F(M):= H,(F(P.))

Esta definicién en principio depende de la resolucién proyectiva. Cabe preguntarse, hay
funtorialidad? Es decir, i f : M — N, podemos definir un morfismo de resoluciones asociado

a f?

—= P P, Py P M 0
? ? 2 2 if
Y v v v

= Qni1 Qn Q Q N 0

Buena definicién (1): hay algun tipo de unicidad del levantado de f?

— P Pn Pl ,PO M 0
ifn#»l ifn ifl l/fo io
> Qns1 Qn aE @1 Qo N 0

Buena definicién (2): Hay unicidad de resolucién?, unicidad a menos de homotopia? si
tenemos dos resoluciones, serdn equivalentes homotoépicas? Si supieramos que el levantado
de un morfismo f es Unico a menos de homotopia, al considerar dos posibles resoluciones,
levantando la identidd de M tendriamos morfismos de comparacién entre los complejos

—> Py P, e Py Py M 0

ifvﬂrl l/fn ifl ifo Id
> Qnya Qn e @1 Qo M 0

o e Tl
o —> Py P, e P, Py M 0

y si los componemos

o —> Py P, e P, Py M 0

gn+1fn+1i ignfn iglfl igofo \le
co—> P,y P, e P Py M 0

tendriamos un morfismos que levanta la identidad. Pero claramente la identidad de P, tam-
bién levanta la identidad, luego, sabiendo que el levantado es tnico a menos de homotopia
podriamos concluir

gf ~1dp,

y con argumento similar también fg ~ Idog,.
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Estos lemas de unicidad a menos de homotopia son ciertos, los mostraremos més adelante.
Nos permiten concluir que P, = P(M) bien definido a menos de equivalencia homotépica (i.e.
a menos de iso en H(A)), y fijadas resoluciones P, y Qo de M y N, estd bien definido

f:M— N~

~ fo 1 Po = Qo € Homyy(a)(Ps, Qo) = Homcpain(a) (P, Q)/ ~

Proposicion 2.13. Si F' es exacto a derecha, entonces
LFy(M) = Hy(F(P.)) =2 F(M)

Demostracion.

LoF(M) = Hn<---FPn+1 — FP, -+ — FP, — FP, —>0)
a partir de una resoluciéon

=Py = Pp= =P =P —=+M=0

tenemos

Pt p Yy 0

usando que F' es exacto a derecha, tenemos lasiguiente sucesion exacta:

(%) rr, 29 ppy KL pay 0

F(d,
Concluimos FM = CoKer( FpP (—>) FP, ) =

HO(---FP,,LH —~FP,— .- — FP, — FPy — 0) — LoF(M)

El ejemplo més importante que veremosde funtor derivado a izquierda es:

Definicién 2.14. | Tor? (M,N) = L,(M ®4 —)(N) = H,(M ®4 P,)

2.6. Lemas de levantamiento

Lema 2.15. Sea f: M — N y consideremos un diagrama con

P; proyectivos e P, e P P M 0
? ? ? if
v ' '
exacto .. Qn L. Q Q N 0

Entonces 3 {fn : P, = Qn}n>0 que completan el diagrama con todos los cuadrados conmuta-
tivos.
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Demostracion. El caso f1 lo indicamos esquemaéticamente:

fo : P1 4 P() = éo M 0
| .
fr=fodg 1 To% lf
v <l
Q1 o Qo B N 0

su existencia se debe que Jy es epi y a que Py es proyectivo. Ademds, como el cuadrado queda
conmutativo, vemos que dyo f1od; = fodyod; = 0, luego, la imagen de f1 od; estd contenida
en el nucleo de Jy, y como el complejo @ se lo suponia exacto, coincide con la imagen de 0.
Podemos co-restringir a la imagen de 97 y continuar inductivamente. Concretamente:

Inductivamente suponemos definido hasta f,, con los cuadrados conmutativos:

dn41 dn
Pn+1 -Pn Pnfl
fn frno1 ]
Onio Qn+1 Ot n o Qn—l

por la conmutatividad del dltimo cuadrado, con el argumento anterior podemos restringir a
la imagen de 0,,—1 y tener un diagrama

dn+1 dn
PnJrl Pn Pn,1
fnodn+1
frvr= mn«i»l Im(an—H) fn F T e
1 —1
8n+2 QTL-‘r 8n+1 Qn an Qn

O

Lema 2.16. Unicidad del levantado a menos de homotopia: { fn}n>0 levanta al 0 = f ~ 0

Pt P, - P Py M 0

T : lfﬂ‘f’lhn lfn hl,—' lfl ho lfo 0 \LO
2 £ 2 = ¥ ¥

Q7z+1 Qn o Ql QO N 0
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Demostracion. caso 0

d d
Py : B °>M =0
Vhor-" fo h1=0 0
o
Q1 o Qo % N -0

Queremos ver dh + hd = f. En el caso de fy, si tomamos h_; = 0, buscamos hy tal que
O1ho + 0dg = fo, es decir, que
O1ho = fo

Notamos que el cuadrado de la derecha conmuta, luego Im(fo) C Ker(partialy) = Im(0;), asi
que si corestringimos fy y 01 a la imagen de 01, la existencia de hg se debe a la proyectividad
de Po.

Paso inductivo:

dni1 dn

Pn+1 Pn

hfn«%»l"-7 fn+1 hn fn hnfl fnfl

Qn+2 Qn+1 Qn anl -
Ont2 On41 On

Asumimos vélida la féormula f, = On41hyn + hp—1d,, buscamos h,1 tal que

fn+1 - 8n+2(hn+1?) + hndn+1

Esto es equivalente a
fn+1 - hndnJrl - 8n+2(hn+1?)
—_——
g

Notamos que g : P41 — Qn1 verifica Im(g) C Im(0p+1) = Ker(9,,+1) pues
an+1g - an—&—l(fn+1 - hndn+1)

= Ont1fnt1 — Ony1hndnpr
por conmutar el tiltimo cuadrado queda
== f7ldn+1 - 6n+1hndn+1

y sacando factor comun
= (fn - 6n+1hn)dn+1
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Pero por hipétesis inductiva f, = Op11hpn + hn—1d,, luego,
(fn - 8n—l—lhn)dn+1 - (an+1hn + hn—ldn - n+1hn>dn+l
= hn—ldndn-i-l = hn—lo =0
y concluimos la existencia de h, 41 por la proyectividd de P, 4. O

Corolario 2.17. Unicidad de resolucion a menos de equualencia homotdpica

Pria P, e P Py M 0
lfnJrl lf lfl lfo J{Id

@nt1 Qn . Q1 Qo M 0

P, P, e P Py M 0

e Poi1 P, e P Py M 0
9n+1fn+1l lgnfn imfl \Lgofo lld

- P P, e P Py M 0

égf ~ Idp..

Corolario 2.18. Si un complejo P, es exacto, tiene todas sus componentes P, proyectivas,
y P, =0 para n << 0, entonces es contrdctil.

Demostracion. Consideramos
o= P= =Py =020

un complejo con esas propiedades. A menos de suspencién, podemos asumir ng = 0. Ob-
servamos que este complejo es una resolucién proyectiva del médulo M = 0. Utilizando la
unicidad del levantado, vemos que tanto el morfismo 0 como Idp, levantan a 0 = Idg, luego
Idp, ~ 0. O

Volviendo a los funtores derivados, concluimos, P, = P(M) bien definido a menos de
equivalencia homotédpica (i.e. a menos de iso en H(A)), y fijadas resoluciones P, y Qo de M
y N, estd bien definido

fi:M— N~

~ fo i Py — Qo € Hom’H(A)(Pu Qo) = HomChain(A)(Pa Q)/ ~
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Es decir, tomar una resolucién da un funtor, definido a menos de iso tinico
A — Mod — H(A)
M — P(M)
f=A{fatnzo
Recordamos que si V4, 4 M, entonces
Tor (N, M) = H,(N ®4 P,)
donde Py, — M — 0 es una resolucién de M como A-médulo.

Como Py - Py — M — 0Oesexacta= N®y P - N®sa Py - N®s M — 0 también
= Torg (N, M) = Ho(N @ P,) =
A

=Hy(- > NP, NP - NP = 0) XN M
A A A A

Pero Tor’ (N, M) con n > 0 son funtores “nuevos”.

Ejemplo 2.19. A = k[z,y], M = N = k con p(z,y) - 1 = p(0,0). Para calcular Tor? (k, k):

Py, —k—0: 0—A ADA A k 0
p = (yp, —xp) p+——>p(0)

(f,g9) —=xf+yg

k®a Po:
0—kRA—kQRADERA—k®A—0
A A A A
0 k kok k 0
o Tor(k, k) =k & k, Tord (k, k) = k.

Veremos luego las siguientes propiedades:
e0—>X—>Y - Z —0s.ec. de A-mod = VNy,:

.- —Tor{(N, X) — Tor{(N,Y) = Tor}}(N,Z) > N X = N®Y =N® Z =0
A A A
e Tor deriva % en las dos variables:

e Célculo de algunas resoluciones funtoriales (P(—) : A-Mod— Chain(A))



Capitulo 3

El funtor ® y su funtor derivado:
Tor

Definicién 3.1. M4 es playo si M ® — preserva monomorfismos.
A

Observacién 3.2. M playo <= M ® — preserva s.e.c. (<= M ® — preserva exactitud)
A A

Proposicién 3.3. M, es playo < Tor’s(M,—)=0VYn > 1 & Tor{ (M, ) =0

==) dado 4N, encontramos P, — N resolucién, = M ®4 P, es exacto donde P, lo es
= Tor,(M,N) =0 Vn > 1, y en particular para n = 1.

<)Sif:N— N esmono,=0— N EAY VN Coker(f) — 0 es una s.e.c. y utilizandola
s.e. larga

-~-%TorlA(M,Coker(f))%M%N@M%N/%M§00k‘€r(f)_>o

y concluimos que f ® Id es mono porque Tor; = 0.

Observacién 3.4. Sea 0 — M’ — M — M" — 0 s.e.c. = VN tenemos una s.e.larga

Tors(M",N) — Tor{!(M', N) — Tor{*(M, N) — Tor{(M",N) - M @ N
A

Concluimos que la playitud tiene el sigueinte comportamiento:

M", M playos = M’ también,

M', M" playos = M también, sin embargo

si M', M son playos, no estd claro que M” lo sea necesariamente: Ejercicio: encontrar
contraejemplo.

Observamos también que 3 playos no proyectivos, e.g. Q no es Z-proyectivo, pues no es
libre!
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Limites filtrantes

Un poset (I, <) se dice filtrante < Vi,j € I Fk: 4,5 < k
Ejemplo 3.5. Todo M € A-Mod es limite filtrante de sus submodulos f.g.

Lema 3.6. (Ejercicio adicional guiado para el hogar)
en un limite filtrante (de A-mddulos)

1) w e limM® = Jig : w € Im(M™ — limM?)
—I —I
Q)mGMiO,mHOGliIrIlMiéEljziozmHOGMj.
—

m Mj —————> limM’ 0

N —1
N 7
Li<j Ve

v
N\ s

0 M

Observacion 3.7. si (M?,d") es un sistema directo de complejos, tomando homologia tenemos
otro sistema directo y flechas

M7 —1limM?* ~ H,(M?) — H, (imM?)
— —

jski / jgkl /

M;, Hy, (M)

por lo tanto hay una flecha natural entre el limite de las homologias y la homologia del limite
limH,,(M?) — H,({mM?).
— —

Proposicién 3.8. si (I,<) es filtrante entonces el morfismo anterior es un iso

h’Lan(Mi) ~f, (@Mi)

Demostracion. w € hinMi7 = w viene de un m € M (y por lo tanto dw viene de dm). Si
ademds 0 = dw = d(m) = 0 en algun M7 con j > i.
= lmZ (M) — Z(lmei) es epi.
— —
M = Ligj(m) = w
= limH(M?) — H(h’mMi) es epi.
— —
Si HmH (M) 3 [n] — 0 € H(lmei)
— —

[n] viene de un [m] € H(M?), y [m] + 0 en H (h’mM i); entonces [m] va a parar a alguien
—

que es d(u), pero u viene de un m’ en M7,
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Existe algtin & > 4,5 / m y m' estdn en M* y m — dm’ va a parar a cero en limM®.
—

Entonces, en algun M! van a parar a cero, luegoentonces

[m] =0 e H(M"
Concluimos que h’_r)nH (M%) - H (11_r>nM 1) es inyectiva. O
Corolario 3.9. Tor conmuta con limites filtrantes

Demostracion. Si (I,<) es filtrante y ({M*}ier, {ti<j}) es un sistema directo de A-médulos

indexado por (I, <), para calcular Torf (h'IrIlMi, N ) resolvemos N
—

Qe > N—0
Entonces
Tor? (h’mMi, N) - H, ((h’mMi) ®4 Q.)

—1 —1

como — ®4 () conmuta con limites directos arbitrarios
~, (h’m(MZ- ®a Q.)) = i H, (M; ®4 Qa) = limTor (M;® 4, N)
—1I —I —I
O

Recordamos M playo <= Tor‘lq(M ,N) = 0 para todo N, a partir de lo anterior podemos
mejorar esta caracterizacion:

Corolario 3.10. M playo <= Tor{ (M, A/I) =0 VI C A ideal a izquierda.

Demostracion. <): Cambiando A/I por otro médulo isomorfo, asumimos Tor{ (M, N) = 0
para todo N ciclico.

Sea N f.g., N = (x1,..., k). Se tiene una s.e.c.

0—(z1) > N—=> N/{(z1) =0
Notar
N/(x1) = (T1,T2,...,Tk) = (To, ..., Tk)
se puede generar con k — 1 elementos. Como N = (x1) & A/I, tenemos que
Tor{ (M, (1)) = 0 por hipétesis
Tor{!(M, N/(z1)) = 0 por hipétesis inductiva
= Tor{!( M, N) = 0 por la s.e.larga

oo = Tor{M(M, (1)) — Tor{{(M, N) — Tor{' (M, N/{(z1)) — - - -

. Tor{!(M,N) =0 VN tg |
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Si N es arbitrario = N = limN’ con N’ C N f.g. es filtrante, luego
—

Tor{ (M, N) = Tor{"(M, mN') = 11’_r>nTor‘14(M, N') = 1im0 = 0

Tor y torsion

Ejemplo 3.11. z € A sin torsién a izquierda (az = 0 = a = 0), Tor{ (M, A/Az) se calcula
por:

Resolvemos N = A/Az via 0 - A 3 A = N — 0, luego

Tor (M, N) = H, (M @40 A5 A 0))

%H.(0—>M—>'xM—>0)

= Tor1 (M, A/Az) = M® = {m : mz = 0}= z-torsién de M. Si M es playo y A integro = M
no puede tener torsion.

Ejemplo 3.12. Si A es dip, entonces M playo <= M no tiene torsién.

3.1. Complejos dobles y Tor derivando la otra variable

Introducimos la herramienta de los complejos dobles, interesante en si misma, la aplicare-
mos para ver que da lo mismo calcular Tor 4 (M, N) resolviendo a M, o a N (o a ambos a la
vez).

Definicién 3.13. Un complejo doble de A-médulos M = (M, dp, d,) es un objeto bigra-
duado con dos diferenciales que anticonmutan:

M = @ M,,

P,qEZ

con diferenciales “horizontales y verticales” dj y d,:
dp 2 Mpq — Mp g1, d?; =0
dy: Mpg— My_1,4, d7 =0

dydp +dpd, =0
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Gréficamente lo representamos como

dn dy, dp, dn dp
My 4 My My 4 My 2
d, dy dy dy

dp dy, dp, dn dp
My 1 M M1 M 2
dy dy dy dy

dp, dp, dp, dp, dp,
<444*AﬂL,1 Aﬂlo Amll ﬁdbg
dy dy dy dy

dp, dp, dp, dp,

<%44'ﬂ4_1f_1<%447A4_1ﬁ A4_1J Af_lg

Los complejos dobles forman una categoria de manera natural definiendo como morfismos los
morfismos bigraduados que conmutan con d, y dp.

Observacion 3.14. El nucleo y conucleo de un morfismo bigraduado resultan naturalmente

bigraduados, y el nicleo y conucleo de un morfismo de complejos dobles son también complejos
dobles.

Definicién 3.15. (Complejo total asociado: la diagonal) Dado un complejo doble, se define
el complejo total como

Tot(Mee)rn := @ M,
ptg=n

con diferencial:

drot(Mmp,q) = dym + dpm € Tot(M)piq—1
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Gréficamente:
TOtl N
N N N
AN
~ ~
dp, \M dp > dn dn dn
N 2-1 Moo My 1 Mo <—
N N AN
N dy N dy > dy dy
~ ~N
dp, dp dn dn dn
—1<—— M~y My S My, <"—
~ - N ~ ~ -
~ dy ~ dy dy dy
~ ~ ~N N
dp ~ dp ~ dh\ N dp N dn
< Moy Mya Mo 1 Moo <—
~ ~ ~ N
~ ~ ~ ~ AN
~ dy dy ~ dy N dy
dn o> d N dn d TN
LM g < Mg < Mgy <=My <
~N N
N ~ ~ ~
~ ~N ~ ~N
~N ~ N N
~N ~N ~N ~N

Definiciéon 3.16. Decimos que 0 — M,, —f Nye =9 Ree — 0 es una s.e.c. de complejos
dobles si f y g son morfismos de compejos dobles y todo p, g

0= My Npy S Ryyg— 0
es una s.e.c. de A-mddulos.

Ejercicio: un s.e.c. de complejos dobles determina una s.e.c. de complejos usuales
0 — Tot(Mas) L Tot(Nus) % Tot(Res) — 0

Como consecuencia inmediata tenemos:
Corolario 3.17. Una s.e.c. de complejos dobles 0 — Meqq —F Noyo =9 Ree — 0 induce una

s-e-larga en la homologi de sus totales.

Una clase importante de coplejos dobles son los que estan soportados en algin cuadrante.
Por ejemplo, si un complejo tiene componentes eventualmente no nulas en posicién:

dp, dp dp
My o My 4 My o
dy dy dy

dp dp dp
M o My 1 M 2
dy dy dy
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se denomina un complejo doble en el primer cuadrante. El resultado méas importante
sobre complejos dobles que utilizaremos es el siguiente:

Lema 3.18. Si M, estd en el primer cuadrante y sus columnas son exactas = Tot(Mee) €s
ezxacto.

Demostracion. Haremos una demostracion gréafica. Supongams primero que el complejo tiene
una cantidad finita de columnas:

SR D
SR
S DR
SR S
SR U

en caso de haber una sola columna, el resultado es obvio. Si no, podemos considerar una s.e.c.
de complejos dobles que representamos esquemaéaticamente de la sigueinte forma:

i
i
T
i
f
|

j
!
i
i
5
|

j
!
i
i
5
|

r
r
ﬁ

P<—0<—0<—0<— 0 <—

!

!
i
!

o< 0< oO0<  @O0< @0<—
<.
<
o< 0<—0<—0<— O0<—
e<—0<—0<—O0<— O0<—

!
r

0e<—0<—0<—0<— @0 <—
<
-

A

o cee e O < O

!
i
!

donde vemos que la primera columna es un subcomplejo, y que el complejo cociente se identi-
fica al complejo al que se le ha borrado la primera columna y eliminado los diferenciales que
figuran punteados en el diagrama.

Recursivamente, el complejo de la derecha es exacto pues sigue teniendo sus columnas
exactas y tiene una cantidad menor de columns que el del medio. El resultado se sigue entonces
de la s.e.larga.

Si ahora un complejo del primer cuadrante tiene una cantidad arbitraria de columnas no
nulas, observamos que al calcular H,, (T'0t(Cee) s6lo intervienen las primeras n+1 columnas en

Pt

P<—0<—0<—0<— 0 <—

!

0<—0<—0<—0<— 0 <—
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el célculo por lo que podemos considerar que el calculod e H,, lo realizamos en el subcomplejo
de las primeras n+1 columns, y éste es aciclico porque tiene uan cantidad finita de columnas.
O

Observacion 3.19. Un resultado andlogo es vélido intercambiando, en ls hipétesis, filas por
columnas.
Aplicacion: Tor derivando la otra variable

Sean
Q2= Q1= Qo AN =0

i Py PPy My —0

y consideramos el diagrama:

b } / l

N®¢AP3 Q()<§1,4P3<*Ql@1,4133eQzQ@iAPge

N®£4P2 QoA P <— Q104 Po<—Q2®4 Py <—
} ! )

NQTPI O R O R O
| J !

N®aFy Qo®aAPy<— Q104 Py <~—Q2®4 Py <—

QoR®aM<—Q1 @4 M~<—Q2®4 M <—

Si consideramos el complejo doble junto con la columna de la izquierda + el agregado del
diferencial dado por la flecha ¢, sus filas son exactas (porque se tensoriza con proyectivos,
que son playos), por lo tanto el total es aciclico. Pero, a menos de suspensién, ese total
coincide con el cono de la plicacién inducida por e. Esto dice que el morfismo € ® Idp, es
un quasi-isomorfismo. De manera andloga, el cono del morfismo Idg, ® 1 nos da el complejo
doble “completado” con la fila de abajo con M, que tiene columnas aciclicas (pues vienen de
tensorizar con los () que son proyectivos, luego playos), por lo tanto (total de) el complejo
doble también es quasi-isomorfo al complejo dado por la fila de abajo. Concluimos que la
homologia de la columna de la izquierda es isomorfa a 1 homologfa de la fila de bajo. Es decir,

Ho(N ®4 Po) = Ho(tot(Qe @4 Po)) = He(Qo ®a M)
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3.2. La formula de Kunneth

Relacionaremos, para dos complejos (X4,d), (4Y,d) en situacién favorable, la homologia
del producto tensorial con el producto tensorial de sus homologias. Primero observamos que
si

dx =0, dy = 0 entonces d(z ® y) = 0.
dr=0,y=dy =2 zQy=2dy =+dzy")
rx=dr',dy=0=zQy=dr’ @y=dzy)

.. estd bien definida H,X x H,Y — Hpy,(X ®4Y), es bilineal y balanceada, por lo tanto,
para cada n 3 flecha natural

P H,x @ HyY — Hy(X ©Y)

p+g=n

Puede ser un iso en general? No!!l Si X, = P,(M) es una resolucién de un médulo M,
X, es exacto salvo en 0, y si Y = N (un médulo visto como complejo concentrado en grado
cero), tambien es exacto salvo en 0, pero X ®4Y = P(M) ®4 N calcula Tor’ (M, N)!

A veces es un iso? si, a veces:

Teorema 3.20. (Fdérmula de Kiinneth) Supongamos ¥n B(X), es proyectivo y Z(X), es
playo. Entonces el morfismo natural anterior estd en una s.e.c.

0— @ H,X@HY—H, (X ® Y) @ TorH,X,HY)—=0

p+g=n p+g=n—1
Ejemplo 3.21. A = k un cuerpo = el morfismo natural es un iso.

Ejemplo 3.22. A = Z (o un dip) y X, libre Vn (e.g. X= el grupo abeliano libre en un
conjunto simplicial) = B, (X) y Z,(X) son libres ¥n (sobre un dip, submédulo de un libre
es libre) = vale la férmula de Kiinneth.

Ejemplo 3.23. Existen morfismos (Eilenberg-Zilber)
. F . .
CoMI(X xY)—=CJ"™(X) ®z Ca™(Y)
G
con

FG =1d, GF ~1d

Por lo tanto, la férmula de Kiinneth implica, en el caso A = Z, una relacién entre la homo-
logia singular del producto cartesiano de espacios topolégicos y el producto tensorial de sus
homologias.

Ejemplo 3.24. Sea k un anillo conmutativo, y consideramos

0— klz] > k[z] = k—0
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es exacto, y los submddulos de ciclos y bordes son o bien cero, o bien libres. Llamando
X = (0 — E[z]es A k[xz] — 0) (k[z] en grados 0 y 1, d(e1) = x), entonces

H{(X)=0, Hy(X)=k
y en X también los ciclos y bordes son o bien 0 o bien k-libres, por lo tanto se puede tensorizar

con X y usar la férmula de Kiinneth. Pero més atin, como He(X) es o bien cero o bien k-libre,
el término de Tor; es cero, y la férmula de Kiinneth da un isomorfismo

D Hp(X) @4 Hy(Y) = Ho(X &1 Y)
pt+g=n
para cualquier complejo de k-médulos Y. Si tomamos Y = (0 — k[yles > k[y] — 0) entonces
X®Y 20— kz,yleres = k[z,yler & klz, ylea — K[z, y] = 0

d(e1es) = xey — yes, d(er) =z, d(es) =y
Resulta un complejo exacto en grados positivos en con homologia k en grado cero, luego, este
complejo nos da una resolucién k[z, y]-libre de k.

Observacion 3.25. Un argumento inductivo provee de una resolucién de k como k[z1,. .., z,]-
moédulo que estudiaremos mas tarde, llamada la resolucién de Koszul.

Ejemplo 3.26. Sean A y B dos k-algebras y supongamos k cuerpo. Consideremos M4, 4N
My, pN’, entonces (® = ®y,)

M ® M’ es un A ® B-modulo a derecha,

N ® N’ es un A ® B-modulo a izquierda, y

Tor{®P(M @ M',N @ N') = Tord (M, N) @ TorZ (M', N")

Demostracion. Ejercicio 1) Py — M, P, — M’ dos resoluciones, entonces P ® P’ resuelve a
M ® M’ (usamos Kiinneth),

Ejercicio 2)
N')

)

(PP A<§>B (N®@N') = (P§>N)® (P

®
B
@n

/ !
<
(p®p)AgB(n®n) (p<§n)®(p ®

Ejercicio 3)

=
—
S
®
z
®
~
®
=
=
[

Hy(P® N)® Ho(P' @ N')
A B
O

Teorema 3.27. (Fdrmula de Kiinneth) Supongamos ¥n B(X), es proyectivo y Z(X), es
playo. Entonces el morfismo natural anterior estd en una s.e.c.

0— @ HXQH)Y —H,(X®Y)— @ Torf(H,X,H,Y)—0
p+qg=n A A p+g=n—1
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Demostracion. Sea X un complejo, Hy(X) = Z,(X)/By(X)
0 — (Z(X),0) *> (X,d) —% B(X)[~1] —0

es sec de complejos. Vp

0 —= Z,(X) > X, —= B, 1(X) —=0

es s.e.c. de A-médulos (a derecha)

Como supusimos B, (X) proyectivo Vn = (lugar a lugar) se parte. Si Y, es un complejo
(de A-mod a izq) = Vg

00— Z,(X) V2 x, 0y X808 (X)®Y —=0

es exact y también

00— (Z(X) @)y > (X YV), XL (BX) @Y )0t —=0

00— (Z(X)®Y)y ——— (X2 Y), XY (B(X)®V)ns —=0

:I:Id®dy:ld dl/ d:\LiId®dY

7 d 1d
00— (Z(X) @Y )1 = (X@Y), TF (BX) @Y )poy —>0

Concluimos una s.e.c. de complejos

0—=Z(X)Y =XV ZXB(X) 0 V[-1] —0

= s.e. larga en homologia
o Hy 1 (Z(X)QY) > Hy1 (X ®Y) = Hy 1 (B(X)@Y[-1]) —

= Hy(Z(X)®Y) = Hy(X®Y) = Hy(B(X) @ Y[-1]) = -+

= Hyp1(Z(X)®Y) 5 Hyp1 (X ®Y) = Hy g (B(X)[-1]®Y) —
- H,(Z(X)®Y) = H,(X®Y) = H,(B(X)[-1]®Y) =

Obervamos: para W = Z 6 B

H,(W®Y)=@Hyp(W, ®Y)

p
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y si Z es playo (B era proyectivo, luego playo también), para W = Z 6 B

H,(W®Y)= @WIJ ® Hn—p(Y) =WeH®Y))h

p

Tambien es claro que H,+1(B(X)®Y[-1]) = H,(B(X)®Y).

la suc.
= Hy1(Z(X)QY) = Hyp 1 (X ®Y) = Hy (B(X) @ Y[-1]) —
- H,(Z(X)®Y) > H,(X®Y) = H,(BX)[-1]®Y) —
queda
> P B, @ Hy (V) —
Pz, 0H, (V) > Hi(X®Y) > P B, @ Hyoy (V) =
Pz, @ Hor (V) = -

como tensorizar es exacto a derecha, el conticleo de
P By ot (V) > @ 2y Ho ()
P P
es P, Hp(X) ® H,,—,(Y) por lo tanto, la sucesién
@ By @ Hy-{Y) — @ Zp @ Hpp(Y) > H(X QY) — @ By @ Hyp-1-p(Y) = @ Zp @ Hp-1-p(Y)
p p p p

nos da

0=ED Hy(X) ® Hyp (V)= Ho (X @ V) =D By @ Hyo1p(Y) = @D Zp @ Hpo1p(Y)

A su vez, la imagen de la segunda flecha, es el ntcleo de

P By & HiplV) = D 2,0 iy V)
! ,

p

Para calcular este nticleo, considermos la s.e.c.
0—= B, —=Z,—= Hy(X)—=0
que, al tensorizar con Hy(Y') da la s.e.l.

Tory(Z,(X),Hq(Y)) = Tori(Hp(X),Hy(Y)) = By@Hg(Y)—= Z, @ Hy(Y) = Hp(X) @ Hy(Y) —0
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pero como habfamos supuest Z,, playo,
Tor, (Hy(X), Hy(Y)) = Ker(B, ® Hy(Y) = Z, ® Hy(Y))

luego

P Tory (H,(X), Hep(Y)) = Ker(@Bp © Hop(YV) = P2, ® Hn_p(Y))

p p

0= EPH,(X) @ Hyp(Y) = Ho(X @Y) = @ Tor1 (Hy(X), Hp-1-p(Y)) — 0

p

es una s.e.c. También la podemos re-escribir como

0= (HX®HY), > H)(X®Y) - @Torl(HpX, Hp-1-Y) =0
p

Casos particulares:

Si A = k es un cuerpo, entonces
Ho(X)@ Ho(Y) 2 H (X ®Y)

En general, si A es arbitrario y si (BX proy, ZX playo y) o bien H(X), o bien H(Y) playo
=
Ho(X) (%) Ho(Y) > Ho(X % Y)

Un caso de interés topoldgico: cuando se calcula el complejo singular de un espacio to-
polégico V, Se(V, A)=A-mé6dulo libre en los simplices en V,

HJ™M(V,A) = Ha(Se(V, 4))

Es claro que

Se(V,A) = 5.(V,Z) ®7 A
vy X =5.V,Z), B(X)y Z(X) son Z-libres. Y = A, Ho(Y) = Ho(Y) = A.

Llamemos H,,V := H:"9(V,Z), entocnes existe s.e.c.
0— H,V @z A— HS™(V,A) — Tor?(H,_1V,A) = 0

x.¢j. si H,(V) tiene p-torsién = H:'Y (V,Z,) # 0.
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3.3. Aplicacion: resolucion de Koszul para polinomios

Desarrollaremos el ejemplo En est seccion A = k[x1,...,z,], M = k (via evaluacién
en cero), es claro que

n
Ker(evg: A = k) = (x1,...,2,) = ZA%‘
i=1
por lo tanto la siguiente es una sucesion exacta a derecha:

?--~—>@Aei—>A—>k—>0
i=1

e, — I;
Para cada k > 0 tomamos (Ko = A) K} el A-médulo libre de rango ('), con base los simbolos
€, €, donde 1 <14y <ig < --- <ip <n,y el diferencial dado por
d:Kp:= P Aei, e, > Ky
1< <ig
eil .o .eik — milei2 .o .eik — xi2eilei3 . .eik + e
k
= Z(_l)]+lxijei1 e 6/1\7 RN
j=1
Proposicién 3.28. (Resolucion de Koszul) El complejo anterior da una resolucidn de k como

A-mddulo.

Demostracion. Notamos primero que el objeto recién definido termina de la siguiente forma:
n
cee @k[wl,...,xn]ei = k[z1,...,2,] =0
i=1

y claramente

n

d(@k[xl,...,mn]ei> = iwiA ={(x1, - x,) = Ker(ev: A = k)

i=1

por lo tanto el conticleo de la tltima flecha es k. Para ver que es un complejo (i.e. d*> = 0) y
que en grados superiores es exacto, usamos la formula de Kiinneth para

X =0 — k[z]eo 2 k[zo] — 0
que es un complejo con homologia cero en grados positivos y Hy =k, e

Y = K"
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Mostraremos que X, ® Y, = K1 y asi concluiremos la proposicién por induccién usando la
férmula de Kiinneth, siendo el caso n = 1 el complejo X donde el enunciado es obvio.

Calculemos el producto tensorial de los complejos:

XoYi= P X, 0K, =X Kp PX1® K},

p+q=k
:k[fﬁo]@( @ k[.’bl,...7$n]6il"'eik)@k[fﬂg}eo(@( @ k[xl,...,xn]eil-~-eik_l)
i1 <--<ip 1< <ip—1
= ( @ k[xo,xl,...,:z:n}e()@eil~~e¢k)@< @ k[zo,xl,...,xn]eil~~eik71)
i1 <--<ip i< <ip_1

. 1 . .
que claramente es isomorfo a K ,T' simplemente renombrando las variables desde 0 a n, y con
la correspondencia

€0 @ €jy €4y £ €0C4y ttEyy

Dejamos como ejercicio chequear que los diferenciales se corresponden, con todos sus signos
incluidos. Concluimos que K™*! es un complejo (d? = 0).

Como X, tiene ciclos y bordes k-mddulos libres, podemos usar la férmula de Kiinneth

0= (HX ®@HY); — Hy(X ®Y) — @Tory (H,X, Hy_1_,Y) — 0
p

Pero como Hy(X) = 0si £ # 0y Ho(X) = k, el lado izquierdo de la s.e.c. es simplemente
k ® Hy(Y), mientras que el lado derecho, cuando p # 0

Tory (HpX, Hy—1-,Y) = Tor1(0, Hy—1_,Y) =0
y cuando p = 0 también pues
Tory (Ho X, Hy—1Y) = Tory (k, Hp—1Y) =0
pues k es k-libre, luego playo. Concluimos
Ho(Ky™) 2= Ho(Xe ® KJ) = k@ Hy(K])

y por hipétesis inductiva Hy(K}) = 0 para £ > 0, y k para £ = 1. O

3.4. Exactitud en s.e.c. vs exactitud general

Proposicién 3.29. Sea F' : A-Mod— Z-Mod que manda s.e.c. en s.e.c., entonces preserva
ezactitud.



52 El funtor ® y su funtor derivado: Tor

Demostracion. Sea Y —> X —2 > 7 tal que Im(f) = Ker(g). Consideramos

ry o px 9 py

queremos ver que Im(F f) = Ker(Fg). Observamos que como F es aditivo y F(0) = 0, ya
sabemos Im(F f) C Ker(Fg).

Primero, vamos a reducir al caso g epi: Llamamos g¢ (g co-retringda) a la “misma” g pero
vista de Y en su imagen,
9¢:Y = g(Y)

y llamemos i : g(Y) — Z a la inclusién.

c

X oy % (g~ Fz
\_/
g

Como F preserva monos y epis, siguen los monos y epis:

rx 29 py D0 (1m(g) Y~ Pz
\J

F(g)

y ademds F(g) = F (i) o F(¢°). Como el diagrama conmuta y y F(i) es mono
F(g)(u) =0 <= F@)(F(g°)(u)) =0 = P(g°)(u) =0

Luego, Ker(F(g)) = Ker(F(g°).
Ahora volvemos a

ry o px 9 py

y queremos ver si Im(F(f)) = Ker(F(g)), pero esto es lo mismo que preguntarse si
Im(F(f)) = Ker(F(g°))

o equivalentemente, haber asumido desde el principio (cambiando eventualmente g por g¢)
que g era epi.
Empecemos nuevamente entonces desde una sucesion exacta

f g

Y X Z 0

tal que Im(f) = Ker(g) y consideremos el complejo

ry o px . py 0




3.4 Exactitud en s.e.c. vs exactitud general 53

Factorizando a f = i o f¢ donde f¢: X — f(X) y ahora ¢ : f(X) — Y es la inclusién de
Im(f) en Y, tenemos el sgte diagrama

F(f) F(g)

X F(2) 0
\ (y
F(Im(f))=F(Ker(g
00— Ker(F(g) — F(Y) =% p(2) 0

Como g o4 = 0 entonces F(i)o F(g) = F(iog) = 0, es decir, F(i)(F(Ker(g)) cae dentro
del nicleo de F(g), y tenemos una factorizacién de F(i):

\Ker/’

F(g)
—_—

(Y) F(Z)—=0

v F(g)
—_—

00— Ker(F(g)) ———= F(Y) F(Z)—=0

La flecha punteada claramente es mono, pero més atin, como 0 — Ker(g) =Y —9 Z — 0 es
un s.e.c. y F preserva s.e.c., tenemos un morfismo de s.e.c. y (por el lema de los 5)

0 —— F(Ker(g)) " P(v) L9 F(z) — >0
:
Y c F(g)

0 — Ker(F(g)) —= F(Y) —2 F(Z) —=0

podemos concluir que la flecha punteada es un iso “=”. Ahora que sabemos que es un iso,
mirando el diagrama

N /
F(Ker(g

F(g)
—_—

(Y) F(Z)—0

0
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la dltima igualdad es porque F' preserva epis. Entonces
=71 (u) = F(f)(v)
para algin v € FX. =

u= 2

Il
|
-
—
£
I
1%
—~~
=
~
N
O
Il
|
—~
.
~—
—~
=
~
=
©
Il
|
—~
=
=

osea, u € Im(F(f)). O

Ntcleo e imagen categoricos

En una categoria donde Hom(M, N) es un grupo abeliano (y la composicién es bilineal),
existe siempre el morfismo cero. A su vez, se puede definir un objeto cero como un objeto
que sea simultdneamente objeto inicial y final. En el caso que exista, claramente es dinico (a
menos de isomorfismo tnico) y lo denotamos por 0. Si X, Y son dos objetos, por ser 0 inicial
y final se tiene definida de forma tnica una flecha X — 0 — Y, a esta flecha la llamamos
flecha cero. Definimos nicleo y contcleo para categorias con objeto cero:

Ncleo: Dado f : M — N, un nicleo para f es un par (K,i) donde K es un objeto,
i: K — M, foi=0y es universal en el sentido: Vg : X — M tal que fog=0

foi=0
i T
K M N
~ ) gT fog=0
3lg )
X

Contcleo: contcleo en C = nucleo en CP.

Ejemplo 3.30. si f: M — N es un morfismo en A-Mod,
Ker(f) = ({m € M : f(m) = 0},C )
CoKer(f) = (N/Im(f),ﬂ' N — N/Im(f))
Notacion: Ker(f)= el objeto, ker(f)=la flecha. La factorizacién

M—>N‘>N/Im(f)

\/

nos dice Im(f) = Ker(coker(f)) ——= N
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Definicién 3.31. En una categoria se define ’ Im(f) = Ker(coker(f)) ‘

Notar que no tiene sentido en una categoria arbitraria hablar de subobjeto “X C Y, pero
si se puede hablar de un par (X,4) donde i : X — Y.

3.5. El teorema de isomorfismo

En una categoria con nucleo y conucleo, y en la que toda flecha f : X — Y tiene una
factorizacién de un epi (en su “imagen”) seguida de un mono (la “inclusién” de la imagen en
el codominio), se puede considerar el siguiente diagrama, y en la categorfa de A-mddulos la
flecha horizontal de abajo es un isomorfismo:

Ker(f)C M ! N~

| =

M/Ker(f)C%» Im(f)

N/Im(f)

Im(f) := Ker(coker(f)) = Ker(N coker(J) Coker(f)> ——~N

Observacion 3.32. “al revés”, Coker(ker(f)) = M/Ker(f), y por el ler teo de isomofrismo
sabemos que 2 I'm(f)

Este isomorfismo: Ker(coker(f)) = Coker(ker(f)) vale en A-mod, también en Chain(A).
Es uno de los axiomas de “categoria abeliana”.

Observacion 3.33. La homologia de un complejo se define como “Ker(d)/Im(d)”, claramente
es una concatenacion de definiciones de nucleo y contcleo (ver la definicién de imagen!). Por
lo tanto, tenemos el siguiente corolario, que lo enunciamos en A-mdédulos, pero que ahora
sabemos quA@ hipotesis categdricas necesitariamos para generalizarlo.

Corolario 3.34. Si F' : A-Mod— Z-Mod preserva s.e.c. entonces F' preserva nicleos, conicleos,
imagenes, conicleos de nicleos por imdgenes, y por lo tanto

Ho(F(X.)) = F(H,(X.))

Para todo X, € Chain(A).

Ejemplo 3.35. M4 playo, entonces
Hn(M ®A Yo) =M ®aA Hn(Yo)

para todo complejo de A-mdédulos Y,
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Capitulo 4

El funtor Ext

Para M, N € A-Mod, definimos el funtor Ext derivando al funtor Hom. Este funtor tiene
la peculiaridad que es contravariante en la primer variable, y en la segunda variable es exacto
a izquierda, y no a derecha. En todo caso, definimos

Ext’y(M,N) := H"(Homa(P., N),d")
donde P, — M es una resolucion proyectiva de M.

d d d d

P P, M 0

P, P,
s Ext’y (M, N) =

= H"( 0 — Homy (Py, N) iHomA(Pl,N) iHOmA(P27N) <. )

es la (co)homologia de un complejo de CO-cadenas. Estd bien definido a menos de isomorfismo
(tinico).

4.1. Primeras propiedades

Asi como Tory (M, N) = M ®4 N, tenemos para el Ext:
Proposicién 4.1. Ext% (M, N) = Hom (M, N)

Demostracién. Ext%(M,N) = Ker( Hom 4 (Py, N) 4 Homu (P, N) ), pero Hom4(—, N)

manda s.e. a derecha en s.e.a izq., luego “X - Y — Z - 0 = 0 — Homu(Z,N) —
Homu (Y, N) — Homu (X, N)”

En particular,

0 — Hom (M, N) — Hom(Py, N) S Homu(Py, N)
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es exacta, por lo que Ker(d*) = Hom 4 (M, N). O

También vale que manda sucesiones exactas cortas en sucesiones exactas largas:

Proposicion 4.2. Ext manda s.e.c. en sucesiones exactas largas. Mds concretamente, si Si
0— My — My — M3 — 0 es una s.e.c. de A-mddulos, entonces se tiene una s.e.larga

0 — Hom 4 (Ms, N) — Hom 4 (M, N) —> Hom (M, N) >

.. Extly(Ms, N) — Ext! (M, N) —= Ext} (M3, N) >

C. Ext% (M, N) — Ext? (M, N) — Ext? (M, N) — - --

Demostracion. Al igual que en el calculo de Tor, si tomamos resoluciones de M7 y M3 y para
M5 tomamos la suma directa (en cada grado) de estas resoluciones y obtenemos una suesién
exacta de los complejos. Concluios por la sucesién exacta larga en cohomologia. O
Proposicién 4.3. N =TI es inyectivo <= Ext}(M,I)=0VYn >0

M = P es proyectivo = Exty (P, N) =0 Vn > 0.
Demostracion. Si I es inyectivo entonces Hom 4(—, ) es exacto, luego, al aplicarlo una re-

solucién de M, mantiene la exactitud y Ext’(M,I) = 0 para n > 0. Reciprocamente, si
Ext’y (M, I) = 0 para n > 0 para cualquier M, la s.e.larga nos dice que Hom 4(—, I) es exacto.

Si P es proyectivo, entonces
1d
0—+P—>P

es una resolucién proyectiva de P. Si usamos ésta resolucién, es claro que Exts (P,N) = 0
par n > 0 y para cualquier N. Para la otra impliccién seria conveniente tener la s.e.larga en
la otra variable, que veremos enseguida. O

4.2. Ext y sucesiones exactas

Ahora fijamos M y consideramos 0 — N3 — Ny — N; — 0 es una s.e.c. de A-mdédulos,

tenemos
0 — Hom4 (M, N1) — Homy (M, N2) — Homa (M, Ny)

Teorema 4.4. La sucesion anterior se extiende a una s.e. larga de la forma

0 — Hom4 (M, N;) — Hom 4 (M, N3) — Hom 4 (M, N3) )

. Ext!y (M, Ny) —= Ext} (M, Ny) —= Ext} (M, N3) )

. Ext% (M, Ny) — Ext% (M, Ny) — Ext? (M, N3) — - -
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Demostracion. resolvemos M
-—>P,—=- > P —-P —-F—->M-=0
Tomamos el complejo P,
o= Pp= =3P =P FP—=0
Aplicamos Homa(—, N;), i = 1,2,3 y tenemos el diagrama

0 0 0

| | |

0 — Homy (Py, N1) — Homu4 (P, N1) — Hom g (P, Ny) — - - -
V- J- V-

0— HOHlA(P(),NQ) — HOI’IlA(Pl,NQ) »HomA(PQ,Ng) —
i i i

0 — HOIHA(P(),N:J,) — HOInA(Pl,Ng) 9HOH1A(P2,N3) —>
pero como P; es proyectivo Vi

0 0
07N1) ‘>HOIHA(P1,N1) %-HOHIA(P
f \Lf* \Lf*
00— HOHIA(P(),NQ) I HOInA(Pl,Ng) —> HOI’HA(PQ,NQ) >
g \Lg* \LQ*
0 — Hom 4 (Py, N3) — Hom 4 (P;, N3) —> Hom 4 (Py, N3) — - -

|

0

w<—©

0 — Hom 4 (

*

O =<—
O <—

. 0 —> Homu(Ps, N7) > Hom (P, Nz) 2> Hom (P, N3) — 0

es una s.e.c. de complejos, luego, se tiene una s.e.larga en (co)homologia O

Fijemos ahora una sucesion exacta corta V(0 - X — Y — Z — 0) y considereos médulos
P e I que los usaremos en cada una de las variables, tenemos dos opciones para s.e.largas:

0 — Hom4 (P, X) — Hom(P,Y) — Hom4 (P, Z) — Ext}y (P, X) — - -

0 — Hom(Z,I) — Hom4(Y,I) — Hom (X, I) — Ext}(Z,1) — - -

Concluimos ahora facilmente que
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P proyectivo <= Ext4(P,N)=0VN
I inyectivo <= Ext!y(M,I) =0VYM

Para el caso de inyectivos, recoramos el siguiente criterio, que traduciremos luego en térmi-
nos de Ext:

Teorema 4.5 (criterio de Baer). J C A ideal, I inyectivo <=

Jo b
wi N
s 3

I

Corolario 4.6. I inyectivo <= Ext!(A/J, 1) =0V ideal J C A

4.3. Ext® derivando la 2da variable:

De manera similar al Tor‘:‘(M , V), que lo podemos calcular usando una resolucién proyec-
tiva de M, o de N (o de ambos simultdneamente), en el caso del Ext la situacién es andloga,
aunque diferente porque Ext es contravariante en la primer variable, y exacto a izquierda en la
segunda variable (y no a derecha como el producto tensorial), por eso, en la segunda variable,
la buena definicén o constrccién es dual a la del producto tensorial, es decir, con resoluciones
inyectivas en vez de proyectivas.

Dados M, N, tomamos
O=>N—=Iy—=>1 1101 35— -

una resolucién inyectiva.
Notaciéon: 0 = N = 10 -t -2 53— ...
Se define I, := (O—>IO—>Il—>]2_>[3_>...)

(con esa indexacién es un compejo de CO-cadenas)
Ext (M, N) := H"(Hom (M, I*))
Teorema 4.7. E’);t:‘(M, N) =2 Ext*(M,N)
Demostracion. Consideramos una resolucién proyectiva P, — M y el complejo doble
Ci; == Homu (P, I7)

con diferenciales los que vienen de P, y los que vienen de I*® (con signos)

A partir de

0 Nt @ op_d p &
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Py Py &)

se tiene

Ext%, (M, N) = Ext* 4(M, N) < Ext® 4(M, N)

4.4. Ext y extensiones

[f] € Ext!(M, N), significa que hemos tomado una resolucién proyectiva de M:

di do

P Py—SsM 0

y f € Homu(Py,N) es tal que d*f =0, o sea, fody =0, o bien f|rm4, = 0. Esto dice que se
puede armar un diagrama

Lp Py M >0
s
N
que se puede completar como
d €
Py Py M 0
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p—% . p <

v,

N—-Nap R

donde N @p, Py = (N & Fy)/{(f(p),0) — (0,d(p)) : p € P1) es el push-out

Afirmacion: j es mono:

j(n) =(n,0) =0 <= Ip: (n,0) = (fp,—dp)
=dp=0, = p=di(p2)
=n= f(p) = f(di(p2)) =0
(pues di f = 0)

p—% p ¢ M50

.

0—>N—LNap Py

o bien, ya que f|rm,) =0,

do €

0 —— P /Ker(d) Py M 0
¥ |
0 N !~ Nap, P

Ademas, f tiene un contcleo, por lo que podemos comparar dos s.e.c.:

0 — P, /Ker(d) f —2 Py— M 0
K |
0 N ! o N&p Py—>C—>0
0 — P /Ker(d)f Py—+=M 0
v l
0 N ! > N@p, Bp—>C —>0

Afirmacién: M = C:
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Hecho general: encualquier diagrama del tipo

siempre tendremos C' = M.

Demostracion.
0 X—‘tsy_2t

RIS

O—>Z*J>p.0ut— =M —0
\W/

M 0

0

0 Xty _?

L LN

0*>Z$p.out— =M —0
W
0

M 0

(0,y) = p(y) = epi

(z,y) = py) =0 =y =i(x)
= (2,9) = (2,i(2)) = (2 — ¢(2),0)
=j(z — ¢(x))

Concluimos que el niicleo de la flecha punteada es igual a Im(j) y concluimos que la flecha

“Wop Py M 0
s
N
determina un diagrama conmutativo
0— P, /Ker(d)f 2> Py —> M —>0

oo

0 N
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Supongamos ahora que tenemos una s.e.c.
0O>N—-FEF—>M-—0

y la comparamos con la resolucion:

“op P M 0
o
0 N E M 0

y asi obtener f : P — N tal que dj f = 0. Ademas el levantado es inico a menos de homotopia,

dy do
Py

Py———M 0

allr h go||fo .7 )

£ s
0 N E M 0

es decir,
Jh: Py — N tal que f — g = hdy + 0 = dj(h)

= f—g€d (Hom(Py,N)) = [f] = [g] € Exth(M, N)

De esta manera, podemos ver que a todo elemento de Ext! le podemos asignar una s.e.c. y
3 1 , .
reicprocamente a toda s.e.c. le corresponde un elemento de Ext . Para ver en qué sentido

estras construcciones son reiprocas, damos la siguiente definicién:

Definicién 4.8. (relalcién de equivalenci entre extensiones.) Dadas dos extensiones,

E1=(0—>N "5 = M—>0)
£=(0—=N "= "> M—>0)
decimos que & ~ & <= d¢: By — E5 tal que
0 N-—“sp "M 0
|
0 N—"sp, o m 0
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La construccion que hemos hecho permite demostrar el siguiente teorema, que le d nombre
al funtor “Ext”.

Teorema 4.9. 3 biyeccion entre Ext'y (M, N) y clases de equivalencia de extensiones £ de la
forma0— N —- E — M — 0.

De manera similar, enunciamos sin demostracion la generalizacién a grados superiores:

Teorema 4.10. 3 biyeccion entre Ext’y (M, N) y clases de equivalencia de extensiones € de
la forma0—->N —-FE, —»---—=FEy,— FE, - M —0

...*>Pn‘>Pn71 Pl PO M 0
|
Y \ \ \

0 N E, FEo FEq M 0

La demostracién la omitimos, solo indicamos que se basa en ideas similares, construyendo,
a partir de una f, push-outs sucesivos para conseguir una sucesién exacta del largo necesario
hasta finalizar con M en el extremo derecho.
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Capitulo 5

Dimension homoldgica

5.1. Dimension proyectiva, inyectiva y global

En el momento re realizar resoluciones proyectivas, vemos que las ocnstrucciones generales
(e.g. a un M cubrirlo con un proyectivo de la forma AMD) M ) pueden ser ttiles desde
el punto de vista tedrico, pero que en la practica pueden dar objetos muy grandes, y pue-
den continuar indefinidamente. Sin embargo, muchas veces sucede que se pueden encontarr
resoluciones proyectivas “pequenas”. Comenzamos con las siguientes definiciones:

Definiciones:
pdim(M)=minn /30— P, > P,_1—--—FPp—>M-=0
idim(M)=minn /30>M—>Iy— - —=1,—0

(podrian ser +00)

Teorema 5.1. (dimensidn global) los siguientes nimeros (eventualmente +00) son iguales
1. sup{pdim(M): M € A— Mod}

sup{idim(M): M € A— Mod)}

sup{pdim(A/J):J C A}

e e

sup{n : Exty(M,N) #£0, M,N € A— Mod}

Llamaremos gldim(A) al nimero calculado con cualqueira de los items del teorema ante-
rior,

Lema 5.2. Son equivalentes

1. pdim(M) <d
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2. Ext%(M,N)=0VYn>dVN
3. Ext4™(M,N)=0VN

4. 0>Ky—> Py 1 —--— P —FPy— M — 0 conlos P; proy = K, es proyectivo.
Demostracion. 4 -1 — 2 — 3 ok
3 — 4: Afiracién: VN, Exth (Kg, N) = Ext4™ (M, N).

Esto se demuestra simplemente consideranso el epimorfismo Py — M, llamemos M’ al
nicleo de Py, por la exactitud de la sucesion en 4 tenemos una s.e.c.

0+Kyj—Pi1—-—=P —-M-—=0
y vemos que si M admite uuna resolucién de largo d, entocnes M’ admite una reslucién de

largo menor e inductivamente podemos suponer que el resultado es vdlido para M’. Pero de
la s.e.c

0= M =-Py—=M—=0

tenemos la s.e.larga
— Ext’y (M, N) — Ext’y(Py, N) — Exty (M',N) — EthH(M, N) — Extffl“(Po,N) —

y como Py es proyectivo Ext(Py—) = 0 para ¢ > 0, lo que nos dice Ext’(M’,N) =
EthH(M ,N), v asf concluimos la afirmacén por induccién en d. O

Notar que en item 2, si agregamos VM tenemos una condicién simétrica en las dos variables.
Dualmente al lema anterior podemos mostrar:

Lema 5.3. * Son equivalentes
1. idim(N) < d
2. Exty(M,N)=0VYn>d VM
3. Ext4™(M,N)=0VYM

4. 0N —=10— .. 1971 5 C%— 0 con los I' iny = O es inyectivo.

Demostracion. Ejercicio! O

Observacion 5.4. Para 3 — 4: YM, Ext (M, C?) = Ext%™ (M, N). Podemos, luego, cambiar
“YM” por “Videal J C A”.
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Dimensiones bajas

= gldim(A) =0 <= todo A-médulo es proyectivo <= todo A-mddulo es inyectivo
<= A-Mod es semisimple <= A = M, (D) x--- My, (D) con D; anillos de divisién
<= todo lo mismo cambiando izquierda por derecha.

= gldim(A) =1 <= todo submddulo de un proyectivo es proyectivo (y 3 algin no
proyectivo) <= todo cociente de un inyectivo es inyectivo (y 3 algin no inyectivo).

Por ejemplo, si A es un dip que no es un cuerpo, gldim(A) = 1. Un ejemplo no conmutati-
vo se consigue tomando ) un quiver con por lo menos una flecha y k£ un cuerpo, entonces
gldim(kQ). Veremos esto como consecuencia de la desigualdad gldim(A) < pdim g (A)
(si A es una k-dlgebra sobre un cuerpo) y de una resolucién corta de k@) como kQ-
bimédulo. En particular, si 0 # V es un k-espacio vectorial, gldim(TV) = 1.

El principal teorema sobre dimensiéon que mostraremos es el siguiente:

Teorema 5.5. gldim(A[zy,...,z,]) = gldim(A) +n

Basta ver gldim(A[z]) = gldim(A) + 1. Notemos que un A[z]-mdédulo proyectivo es A-
proyectivo.

Si gldim(A) = oo es claro. Supongamos gldim(A) = d y sea M tal que pdimaM = d, lo
vemos como A[z]-mod con X actuando por cero) y lo resolvemos como Alz]-mdédulo,

=P =Py — =P —=>FP—-M=0

los P; son A[x]-proy = la resolucién no podr’ia terminarse antes por lo que pdim 4, M > d.
Ademds, como son A-proyectivos y pdima M = d, el complejo

0—=-Ksg—=FPg1—-P—-FPB—->M-—=0

es exacto (K es el nicleo) y Ky es un A[z]-modulo que es A-proyectivo. Demostremos el
siguiente lema:

Lema 5.6. K un Alz]-mddulo que es A-proyectivo, entonces pdim ;) K < 1.
Consideramos
0> Alz]|®a K — Alz] @4 K — K =0

con diferenciales
ax" @k = ar" @k —az" '@z -k

ar" @k — az™ - k

Afirmacidn: es unas. exacta. La afirmacién concluye el lema, y el lema muestra pdim 4[,) M <
d+1 via

0= Ale] ® Kg—= Ale] @ Kg = Py —> -+ Py —> M —=0

~

Kq
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La firmacién la dejamos como ejercicio. Como demostracié alternativa, demostraremos el
siguiente lema que generaliza este resultado:

Lema 5.7. x € B central y no divisor de cero en B
Si0# M es un B/(x)-mddulo con pdimp(M) < 0o entonces

’pdimB(M) = pdimp () (M) + 1 ‘

Observacion 5.8. Si tomamos x € B = Afz] y M un A-méduo que lo vemos como Alx]-
médulo con x - m = 0, entonces la estrictura de A-médulo de M la podemos ver como de
A = B/(z)-médulo, y asi vemos que este lema generaliza el anterior.

Demostracion. Induccién, caso 0. Si M = B/(z), no puede ser B-proyectivo porque tiene
z-torsion, y la resolucién 0 — B % B — B/(x) — 0 muestra

pdimp(M)=1=0+1

Si M es B/(x)-libre el argumento es similar, notando que pdimg(MY) = pdimp(M), y
finalmente si 0 # M es B/(z)-proyectivo , es sumando directo de un libre, y notamos que
-en general- si M es un s.d. de L, entonces pdimpM < pdimpL, que es 1 si L es libre. Pero
ademads pdimpM # 0 pues M no puede se B proyectivo, porque tiene z-torsién.

Paso inductivo: Si M no es B/(x) proy, pdimp;;yM = d > 0, tomamos una s.e.c. de
B/(z)-mod
0-K—=P—-M-—=0

Afirmacién: pdimp /) K = d — 1, pues VX € B/(z)-Mod y ¥n > 1 se tiene la s.e.larga

Ext ) (o) (P, X) = Extly () (K, X) = Exti5h ) (M, X) — Exti5h ) (P, X)

(luego Exti () (K, X) = Ext%"/’(lm)(M, X)) e inductivamente tenemos la férmula para K:
pdimp(K) = pdimp ) (K) + 1
Ademés pdimp(P) = 1, luego, Vn > 2 y VN € B-Mod

Exty (P, N) — Ext}y (K, N) — Ext’s™ (M, N) — Ext;™ (P, N)

concluimos que si n > 2, entonces | Ext (K, N) & Ext%H(M, N)

Vemos que paran = d hay un N donde Ext§™ (M, N) # 0, y paran > d, Exts™ (M, N) =
OVN. O sea, pdimp(K) = pdimp(M) — 1 (ademads de la misma férmula con pdimpg(s))-

Sid=1 (K resulta B/(x)-proy) entonces la s.e.l del Ext nos da

Exth (K, N) — Ext4(M,N) — 0
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Ext (K, N) = Ext}™ (M, N) ¥n > 2
Concluimos pdimp(M) < 2 =1+ 1. Queremos ver que no puede ser pdimp(M) = 1.

Suponemos por el absurdo que pdimp ()M = 1y pdimp(M) =1 (en vez de 2) y tomamos
una s.e.c. en B-mod (no en B/(z)-mod)

0O—-R—>F—>M-—0

con F' € B-mod proyectivo. Si pdimp(M) = 1 = es B proyectivo. Como B/(z) ® g — manda
B-proyectivos en B/(x)-proy. tenemos

0‘>TOI‘1 B/ ) Pl Po Jf 0
0 —= Tor?(B/(@)M) —= B/(2)& R —= B/(2)&F —= B/(z)@M —=0

Si fuera pdimp () (M) = 1 entonces Tor?(B/(x), M) seria B/(z)-proyectivo, pero
Tor?(B/(z), M) 2 M®* ={m & M :am =0} =M

NO es B/(x) proy.

Ahora simplemente usamos que
pdimp ) K = pdimp ;)M — 1

pdimpK = pdimpM — 1

y que la féormula vale para K:
pdimpK = pdimp ;) K + 1

luego, sumando 1 en ambos miembros y concluimos.

’pdimBM = pdlmB/(J;)M +1 ‘

O

Un teorema conocido que no mostraremos relaciona la dimensién global con la dimensién
geométrica dim(A) (la longitud maxima de cadenas de ideales primos) y simultdneamente
caracteriza los anillos regulares:

Teorema 5.9. A anillo conmutativo local , A es regular <= gldim(A) < co. En ese caso,
gldim(A) = dim(A).

Un teorema que nos da otra férmula sobre dimensiones, relacionado con el teorema anterior
es el siguiente:
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Teorema 5.10. Sea f : A — B morfismo de anillos. M € B-mod, luego también M € A-mod
via f. Entonces

pdima(M) < pdimp(M) + pdim 4(;B)

Demostracion. Asumimos pdimp(M) < d < oo, pdima(yB) < d' < .
Notemos que si M = P es B-proyectivo, es un sumando directo de BY)| luego

pdima(;P) < pdimA(fB(l)) = pdim (s B)

En el caso no proyectivo general, resolvemos M como B-mdédulo:

0—>Pi— %Py —> - —> P 2 B — > M —>0
a cada P; (y a M) los vemos como A-mdédulos via f,
Oa 01 €
0 de de—l cee fPl fPo fM 0

y los resolvemos como A-mdédulos funtorialmente, truncando con el niicleo en grado d (por
ejemplo, a partir de a construccién asociada al epimorfismo funtorial AX) — X ).

0 0 e 0 0
i ! b
Py —Pg_1,00 — -+~ Py —Pya

\ v \ \

N

Pd,l ‘>Pd—1,1‘>"' P1,1‘>P0,1
) J oo
Pio—FPg_10—> - Pio—Fypo

| } b,

0,
O*>de*'§de_1‘>.~*>fP1*1>fpoi>fM‘>()
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Afirmacién: Tot(P; ;) L% M es un g-iso. La afirmacién se debe a que el complejo doble

0 0 ‘e 0 0
! ! oo
Pogy — Py 1,90 —> - Py — Py a

) I J y

R

Pig1—=PFPij_ 11— Pi—Fy
J ! | J
Pygo—Pi_10— - P o— Py

. Vo

fPi—% Py —> - —> P, —> Py

a menos de suspension, se identifica con el cono del morfismo del complejo vertical abajo
de todo, visto como morfisom de complejos Ps s — P. (con conveniente cambio de signos
alternados). Como las columnas son exactas, este complejo total es aciclico, y como el morfismo
es aciclico, el orfismo es quasi-isomorfismo. A su vez, el complejo

6d 81

tPy—— M 0

0 Py Py - Py

se identifica (a menos de suspensién) con el cono del morfismo de complejos

0, 0
0 fPy—> 1Py Pl —= Py 0
0 0 0 0 M 0

que es aciclico, luego € es un g-iso. Concluimos que € o 5 coincide con la composicién de dos
g-isos, luego es un g-iso. O]

Otra férmula clasica de dimension es la siguiente:

Teorema 5.11. © € A central no divisor de cero, M € A-Mod sin x-torsion (xm =0=m =

0) entonces
pdim gz (M /xM) < pdima M

Demostracion. si pdimaM = oo es claro. argumentamos por induccién en d = pdim M. Si
P es A-proyectivo = P/xP es A/(x)-proyectivo (ejercicio!).

Si M no es proyectivo, sea
0-K—-P—->M-—=0
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una s.e.c. de A-mod con P un A-mod proyectivo, sabemos que pdim 4 (K) = pdima(M)—1 ,
y por hipétesis inductiva pdim 4 /(o) (K/xK) < pdima(K).

Si tensorizamos con A/(x) ®4 — obtenemos la s.e.l. de Tor:
Tor{!(A/xA, M) — A/ (x) @K —A)(z)® P —=A/(x) @ M —0

pero
Tor (A/zAM) — A)(2)9K —> A/(2)®P — A/(z)®M —=0

| N &

M= K/zK P/xP M/xM ——0

donde M* ={m € M : - m = 0}, luego
0— K/zK — P/axP — M/xM —0

es una s.e.c. con P/xzP un médulo A/(zx)-proyectivo. Concluimos

pdim g () (K/xK) = pdim a4y (M/xM) — 1

pdim g (z) (M/xM) = pdim ) (K/2K) 4+ 1 < pdimaK + 1 = pdima M

Corolario 5.12. Sea M € A-Mod, denotemos M|x] := A[zx] ®4 M, entonces
pdim g M[x] = pdima M

Demostracion. A = Alx]/(x) y M[z]/xM[x] = M = pdimaM < pdim g, M|x]. Como Alx]
es playo sobre A (es libre), si P, — M es una resol A-proyectiva entonces

A[:I,‘] R4 Py — M[x}

es una resolucién Alx]-proyectiva de M|z], luego pdim 4, M [x] < pdim s M. O

5.2. k-Algebras, bimédulos k-simétricos y dimensién glo-
bal

Comencemos con k anillo conmutativo, A una k-algebra. Describiremos la categoria de A-
bimédulos k-simétricos. Para las aplicciones a féormula de dimension usaremos la descripcién
en el caso k un cuerpo (o anillo conmutativo semisimple).

Definicion 5.13. un A-bimédulo M se dice k simétrico si Am = mA VA € k
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Notar que la definicién de k-algebra incluye que A es k-simétrico.

Ejemplo 5.14. H = R&Ri & Rj & Rk contiene a C = R & Ri. Notar ij = k = —j1, luego no
es C-simétrico, pues zj = jZ. H no es C-algebra. Pero si es R-algebra.

Teorema/construccién Sea A° := A ® A°. La categoria de A-bimddulos k simétricos
es isomorfa a la categoria de A°-mod a izquierda, y también a derecha, via

(a®ad) -m=amd =m-(d ®a)

Atencién: Si M es bimédulo k-simétrico, entonces no es necesariamente un A¢-bimdédulo. Es
modulo a izquierda, o a derecha, pero no simultdneamente ambos.

5.3. gldim(A) y A como bimédulo k-simétrico

Mostraremos la siguiente formula de dimension:

Teorema 5.15. k cuerpo y A una k-dlgebra entonces’ gldim(A) < pdim ge(A) ‘

Observacion 5.16. Si L es A° libre, L 2 (A¢)() entonces L visto como bimédulo es
L=ZARVE®A
con V = kD). En particular, para cualquier M € 4 Mod
Lo M=Z(AQVRA)AMZAQV R (A4 M)ZAQV M

AR (VeM)

es A-libre, en particular A-proyectivo. Concluimos entonces que si P es A¢-proyectivo entonces
P ®4 M es proyectivo en A-Mod.

Como corolario, podemos demostrar la férmula del teorema:

Si pdim ae A = d entonces existe una resolucién
0=>Pi—-- =P —-P—>A—=0

resolucién de A por A¢-proyectivos. En particular son A-proyectivos a derecha, entonces el
complejo admite una homotopia A-lineal a derecha y en consecuencia VM € 4Mod

0>Pi®aM— - —>PLQuM —PyQuM —ARQs M — 0

tiene una homotopia k-lineal, en particular, es una sucesién exacta. Pero como A®4 M = M,
cada P; ® 4 M es A-proyectivo, entonces la anterior es una resolucién (funtorial en M) A-
proyectiva de M, y como el M es arbitrario concluimos gldim(A) = suppypdima(M) < d =
pdim e A



76 Dimensién homolégica

Ejemplos:

1) k es un cuerpo, V k esp. vect, A = TV (el dlgebra tensorial), A = kQ (el algebra de
caminos de un quiver), son dlgebras de dimensén global 1.

0=>TVRVRITV -TVRTV TV =0
IRl r11—-1Q0v

Zai®b1HZa1bi:0:>
Zm@bl:Zaz®bl72a1b1®1:2a1(1®b1—b1®1)

1®bc—bc1=(10b-bx1)c+b(l®Rc—c®1)

Observacion:

Adema3s

veamos que d: TV RV TV - TV TV
I1vel—101-1Qwv

es inyectiva. Sea 1, ...,x, una base de V. Definimos h: TV @ TV — TV ® V ® TV como
la dnica T'V-libeal a izquierda que verifica

h1®1) =0

hl@@miy - @i,) =1 Q@ Xy @Xiy -+ Xy, + Tiy @Tjy @ Ty« Ty, + -
k
= E xil ...xij71 ®$ij ®x’i]’+1 ...xik
j=i

donde por convencién x;, = 1 = x5, ,

Notar que

hl@azx;, --x,) =1Q@x Q@ -y, +xh(1 @ x4, -+ x4,)

hMl@za;, - x;) =1QxQxy - -2 +xh(1@ x4, -+ 24,)

Consecuencia:

= Jﬁlh(l X x;, "'.Iik) — ]’L(l Q) x4, l‘lk)
=2h(1@xiy ) — 1@, @uy, - 24, —xh(1 @@y, - 24,)
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=—-1Q®z;,Qm;, -+ x4
*. hd = —Id en una base (como T'V-mod a izq)

Ejemplo / Ejercicio: Sea @ = (Qo,@1) un quiver, k¥ un cuerpo, A = kQ, llamemos
V = kQ1 (que es un kQo-bimédulo no simétrico),

0—-A RV A-A 3 A—-A—0
EQo  kQo kQo

con la “misma” férmula de antes, es una sucesién exacta. Ademas A ® V ® A es un sumando

kQo  kQo
directo de A® V ® A (como A-bimddulo), idem A % Ade A® A.
kQo

Concluimos que gldim(kQ) = 1. Notar que si @ no tiene ciclos orientados entonces kQ es
una k-algebra de dimension finita.

Ejemplo / Ejercicio: (un poco més largo) Q quiver, I = (Q1), A = kQ/(I)?. (notar
que (I)?= ideal generado por caminos de longitud 2) entonces A admite una resolucién de la
forma

o AR EQs @ A AR EQy @ A A @ EQL @ A A ® AB A0
kQo kQo kQo kQo kQo kQo kQo

donde el diferencial estd dado por

A® PQ, ® A=A ® PQ,.1 ® A
kQo kQo kQo kQo

1o ap®l Qa1+ (-1)"1Qar - an—1 Qay,

Ver que d?> = 0 es un ejercicio muy sencillo. Dejamos la demostracién de la exactitud como
ejercicio, con la sugerencia de realizarlo después de ver la seccién de resoluciones de Koszul

Si @ no tiene ciclos orientados entonces gldim(A)=la longitud del camino més largo posible
en (). Para el quiver
1=-2—=...—>n

el algebra kQ/I? tiene dimensién global n.

Atencién: La desigualdad gldim(A) < pdimae(A) puede ser estricta. Adelantamos el
siguiente resultado, cuya demostracion veremos luego:

A conmutativo = Ext). (4, A) = Der(A)

Asumiendo vélida la férmula del Ext anterior, podemos construir facilmente ejemplos en dode
la desigualdad es estricta de la siguiente forma:
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Sea k un cuerpo y A = k(x)=el cuerpo de fracciones de k[x]. Como A es cuerpo, gldim(A) =
0, pero
Dery(k(x), k(z)) #0

pues se puede chequear facilmente que la conocida férmula de anélisis
(1)’ _f9—-19
g 92
define un derivacién en A = k(x), luego 0 # Exty. (A, A) y por lo tanto pdim - (A) > 1.y
gldim(A) =0 < 1 < pdimae(A)
El otro ejemplo paradigmatico de derivacién no nula en cuerpos para caracteristica positiva
es el siguiente:

Ejemplo 5.17. (Derivacién por inseparabilidad) k cuerpo ch(k) = p > 0, a € k\ k tal que
aP? = X € k. Entonces K = k(a) es una extensién finita (no separable). Una base de K sobre
k esta dada por 1,z,22,---2P~! y la derivacién “Euleriana” determinada en la base como
k-espacio vectorial por

zt s ixt

es efectivamente una derivacién k-lineal, luego Dery (K) # 0.

5.4. Ext! en bimédulos y derivaciones

Adems de producir el contraejemplo anterior, mostraremos la férmula del siguiente teore-
ma, que es interesante en si misma por la relacion que nos muestra entre la geometria y el
algebra homoldgica:

Teorema 5.18. A conmutativo = Extj. (A, A) = Dery(A).
En realidad mostraremos una version mucho mas general:
Teorema 5.19. Sea A un anillo arbitrario (no necesariamente conmutativo) entonces
Exty_pimod(A, A) = Der(A)/InnDer(A)

donde InnDer(A) son las derivaciones de la forma a — [a,ag). Si ademds A es una k-dlgebra
con k un anillo conmutativo y el Ext' se calcula en la categoria de A-bimddulos k-simétricos
entonces

Extl. (4, A) = Dery(A)/InnDer(A)

Demostracion. Utilizamos la caracterizacién del Ext como extensiones. Sea

0—-—A—-F—-A—0
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una s.e.c. de A-bimod (k-simétricos), entonces es -en particular- una s.e.c. de A-mod, luego

0—>A—spE-"o A+

|, A=

0—>A—2A0A” A0

como A-mod a izquierda.
Sie=(z,y) € A® A= E entonces

a(x,y) = (ax, ay)
porque el iso es de A-mod a izq. También

(x,0)a = (za,0)
porque i : A — FE es morfismo de bimdédulos, pero

(0,9)a = (77,ya)

pues p : E — A que es de bimddulos y el splitting es A-lineal sélo a izq. O sea, 0 & A no
sabemos si es sub-bimod.

Denotemos
(0,1)a = (D(a), a)

donde D(a) := p1((0,1)a). Esta D determina la estructura pues
(z,y)a = (x,0)a + (0,y)a = (za,0) + y(0,1)a
= (2a,0) +y(D(a),a) = (za +yD(a),a)
Afirmamos que m. En efecto,
(0,1)ab = (D(ab), ab)

pero también
((0,1)a)b = (D(a),a)b = (D(a)b+ aD(b), ab)

(0,1)(a+a") =(0,1)a + (0,1)a’ = D(a+ a’) = D(a) + D(da’)
E es k-simétrico = (si A € k) (0, 1)\ = A(0,1) =

(D(A),A) = (0,A) = D(A) =0
Sea A®p A=A A como A-mod a izq y
(z,y)a = (za+yD(a), ya)

y supongamos ¢ un iso de A-bimdédulos



80 Dimensién homolégica

0—=A—2 App AP~ A——0

b

Entonces ¢(z,0) = (x,0), ¢(0,y) = (??,y). Sea u € A tal que ¢(0,1) = (u, 1). Luego

d(z,y) = (2,0) + #(0,y) = (2,0) + y#(0,1) = (z + yu,y)

[$(z,y) = (@ +yuy)|

¢((0,1)a) = ¢(D(a), a) = (D(a) + au, a)
#((0,1))a = (u,1)a = (ua + D(a),a)
= D(a) = D(a) + ua — au
Concluimos Extly. (4, A) = Dery(A)/Innder(A). O

En particular si A es conmutativo, Ext}. (4, A) = Der,(A).



Capitulo 6

Cohomologia de Hochschild,
resolucion standard

Si A un k-algebra, entonces M = A juega un rol importante en la categoria de A-bimédulos
simétricos. Se define la hoologia y cohomologia de Hochschild con coeficientes en un A-bimédu-
lo k-simétrico M como

H*(A, M) = Ext%.(A, M)
Hy(A, M) = Tor{" (A, M)
En el caso particular M = A se suele denotar HH,(AA) y HH®*(A) = H*(A, A).
Para calcular H*(A, M) o He(A, M) hay una resolucién de A como A-bimédulo que per-

mite definir un complejo canénico para calcular ambas teorias de homologia, se denomina la
resolucion standard. Como objeto graduado, la resolucién de A tiene la forma

ce o AP L S A®S 5 A®2 5 A 50

donde en A%t = A®@ A®""1 ® A (sin — 1 > 0) se considera la estructura de A-bimédulo
dada por el primer y ultimo factor tensorial, es decir,

a-(ap®a; @ @ap_1Q@Ra,)-a =a®@a; @+ @ a,_1 @ Raya

Notemamos que ante la equivalencia de categorias A-bimod k simétricos <> A°-mod, un
bimédulo de la forma A @ V' ® A le corresponde A€ ® V. Por lo tanto, si V' es k-proyectivo
(por ejemplo el caso s A es proyectiva como k-algebra y V = A®"~1 entonces A®@ V ® A es
un objeto proyectivo en la categoria de A°-mddulos.
Definimos entonces
B, (A) := A®"T!
con diferencial
n—1
V(ag® - ®an) =) (~1)!ag® - ® aiait1 ® - @ an
i=0
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Por ejemplo, en grados bajos:
Va@bcd) =ab®@c®d—a®@bc®@d+a®b®cd

V(a®b®c)=ab®c—a®bc
b'(a®b)=ab=m(a®b)

Para ver que v'2 = 0, podemos observar que b’ es una suma alternada de operaciones, y que
este diferencial entra dentro del esquema de los difereciales asociados a objetos simpliciales.
Recordamos el siguiente hecho:

Hecho: d} : C, — C,_1, i = 0,...,n — 1 son morfismo entre ciertos médulos C,,,
verificando
didj = djfldi Vi < _]

o mejor dicho
AP} = d Y Y <

J—1"
Entonces
n—1
On =Y _(~1)'d}
i=0

verfifica 8% = 0.
En nuestro caso
Cn = B,(4) = A®nt1
di(a0®...®an) :a0®...®aiai+1®...®an
Ademsds, s(ag® -+ ny) =1®ap ® -+ a, verifica
dos = 1Id
sd =d't's

luego (ejercicio!) sb’ + b's = 1d.

Concluimos que el complejo anterior es exacto
ce o AP o A®3 5 4B 5 A 50

y por lo tanto provee de una resolucién de A como A¢-mdédulo.

Observacion 6.1. Esta resolucién también permite contar con resoluciones funtoriales en A-
Mod. Si X € 4Mod:

AP X 5 5 AP X 5 AR X 5 X =0
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con diferencial

b/(a1®"'®an®l’):Z(—l)H—lal®"'®aiai+1®"‘®an®x
i=1

es isomorfa a B, (A)®4 X, que es una resolucién porque la homotopia s, si bien no es A-lineal
a izquierda, es A-linel a derecha, por lo que s ® 4 Idx da una homotopia k-lineal probando la
exactitud. Si asumimos k cuerpo (o que tanto A como X sean k-proyectivos), las componentes
son A-proyectivas.

Observacion 6.2. Como Be(A) resulte a A como A-bimddulo k-simétrico, se puede utilizar
esta resolucién para para calcular Tor‘.4 (A, M) y Ext%.(A, M), para M un A-bimédulo k-
simétrico. Haremos esto tdltimo.

Recordamos
Homa_pimod(A®@ V @ A, M) = Homy,_pim (V, M)

Luego
Hom g (A", M) = Hom - (A ® A®" "1 @ A, M)

=~ Homy (A®"™, M) =: C"(A, M) ~
0 — Hom(k, M) — Hom(A, M) — Hom(A®? M) — Hom(A®* M) — ---
Notar M = Homy(k, M), m — m (1 — m)). El diferencial en grados bajos es
o(m)(a) = am —ma
d(D)(a®b) = aD(b) — D(ab) + D(a)b
f)a®beec)=af(b@c)— flab®c)+ fla®be) - fla®@b)e

H°(A, M) = M4

y re-encontramos
Derk (A, M)

HY A, M) =Exty. (A, M) = —5 "7
(4, M) Xt (4, M) Innder(A, M)

Nos preguntamoms por una nterpretacién de H2(A, M) = Ext?(A, M), es lo que haremos en

la siguente seccion.

6.1. H?y deformaciones

Una introduccién al “espacio tangente a las algebras”

Por comodidad supongamos que el cuerpo k es R, y fijemos un espacio vectorial A con
dimi A = n y una aplicacién lineal m: A® A — A,

m € Homy(A® A, A) = (k2 k") @ k" ]g”s
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Si {2, ..., 2n} es base,
n

k
m(z;, @ ;) = ziz; = g Cij Tk
k=1

Some= Zcfkfl?i Q2 @xp € (K)* @ (k") © k"
4,J

m asociativa <= los cfj verfican ciertas ecuaciones (cuadraticas).

A menos de isomorfismo lineal (i.e. encontarr una base) podemos suponer A = k™. Con-
cluimos que hay una correspondencia entre

“las algebras de dimension n <> un subconjunto de k™ que satisface unas ecuaciones”
Sik=R,y

v:R R ~v(0) =m y y(t) = m: es una multiplicacién asociativa en R™

entonces v'(0)=un vector tangente a “las dlgebras de R™ en el punto A = (R™, m). Se define
el espacio tangente a las dgebras de dimensién n en el punto m a todos los posibles 7/(0) con
7 como antes,

Observacion 6.3. siy: R — R"* verificando

= 7'(0) =~(0),

entonces J(t) = m; no es necesariamente asociativa, pero Taylor de orden 1 alrededor de 0 de
=~

m y de m coinciden, y +4/(0) = 5'(0). Concluimos que da lo mismo considerr
F(@t) =my:=m+tf donde f: R" @ R" — R"

y my verifica asociatividad a menos de O(t?)

Notacion:
a+b=mi(a®b)=(m+tf)(a®b)=ab+tf(a®Db)

La condicié a considerar es
(@ b)sc=a- (b c)+O0(t)
(a-b)-c=(ab+tfla®b)) - c
= (ab)e+tf(ab@ ) +t(f(a@b)e+tf(flawb) o))
— (ab)c + t(f(ab@ o)+ fla® b)c) +O(t?)

a(bic)=a-(bet+tf(b®c))
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= a(be) + tf(a @ be) +t<af(b®c) +tf(a®f(b®c)))

= albe) + t(f(a ®be) + af(b® c)) +O(#)
Concluimos m; asociativa Mod t? <= f: A® A — A verifica
flab®c)+ fla®bec= fla®be) +af(b®c)
es decir, <—

If)adb®c)=af(b®c)— flab®c)+ f(a®bc) — fla®b)e=0

. Qué estamos haciendo?
Desde el punto de vista de la cuenta algebraica que estamos realizando, si A una k-algebra
entonces A ®y, k[t]/(t?) es una k[t]-dlgebra, que como grupo abeliano es

Ay k[t]/(t?) = A[t]/(t?) = A At
(a +tb)(c+ td) = ac + t(ad + be)

pero, cudles son las estructuras de k[t]/(t?)-dlgebra (o sea t central y t2 = 0) en A @ At que
coinciden con A médulo ¢7?
O sea,
(a+1tb)*(c+td) =ac+t(---)
Definimos f: A®; A — A via
axc=ac+tf(a®Db)

Esta f determina *, pues

(a+th)*(c+td) = a*xct+tlaxd+bxc)+t3(---)
axc+tlaxd+bxc)
ac+tf(la®c)+tlad + t(..) + be+ t(..))

= ac+t(fla®ec)+ad+be) +13(..)
= ac+t{fla®c)+ad+ be

Ejercicio / Proposicién: son equivalentes
= x = %y es asociativa <=
» flab®c)+ fla®b)e= fla®bc)+af(b®c) Va,b,ce A
= J(f) =0 donde 0 es el borde de Hochschild.
Consideramos la siguiente generalizacién: Sea A una k-algebra y supongamos
p:B— A

un epimorfismo de k-dlgebras con M := Kerp de cuadrado cero (mm' = 0Vm,m’ € Kerp)
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Observacion 6.4. M?* =0 = bm = (b+m/)m y mb = m(b+m'). Luego M es un B-bimédulo
que es un B/M = A-bimédulo.

Supondremos que o bien k es cuerpo, o bien la sucesién
0>M->B—-A—=0

se parte como sucesion de k-modulos. Tomamos s un splitting y gracias a eso tenemos un
diagrama como sigue:

s
Lo
p
B

0 M A 0

P2

0—>M—i1>M@A—>A—>O

En M & A la inclusién de M es como ideal de cuadrado cero, la proyeccién en A es de
k-algebras. Luego
(m,0) + (m',0) = 0

(0,a) x (0,a") = (??,aa’)

y M es B-sub-bimédulo:
(m,0) % (m',a) = (...,0)

(m',a) * (m,0) = (...,0)
Mas aun, sabemos que M es A-bimdédulo via
am = s(a) * m,
ma =m * s(a)

Luego
(m,0) * (m',a) = (m,0) x (m',0) + (m,0) * (0,a) = 0+ (ma,0)

y similarmente
(m’,a) * (m,0) = (am,0)

De qué depende *7? si definimos f: A® A — M via
(0,a) x (0,a") = (f(a®a'),aa")
entonces * queda en términos de f:
(mya)*(m',a’) = (ma’ +am’ + fla®d'),ad)
Ejercicio / Proposicién: Sea f: A® A — M, son equivalentes

» % = %y es un producto asociativo enB = M @ A,
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» flab®c)+ fla®b)e= fla®bc)+af(b®c) Va,b,c € A
» J(f) =0 donde 0 es el borde de Hochschild en C?(A, M).

Teorema 6.5. Sean f1, fo: A® A — M. Entonces 3 un diagrama conmutativo

0—>M—" > M@A g, ) HAH—O

0—>M—> M@A *f2 —>A—>O

st y sélo si existe D : A — M k-lineal tal que f1 — fo = 9(D). En consecuencia, existe una
biyeccion
H?*(A,M) + clases de (0 — M — B — A — 0)

que se parten como k-mddulos donde B es k-dlgebra, B — A es epi de k-dlgebras, y M es un
tdeal de cuadrado cero.

Demostracion. si el diagrama es conmutativo

0—>M—> M@A *f1 —>A—>O

0—>M—"» M@A %, ) *>Ai>0
entonces ¢(m,0) = (m,0) y ¢(0,a) = (?7,a). Definimos D : A — M via
$(0,a) = (D(a),a)
D es claramente k-lineal. ¢ es multiplicativa si y s6lo si (ejercicio ver que es suficiente)
¢((0,a) %1 (0,a)) = ¢(0,a) *2 $(0,a")

¢((0,a) #1 (0,a")) = $(0, a) x2 ¢(0,a’)?
8((0,a) %1 (0,0")) = ¢(fi(e ® @), ad') = (fi(a ® a') + D(ad’), aa’)
#(0,a) %2 $(0,a’) = (D(a),a) *2 (D(a’),a’)
= (D(a)d’ +aD(a’) + fo(a®a’),aa’)
ambas expresiones son iguales <=

fila®d') + D(aad’) = D(a)a’ + aD(a’) + fo(a ® a’)

= fi— fo=0(D). O
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Capitulo 7

Cohomologia de grupo

7.1. Resolucion bar, cohomologia de grupos y extensio-
nes de niucleo abeliano

Recordamos, dar un Z[G]-mdédulo es lo mismo que dar un grupo abeliano + una accién
aditiva de G, es decir, que valgan las férmulas:

m l-m=m,
= (gh)-m=g-(h-m),
»g-(m+m)=g-m+g-m'
Similarmente, k[G]-médulos = k-mddulos con una accién k-lineal de G:
g-(Am) = Ag-m)
Sea B, =k[G]-médulo libre con base G™, denotamos

[gl| e |gn] = 6(g11-~~,gn)

Notamos B,, = k[G]®"+! = k[G] ® k[G]®™. Para n = 0, B,,=k[G]-médulo libre de rango 1,
con base [ ]. Se define 9 : B, — B,,_; via

Olg1] -+ gn] = g1l92| - - lgn] — (9192193 - - - |9n]

+lg1lg2gs| -1 =+ (=1)"Mgl|- - |gn-19n] + (=1)"[g1] - - - |gn—1]

= g1lgal -+ 1gn] + D (=191 - gsgisa] -~ - 19n]
=1
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+(=1)" g1 [gn-1]
Por ejemplo, en grados bajos, para x,y,z € G
Olxlylz] = xlylz] — [wylz] + [zlyz] — [z]y]

Olzly] = xly] — [zy] + [2]

kK[G] -5 k

g—1

Z)\ggHZAg

geG geG
Si ) ,ec A9 € Ker(e) =

Z/\ygzz)‘gg_z)‘g:z)‘g(g_l)

geG geG geG geG
Para el caso k =7Z,
Homgy ) (Bn, Z) = Homgz ) (Z[G] ® Z|G*", Z)
=~ Homgy(Z|G*"],Z) = Func(G*",Z)
y el diferencial es, si f : G*™ — Z,
Of)g1s - gnt1) = fg2;- -  gny1)+

n

+ Z(_l)Tf(gh 5 9941, 0 7gn+1) + (_1)(”"1‘1)](’(917 T 7gn)

i=1

Nota: este es el complejo que da el modelo simplicial para calcular H" (K1 (G)) y H,(K1(G)),
donde K7(G) es un espacio topodgico determinado de manera tinica a menos de equivalencia
homotoépica que es conexo, su m; es G y todos los 7, superiores son triviales.

Observacion 7.1. B, es k[G]-libre con base G™ y si s : By, = Bp11
s(glgrl---1gn]) = lglgr]- -~ |gn]
= s0 + 0s = Id. Luego
Ho(G) := Hy(K1(G)) = Tor}19(Z, 2)
H*(G) := H*(K1(G)) = Exty)(Z, Z)

y se puede usar cualquier resolucién de Z como Z[G]-médulo, y no solo la resolucién bar.
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Ejemplo 7.2. G =C,, = (¢t : t") = 1. Z|G] = Z[t]/(t" — 1).
2 =7(G)/(t-1)

= 72[G) 26 = 76) D 7[6) S Z[G) —~Z —= 0

donde N =1+t+1t%2+---4+t"! es una resolucién.

Demostracion. Es claro que es proyeciva porque es libre (de rango 1), vemos que es exacta.
Vemos que es exacta. Escribamos un elemento de Z[G] como

n—1 n—1
E aitz = E (lz‘tZ
=0 =0

con a; € Z. Si

n—1 n—1 n—1
0= (]. - t) Z (liti = Z aiti - Z ait”l = Z (ai — ai,l)ti
=0 =0 =0

1€ Ln

n—1 n—1
= Zaitz = Zath = Nag
i=0 i=0
es decir, Ker(1 —¢) = $(N). Para la otra igualdad, notemos primero
Nt=N

luego, si un elemento esta en el nicleo de N, tenemos

n—1 n—1 n—1
OZNZaZﬁ:ZaZNiZaZ:O
=0 =0 =0

n—1

n—1 n—1 n—1
= Zaiti = fZai + Zaiti = Zai(ti —1)eIm(l—1t)
i=0 i=1 i=1

i=1

- —7[6) N z[6) L zi6) D zi6) L Z[6) —Z —> 0
Corolario 7.3. Si G = C,,, H*(G) = Z = Hy(C,,), y después es 2-periédica.
Mas explicitamente, si usamos 1 aresolucion

=76 X z[6) 1 7[6) 2 Z[G] T Z[G) —=Z —= 0
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Los complejos de homologia y cohomologia quedan

- — Z[G] ®zc) L o Z|G] ®zc) Z = Z[G) ®ziq) Z —=0

7 n 7 0 Z 0

0 —>Homyg|(Z[G)Z) > Homgg( Z|G}Z) —~>Homy ) Z[G) Z) ——>Homye ZIG)Z) — >

Z - Z

IR
1R

0 Z Z s

.. para grados positivos
H**(G) = 0 = Hai(G)

H*(G) = Zyn, = Hop41(G)

Ejercicio: Si tensorizamos con — ®yg) k el complejo
o= E[GIPT - S E[G)®? = k[G)®? = k]G] = 0

con diferencial V', obtenemos el complejo bar.

Homologia y cohomologia a coeficientes

Si M es un G-moédulo, se define
Ho(G, M) = TorZ¢(z, M)
H*(G, M) = Ext3g(Z, M)
Coro / Ejercicio: M € k[G]-Mod = Ext}¢(k, M) se calcula con
Homyq)(Bn, M) = Homgets (G™, M)

y diferencial
(df)(@1,... xn) =1 - f(22,...,20)+
i+l
D f@n i, o) + (D) (2 2e)
i=1

g{f:G—>M:m~f(y

Hl(G,M) ~ f(xy)—i—f(x) :O}

)_
Inn(D, M)
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G M fay) = ()~ @)
Inn(D, M)
Inn(G,M)={D:G— M:3me M/D(g)=9g-m—m}
2-cociclos: f:GxG— M /

Interpretacién de H?*(G, M)
Consideremos
O—-M—-F—-G—1

una extension de grupos con M abeliano, G arbitrario, y E arbitrario.

Por ejemplo

1 a b
0—Z, — 0 1 c):abc€Zyp—ZpX7Z
0 0 1
1 0 1 a b
b— (0 1 0], 0 1 c|w~(ab)
0 0 1 0 0 1

Es decir, M<E, E/M = G. Tanto G como M son abelianos, pero F no es abeliano! (savo
p = 2). Vemos entonces que claramente M y G no determinan en general a E. jqué datos lo
determinan?

Tomamos e : G — E una seccién conjuntista, g — e, € E, luego, como conjuntos (La-
grange) hay una biyeccién asociada
E+« MxG

Todo elemento w € F admite una escritura unica
w = megy

M<E = eMe ' C MVe € E, luego M tiene una accién de E. Pero M es abeliano, entonces

M actia trivialmente sobre si mismo por conjugacién y en consecuencia M tiene una accién

de G = E/M. Es decir,
-1

g-m:=egme,

estd bien definida. (Por eso necesitamos M abeliano, si M no es abeliano, la teoria es mucho
més dificil.)

Ejercicio: La accion de G en M es trivial si y sélo si M es central en F.



94 Cohomologia de grupo

La multiplicacién en E se describe como

ww' =megm’ey = megm’e; egey
= mg(m/)egey
Notar que 7w : E — G es de grupos =
E>egey 99 € G = egey = f(9,9 )egy
para alguna f : G x G — M. Luego
(mg)(mg') = mg(m/)egey
—1
= mg(m/)(egeg’egg/)egg’
=mg(m')f(g,9")egq
Cambio notacional: cambiamos el conjunto E por M x GG, en M usamos notacién aditiva
meg A (mag)
Como M es subgrupo, se tiene:
(m, 1)(m/a 1)=(m+ m’, 1)
La accién de G en M es por conjugacién en F y esta bien definida, por lo tanto:

(1,9)(m,1)(1,9)" = (g(m), 1)

yn general, el producto estd dado por

[ (m,g)(n, h) = (m + g(n) + f(g,h), gh) |

Concluimos E esta determinado por

» la accién de G en M

= una cierta f: G X G —- M

El siguiente Lema, cuya demostracion dejamos como ejercicio, indica el camino a segir
para mostrar la correspondencia H? ¢ extensiones, de manera ansloga a como hemos hecho
para el caso de dlgebras:

Lema 7.4. 1. Dada 0 - M — E — G — 0 y una seccion conjuntista G — E que da la
biyeccion E <+ M x G, por la asociatividad de f, tenemos que

xf(y,z) + f(x,yz) = f(xyvz) + f(ac,y)
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2. Dada M un Z|G]-mddulo y f : GXG — M un 2-cociclo, la multiplicacion en E := M xG
dada por

(m, ) (n,y) = (m+x-n+ f(z,y),2y)

es una ley de grupo y se tiene una extension

0O—-—M—-F—-G—1

8. 0= M — E — G — 1 una extension con M abeliano, s una seccion G — E, [ el
cociclo

(0,2)(0,y) = (f(z,y), zy)

o bien
fla,y) = s(z)s(y)s((xy) ™)
Si s es otra seccidn = el 2-cociclo f es cohomdlogo a f.

4.8%0—+M—-FE—-G—>1y0—>M— E — G — 1 son dos extensiones de G por M,
entonces existe un diagrama conmutativo

0 M E G 1
0 M E’ G 1

sy sdlo si los 2-cociclos respectivos |y f' son cohomdlogos.

Concluimos:

Teorema 7.5. Eriste una biyeccion entre H*(G, M) y clases de equivalencia de extensiones
de grupos de la forma
0-M-—-E—-G—1

La correspondencia es:
= Si M es un G-mddulo y [f] € H*(G, M), la extension es
E=MxG, (m,g)*(m',g') = (m+g(m)+ f(9,9'), 99)

m 510 > M — E — G — 1 es una extension con M grupo abeliano, entonces la accion

de G en M estd dada por

g(m) = s(g)ms(g)~"

donde s : G — E es una seccion conjuntista de E — G. La accion no depende de la s
elegida. El 2-cociclo f es

flg.9") = s(9)s(g")s(99') ™"
Su clase [f] en H? no depende de s.
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Ejercicio: E un grupo con |E| = p™ y n primo, muestre que E sucede en una extensién
de la forma
0-M-—-FE—-G—1

donde |M| = p* con 0 < k < n es subgrupo invariante central (equivalentemente abeliano,
n—k
P

con accién trivial de G) y |G
Aplicacidén: Se puede hacer un célculo iterativo de grupos de orden p™

Atencién: Hay mas de 10 millones de (clases de isomorfismo de) grupos de orden 512 = 29
(hay 10.494.213 (GAP)).

Si |E| =p®y M =17, |G| = |E/M]| =p*.

» Si G = ()2 es ciclico, tenemos una resolucién pequena, el célculo de H 2(Cn,Zy) es facil,
pero ademas podemos chequear que el grupo E es necesariamente abeliano, tenemos
entonces E = Zj, X Z,> para un cociclo trivial y &/ = Z,s para un cociclo no trivial.

= si G = (), x €, = podemos usar Kiinneth para calcular
H?(Cp x Cp, Zp) = Ext3ic y01(Z, L) = Extiie jamic,) (Z: Zyp)

2= (H?(Cp, Zp) ® Z) & (H' (Cp, Zyp) @ H' (Cy, Zp)) © (Zpp ® H?(Cp, Zy))

Se tiene que H%*(G,Z,) es un Z, espacio vectorial de dimensién 3. Distintos cociclos
dan lugar a distintas clases de equivalencia de extensiones, pero dentro de ellas, muchos
grupos que aparecen en als extensiones son isomorfos entre si (aunque no sean equiva-
lentes sus extensiones -por ejemplo los miltiplos no nulos de una extensién dada). Se
puede encontrar con este método una lista (con repeticiones pero exhaustiva) de todos
los grupos no abelianos de orden p?, que son 2:

e Sip=2setiene Dy y H = {£1,+i,+j, +k}
e Sip > 2, el grupo de Heisenberg Heis(p) y el grupo afin de Z,2 Af f(Z,2):

1 b
Heis(Zy,) = 0 c|:abcez,
0 1

o = Q

Aff(sz):{<g ?) '€ GLo(Zy2), a=1+kp:ke{0,1,--- ,p—l}}



Capitulo 8

(Co)homologia de algebras de
Lie

Algebras de Lie

Recordamos la nocién de algebra de Lie:

Definicién 8.1. k anillo conmutativo. Una k-algebra de Lie es un k-moédulo g junto con una
operacién k-bilineal [—, —] : g X g — g que es

» antisimétrica: [z, y] = —[y, z]
(en caracteristica 2 se pide [z, z] = 0)

= y verifica Jacobi:
[z, [y, 2]] + [y, [z, 2] + [z, [z, 4] = 0

Observacion 8.2. Jacobi equivale a
[z, [y, 2] = [[z,9], 21+ 1y, [z, 2]

si ad, = [z, —],
ady([y, 2]) = lady(y), 2] + [y, adx(2)]

es decir, ad, es una derivacién de la oeracién [—, —].

Ejemplos

1. Si A es k-dlgebra (asociativa) entonces
[a,b] = ab — ba

es una estructura de Lie en A.
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2. (A,*) una k-dlgebra “general” (o sea, bilineal y nada mds) entonces Endy(A) es k-
algebra asociativa, y por lo tanto de Lie y Der(A) C Endg(A) es subélgebra de Lie
(pero no subdlgebra asociativa en general), donde

Der(A)={D:A— A:D(axb)=D(a)*b+axD(b)}

3. M variedad, X(M) = Derg(C>°(M))

4. G grupo de Lie = Lie(G) = T1G = X(G)¢ C X(G) es un algebra de Lie de dimensién
finita (igual a la dimensién de G como variedad).

Ejemplos Matriciales

Las siguientes son todas dlgebras de Lie que son subalgebras de matrices, correspondientes
a espacios tangentes a grupos de Lie que son sugbrupos de GL(n, k):

w sl(n, k) ={M € M, (k) : tr(M) =0} = Ty SL(n, k)
w so(n, k) ={M € M, (k) : MM* + M*M = 0} = T1SO(n, k)
w u(n)={M e M,(C): MM*+ M*M =0} = TyU(n)
» su(n) =u(n) Nsl(n,C) = T1.5U(n)
Teorema 8.3 (Chevalley - Eilenberg ’48). Si G un grupo de Lie conexo y compacto entonces
Hpp(G) = H*(Q*(G), dar) = H*(Q*(G), dar)
En particular, el cdlculo depende sélo de g = Lie(G) = T1G
(2°(G)%, dar) = (A*(g"). Ocr)
que es un complejo de dimensién finita!

A"g* = Homg(A"g,R)
Of) (@ AN Npgr) =

:Z(—l)i+jf([$i>xj]/\xl/\"'@/\"'@/\"'/\anrl)
i<j

Veremos que el complejo anterior calcula un Ext sobre un algebra asociativa naturalmente
asociada a un algebra de Lie
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8.1. El algebra envolvente universal

Si g es de Lie, se define el algebra universal envolvente

Ug):=Tg/(z@y—-y@x—[r,y]: 2,y € g)

es una k-algebra asociativa y tiene la propiedad universal:

[Homy (U (g). A) = Homp. (g, Lie(A))|

donde, si A es asociativa, Lie(A) := (A, [,] = conmutador).

Resultara
H*(A*(g"),0cE) = Ext'Ug(k7 k)

Teorema 8.4. (PBW: Poincaré-Birkhoff-Witt) Sea g una k-dlgebra de Lie que sea libre como
k-mddulo, con base {x; : i € I} donde (I,<) es un conjunto totalmente ordenado. Entonces
los monomios

{1’”71 x?k”” ke No,il <l < e < ik,nij S N}

21

forman una base de U(g).

Observacion 8.5. si k es cuerpo, g es libre. U(g) = Tg/(J) por lo tanto U(g) es filtrada.
Como en U(g)

TY-YT=20y-—yQr=[zy
entonces gr(U(g)) es conmutativa. PBW dice que

gr(U(g)) = k[{w;}ier]

g-modulos:

Definicién 8.6. Un k-médulo M junto con una aplicacién bilineal
gx M — M

(x,m)—x-m

se dice un g-modulo si
z-(y-m)—y-(z-m)=[z,y]-m

Observacion 8.7. g-modulos = U(g)-médulos pues
Homp,e(g, Endy(M)) = Homy_q14(Ug, Endy, (M))
Ejemplos:

1. M =U(g), es un médulo de dimensién infinita.
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2. M =gconz-y:=[z,y], es un g-médulo de dimensién finita. Se denota g@?
- (y-2)—y-(z-2) =
= [z, [y, 2]l = [y, [z, 21| = [[z, 9], 2]
= [z4] -2
3. M =kconz- =0 esun g-médulo, se denomina el g-médulo trivial

Teorema 8.8. si g es k-libre, entonces la siguiente es una resolucidn U(g)-libre de k:
- —>U(g) ®A'g— - —U(g) @ A’g —~Ulg) ®g —U(g) =k —0

con diferencial

u®x1/\~~-/\xnr—>Z(—l)”luxi@xl/\.../\@/\.../\wn

A (DM u® [, g A AT A AT A Ay,
i<j

ye:U(g) — k estd determinado por x — 0 Yz € g.
En grados bajos:
Au@zAYANz)=urz@YAz—uy@rAz+uzQ@T Ay
—uR [y Az+u®x, 2] AN\y—u®ly,z] Az
du@zAy) =ur®@y—uy s —u® [z,
du® ) = ux
Demostracion. (sketch) Observamos el complejo

- —=>U(g @A"g— - —U(g) 9 A?g—U(g) @ g —U(g) >k —0
u®x1/\~~/\xnr—>Z(fl)”luxi@xl/\'-'/\fi/\-'-/\wn

A (DM u® [, g A AT A AT A Ay,
1<j

y chequeamos que

= d estd bien definido, i.e. la férmula es totalmente antisimétrica en z1,. .., z, (ejercicio)
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» d? = 0 (ejercicio, més largo que el caso simplicial)
= El complejo es filtrado y su graduado asociado es exacto, pues es el complejo de Koszul!

Veremos a continuacién que si un complejo tiene una filtracién exhaustiva y que empieza en un
lugar, y su graduado asociado es exacto, entonces es exacto. Si g es k-proyectiva, A¥g también
es k-proyectivo y por lo tanto cada término del complejo es U(g)-proyectivo, y asumiendo el
resultado sobre filtraciones, concluimos. O]

Veamos el resultado sobre complejos filtrados. Comenzamos con las definiciones:

Definicién 8.9. (C,,d) € Chain(A) se dice filtrado si Vn se tiene dada una sucesién de
submédulos F,(C),) con

0C - CFp(Ch) C Fpya(Cn) C--- C O
y d(Fp(Cy)) C Fy(Ch—1) Vn,p. Usaremos las siguientes calificaciones:
= La filtracién es exhaustiva si (J, Fj,(Cy) = Cp.
= La filtracién es Hausodorff si [, £,(C,) = 0.

» La filtracién empieza en un momento si Vn 3pg = po(n) : Fp, (Cy) = 0.

Fy(C . I
Definimos gr(C,,) = @ gr(Cy)p := D () con diferencial d

pez vez Fp—1(Ch)
d(c MOD E,_1(Cy)) = d(c) MOD F,_1(Cn_1)

Teorema 8.10. Si en C, se tiene una filtracion evhaustiva y que empieza y (gr(C),d) es
exacto, entonces (C,d) es exacto.

Demostracion. Sea x € C,, tal que d(z) = 0. Como es exhaustiva, existe p : € F,(Cy).
Consideramos 7 € gr(Cy,),

d(@) =dz =0= 3y, € gr(Cry1)p : T =dy, = dy,

=2 =dy, + 2p—1 (zp—1 € Fp_1(Ch))
Claramente 0 = dz = d(dy, + zp—1) = dzp_1.

Recursivamente podemos suponer que z,—1 = d(alguien), pues z,_1 € F,_1 y la recursién
termina porque la filtracién empieza en algiin momento. O

U@ ®@A"g—-—U(g) @ \’g—U(g) g —U(g) ==k —0

n
u®x1/\~-~/\xn|—>Z(—l)”luxi@ml/\~-~/\@/\---/\azn
i=1
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A DM@ [, g A AT A AT A Ay,
i<j

- —S(@) ®@A"g— -+ — S(g) ® A’g — S(g) ®g — S(g) =k —0

u®x1/\~-~/\xn»—>Z(—l)i+1uxi®:v1/\~-~/\@/\---/\xn

8.2. Cohomologia en grados bajos
Para el cdlculo de Hy(g, k), tomamos el complejo de Chevalley-Eilenberg;:

- —=>U(g) @A"g— - —U(g) ® A’g —U(g) @ g — U(g) —0

~

n
u®x1/\~-~/\xn'—>Z(—l)”luxi@xl/\~-~/\xi/\---/\xn

A (D) u@ [ A AT A AT A Ay,
i<J

Al tensorizar por k ®p(4) — obtenemos

Ag A%g - g k 0

- Hi(g, k) = g/]g, 9]. (Recordar/ejercicio: Hy(G,Z) = G/|G, G])

Con los mismos métodos dejamos como ejercicio verificar las siguentes formulas:

H'(g, M) = Der(g, M) /InnDer(g, M)

donde
Der(g, M) ={D:g— M : D([z,y]) =z - D(y) —y- D(z)}

InnDer(g, M) = {D : Imo/D(z) =z - mgp}
En particular H!(g,k) = {D : g — k : D([z,y]) = 0}.
Si f:A%g — M es 2-cociclo <+ f : g x g — M antisimétrica y
- f(y,z) =y f@,2) + 2 fz,y)
_f([xvyLZ) + f([x,z],y) - f([y,z],x) =0
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8.3. H? y extensiones de algebras de Lie

Sea f: g x g — M bilineal donde M es un g-mddulo. En M & g. escribmos m en vez de
(m,0) y z en vez de (0, x). Se puede definir una operacién asociada f y al corchete de g de la
siguiente manera (m,m’ € M, z,y € g):

[m,m']y =0
[z,m]y =2 -m=—[m,z|f eM
[yl = fz,y) + [z, 9] cMog

De manera similar a la correspondencia de H? de grupos y extensiones con nicleo abeliano,
dejamos como ejercicio la demostracion de la siguiente proposiciéon:

Proposicién 8.11. v [—,—]; antisimétrica <= [ es antisimétrica
» [—, —]f verifica Jacobi <= f es un-cociclo.

= en caso que —] wverifica lo anterior (i.e. es un corchete de Lie) M resulta un ideal
abeliano de (M & g,[—,—|f), la estructura de g-modulo se recupera por x -m =

[(0,2), (m. 0)], y g = /M.

= Toda sucesion exacta de la forma

=

0—-M—>e—g—0

donde ¢ — g es morfismo de dlgebras de Lie y M es un ideal abeliano de e, sucede de
esta forma.

8.4. Algebras de Lie simples y semisimples

El objetivo es demostrar un resultado funcamental sobre las representaciones de algebras
de Lie semisimples, que tiene varias demostraciones, pero la demostracion utilizando herra-
mientas de dlgebra homoldgica es particularmente simple y general. Para ésto necesitamos
ciertos pre-requisitos sobre algebras de Lie y sus representaciones.

Definicién 8.12. un ideal de un dlgebra de Lie g es un subespacio h C g tal que [h, g] C b.
Un algebra de Lie g se dice simple si no tiene ideales salvo 0y g y g no es abeliana (excluyendo
de esta manera el caso trivial cuando dimy g = 1)

Observacion 8.13. g simple = g = [g,¢]. No hay simples en dimensién 2, pues [g,g] =
Im(A%g — g).

Ejemplo / Ejercicio: ch(k) # 2 = sl(2,k) es simple. Recordamos los corchetes, y la
conveniencia de utilizar como base las siguientes matrices:

o) (¢ 2)] =6 =)
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G 0)C %)= d)
6 5 5= (5 7)

Definicion: Un élgebra de Lie g se dice semisimple si es isomorfa a un producto directo
(con corchete coordenada a coordenada) de dlgebras de Lie simples.

La forma de Killing

Si V es un g-moédulo, denotamos
2y i=x-—: V-V
Si dim V' < oo, se define la form bilineal en g asociada a V a través de
by (z,y) = trv(z|v oylv)
Por las propiedades de la traza se puede ver facilmente que
by (2,y) = bv(y,z)

bV([Ivy]a Z) = bV(Iv [yv Z])
Si V = g% se llama forma de Killing k(—, —).

Ejemplo 8.14. Calculamsos la form de Killing para s[(2,R): tommos como base

=05 0= ()

valen las férmulas

[Ivy] =h
[h, 2] = 2z
[hvy] =2y

Con estas constantes de estructura, podemos calcular la matriz de la forma bilineal, por
ejemplo

b(x,x) = tr(ad?) :tr(hn—>—2xn—>0,x»—>0|—>0,y»—>hb—> —2:10) =0

b(z,y) = tr(ad, o ady) = tr (h = [z, [y, h]] = 2h, x— [z, [y, z]] =22, y— [z,[y,y]] = 0) =2
etc. Dejamos como ejercicio calcular la matriz de la forma b en esta base. Podemos concluir
que la forma de Killing es no degenerada, pero no definida.
Ejemplo 8.15. su(2) = (R3, x) base ey, 2, €3, con corchete

[e:,€it1] = €it2 (Mod3)
Dejamos como ejercicio ver que su forma de Killing es definida negativa, en particular es

no degenerada, pero también esto muestra que su(2) % sl(2,R) (sin embargo, sl(2,C)
5u(2) (293 C)



8.5 El Casimir 105

El Criterio de Cartan:

Mencionamos sin demostracién el siguiente criterio de Cartan para g de dimensién finita
sobre un cuerpo de caracteristica cero

i) g es semi-simple <= k4 no-degenerada.

ii) Si g en una subélgebra de Lie M, (k), entonces B(x,y) := tr(zy) (la traza usual de
matrices) también es no degenerada.

(ver Humphreys, Knapp, Bourbaki,...)
Veremos que si g es simple y g C M, (k)

= B=MXs (0#Xck)

8.5. El Casimir

El ingrediente fundamental en los célculos cohomoldgicos es la accién de un elemento en
particular llamado el Casimir, asociado a toda g semisimple.

Definicién 8.16. Si g es ss, z1,...,2, una base, y sean z',...,z" en g tales que
oy =7
K(zi, x?) = 0]

se define el Casimir

Q= inxi e U(g)
i=1

Dejamos como ejercicio ver que €2 es independiente de la base elegida. En particular,
Q=30 wat =" o'

A veces se considera Q € S?(g) Cg® g.

Vale z € gy [wi,2] = 3, cijry =

[x,27] = Zcijxi
i
Pues si [z,27] = 3, a;j2%, calculamos
QAij = ’V‘:(‘ri’ [xv'rj]) = ’V‘:([Ihx]?"rj)

luego
Qe ZUg)

.V g-médulo M, la multiplicacién por Q es U(g)-lineal.



106 (Co)homologia de dlgebras de Lie

Lema 8.17. (Schur) Sea S un g-mddulo de dimension finita y simple (i.e. los inicos g-
submddulos son 0 y S). Si k es algebraicamente cerrado, entonces Icg € k tal que

Q|S = CsIdS
Notar que esto implica que cg dimy(S) = tr(Q|s).

Demostracion. Si S es de dimensién finita, como Q|g : S — S es una transformacion lineal y
k es algebraicamente cerrado, tiene al menos un autovalor A y como £ es central en U(g),

{ves: Q- v=}CS

es un g-submédulo, que es no nulo, y por simplicidad necesariamente coincide con S. O

Mostraremos que S simple, entonces S = k el médulo trivial es el tinico en donde cg = 0.

8.6. Estructura monoidal de las representaciones

La cateoria de g-mddulos (de manera andloga a la de representaciones de un grupo) tiene
operaciones adicionales que producen nuevas representaciones a partir de otras. Si M y N
son dos g-mdédulos, entonces

= M ® N es naturalmente un g-mddulo con la accién
z-(mAn)=azm&n+mean
y la trasposicion M ® N = N ® M es g-lineal.
= Homy (M, N) es un g-médulo via
(z - f)(m) :=xf(m) — f(zm)
En particular M* es g-médulo con (z - ¢)(m) = —¢(azm).

» El morfismo natural
M* ® N — Homy (M, N)

es de g-médulos.
» Homgy (M, N) = Homy (M, N)®
» M de dimensién finita = Homy(M,N) = (M* @ N)?

» La descomposicién en tensores simétricos y antisimétricos g®@ g = S%g® A2g es también
como g-mdédulos. Si g es semisimple, entonce el “casimir”

Y wiwricgag

i=1

es simétrico e invariante, i.e. un elemento de S?(g)®?.
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s ((M ® N)*)%=formas bilineales invariantes, donde b es invariante <= b([z,y],2) =

(
b(x, [y, 2])

Algunos subespacios de invariantes en el caso g simple y
=k

Realizamos algunos calculos con reprsentaciones e invariantes en el caso de g simple:

» M = g% es una representacién simple entonces (Lema de Schur)

dimj, Homg(g,g) =1

» g% = g* pues la forma de Killing provee de un morfismo no nulo
g_>g*7 (l"—)ii(.%‘,—))
y como
Homg (g%, 9) = (3®9)° = (g" ® g")°
todos tienen dimensién 1, por lo tanto (S%g)? tiene dimensién 1 y estd generado por

el Casimir (y colateralmente también se sigue que (A2g)? = 0, aunque no lo utilicemos
ahora).

Ahora si g es simple y M simple no trivial,
p: g — Endy(M) = My (k) = g C My, (k)
produce una inmersién de g como subdlgebra de matrices. Recordando la parte correspon-

diente del criterio de Cartan tenemos

1. B(x,y) = tr(x|ap oy|ar) es no degenerada entonces (Cartan) § = Ak para algin 0 # \ €
k. Si @1,...,7, una base de g {y',...,y"} en g satisfacen

_ . . - T
)\ 3 J) = iy 7y = (5j = Q = i — 79
w(i,y') = B(xi,y’) = 0] E zy' =
2. Sabemos que Q| = cIdy; (Schur), luego

n n
D wilwoy' v =cdy = Y tr(wilv oy’ m) = cdim M

i=1 i=1

n
= cdim M = ZB(z,,y’) =dimg
i=1
Concluimos Q = (ﬁgnj\g/lld #0 = Q|y = cmld, epr # 0. Es decir, Qg es cero si S es la
representacion trivial, y Q|s es un multiplo no nulo de la identidad si S es simple no
trivial.

Con este resultado podemos demostrar los siguientes resultados fundamentales:
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8.7. Lemas de Whitehead y Teorema de Weyl

Primer Lema de Whitehead

Lema 8.18. Sea A un anillo, w € Z(A) un elemento central, M y N dos A-mddulos, deno-
tamos w|p y wln la multiplicacion por w en M y N respectivamente:

w|M:M—>M

m—w-m
Entonces
w|pmx =w|y : Homa (M, N) — Homu (M, N)
Como corolario, reemplazando M por una resolucién, y calculando homologia, tenemos

Corolario 8.19. Mismas hipdtesis y notaciones que el lema anterior, entonces
wlars = w|y  Exti (M, N) — Ext (M, N)

Como corolario de esto y de las propiedades del Casimir se tiene:

Teorema 8.20. M simple M # k = H*(g, M) = Extf;,(k, M) =0

Demostracion. El casimir actia por un escalar no trivial en M, y por un escalar nulo en k,
luego, en Exty; (k, M), la accién del casimir es simultdneamente cero y un iso. O

Observacién 8.21. g simple = g = [g,g] = H'(g, k) = 0.
El teorema anterior junto al calculo de H'(g, k) nos lleva al primer Lema de Whitehead:

Teorema 8.22. (Primer Lema de Whitehead) H'(g, M) = 0 para todo M de dimension
finita.

Demostracion. Si M = k es la observacién, si M es simple no trivia, es el teorema anterior.
Si M tiene dimension finita y no es simple, entonces admite un submdédulo simpe S y se tiene
una sucesion exacta corta

0-S—>M-—=>M/S—0

Por un argumento inductivo en la dimensién, tenemos que H'(g, M/S) =0y H'(g,S) =0
por se 1S simple, luego H?'(g, M) = 0 se sigue de la sucesién exacta larga asociada a la
sucesiéon exacta corta anterior. O

Tenemos todos los ingredientes para mostrar uno de los resultados més importantes de la
teoria de representacion de las algebras de Lie semisimples:
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El Teorema de Weyl

Teorema 8.23. (Weyl) g semisimple, ch(k) = 0, entonces todo g-médulo de dimension de
dimension finita es completamente reducible.

En otras palabras, todo submédulo de un médulo de dimension finita se complementa, o
bien la cat. de g-mdédulos de dimension finita es semisimple.
Demostracion. Asumimos primero g simple y k& = k. Vemos primero que
Extf;4(X,Y) = Ext' (k, Homy, (X, Y)) = H' (g, Hom (X, Y))
Si dim M < oo My C M entonces
0— My—M— M/My—0

da un elemento de Extbg (Mo, M/My) = 0. Esto dice que lal sucesién anterior se parte, luego
My se complementa en M. O

Observacidén 8.24. Si g no es semisimple, g = g1 X - - - g, entonces U(g) = U(g1) Q- -- QU (gr),
el resultado sobre H'(g, —) (primer Lema de Whitehead) se sigue de la férmula de Kunneth, y
la demostracién del teorema de Weyl sigue intacta. Si k # k, entonces consideramos g := g@ik
como k-algebra de Lie. Por e criterio de Cartan, g es semisimple como k-algebra. Tenemos
que U() = U(g) & . ) )

H'(g, M) @y k == H'(g, M @ k)

luego, es valido el Lema de Whitehead para g y por lo tanto en teorema de Weyl.

Segundo Lema de Whitehead

Teorema 8.25. (Sequndo Lema de Whitehead) H?(g, M) =0 si M tiene diemnsidn finita.

Demostracion. Por un argumento de induccién en la dimensién y la sucesiéon exacta en la
cohomologia basta ver que H?(g,S) = 0 si S es simple, cosa que ya sabemos para S # k. Si
S = k, interpretamos H?(g, k) como extensiones y considermos una extensién e dlgebras de
Lie con nicleo abeliano isomorfo a k:

0—sk—eSg—0

m morfismo de dlgebras y k = Ker(m).

Sieceyxeg, seal € e tal que 7(T) = x. Definimos
x-e:=I[T,e€
= estd bien definido = ¢ € g — mod y 7 es g-lineal.
Por el teorema de Weyl, admite seccién g-lineal s : g*® — ¢
s([z,y]) = s(z aay) =z - s(y) = [s(x), s(y)]
= s es morfismo de dlgebras = H?(g,k) =0 = H?(g, M) = 0 si dim M < oo. O
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Capitulo 9
Lenguaje super

Dedicaremos este capitulo al llamado lenguaje super, que resulta muy cémodo para las
construcciones del algebra homoldgica. En general, la palabra super se puede referir cuando
intervienen signos que suelen depender de la paridad en una Z-graduacién, por lo que las
definiciones o nombres pueden hacerse tanto en el caso Z-graduado como en el Zs-graduado.
Tomaremos en principio la situaciéon de una Zs-graduacion.

Definicién 9.1. Un super k-espacio vectorial (o super k-médulo si k es anillo conmutativo)
es un k-modulo M junto con una descomposicién en suma directa

Mo © M,

Los elementos de My se dirdn homomgéneos de grado par, los de M; se llamaran ho-
mogéneos de grado impar. No todo elemento en My @ M; tiene asociado un grado, ya que no
todo element es homogéneo, pero si es cierto que todo elemento de My @ My es una suma de
elementos homogéneos. Muchas veces se diran las definiciones sobre elementos homogéneos,
siendo las definiciones de carater lineal, se sobre-entenderd que se extienden por linealidad
para elementos que sean sumas de homogéneos.

Ejemplo 9.2. Si M es Z-graduado, M = @,czM", esto induce una Zy-graduacién
My = @nGZMzn; My = @nGZM2n+1

La mayoria de los ejemplos de interés son Z-graduados.

9.1. Estructura monoidal: signos de Koszul

Sif:(My® M;)— (No® Nip) es k-lineal, diremos que respeta la descomposicién, o que
respeta la paridad, o la Zs-graduacién si

f(M;) € N;
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Los super médulos, o médulos Zs-graduados, forman una categoria.
SiM=My®M; y N= Ny® N son dos super-mddulos, entonces el producto tensorial
también
M®N=My® No® My®@ N, &M & Nod M; ® Ny =
= (My® No & My @ Ny) EP) (Mo @ Ny & My @ Ny)

(M®N)o (M®N)1

Sin embargo, y aqui es donde aparece de manera esencial la Zy-graducién, si M = My & M,
y N = Ny ® N7 son dos super-médulos, entonces hay dos isomorfismos naturales

MN=ZMN

uno el flip usual
m@n—n@m

y el otro: flip con signo

men s (=1)""y @ m

donde |m| = grado o paridad de m (resp. |n|).

Observacion 9.3. si |m| y |n| estdn en Z y no en Zs, en la férmula anterior sélo importa la
paridad de la graduacién.

9.2. Algebras super conmutativas

Una super-k-alg. asociativa es lo mismo que una k-algebra Z, graduada, es decir, A =
Ag ® Ay y el producto verifica

A;- Aj C Ai+j (Z,j,l + 1 moédulo 2)

Ejercicio: Si A tiene unidad 14, ésta necesariamente pertenece a Ay.

Una super dlgebra A se dice super-conmutativa (o conmutativa en el sentido graduado)
si
ab = (—1)191Plpg

para todo par de elementos homogéneos a y b de A.

Ejemplo 9.4. A = AV = el dlgebra exterior es super-conmutativa, con la graduacién |v| =1
YveV.

Ejemplo 9.5. A = k[z] con |z| = 1 es graduada con |x| = 1, pero no es super-conmutativa. Si
tomamos |z| = 2 entonces k[x] es otra dlgebra graduada, y ésta, si es super conmutativa.
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Ejemplo 9.6. Si Ay B son dos superalgebras, entonces en A® B hay otro producto, ademas
del usual, dado por )
(a@b)-(a V) := (=1 Plag” @ bb’

Denotamos esta estructura de dlgebra como ARB.
Notar que
= @ es el coproducto en la categorfa de k-dlgebras super conmutativas.
= si A= A (i.e. A1 =0) entonces A®RB = A® B.

Ejercicio: Si V = Vp@V; entonces definimos S(V') := S(Vo) ® A(V1), es superconmutativa,
y si A es super-conmutativa entonces

Homsuperfkfalg (S(VO) & A(‘/l); A) = Homsuperfkfmod(vo 3] Vl; A)

Es decir, S(V) = S(Vh) ® A(V1) es super-conmutativa libre.

V=VWoeh

Observacion 9.7. W = W& W,

} =S(VaeWw)=SV)& S(W).

9.3. Super algebras de Lie

Un super médulo g = gg @ g1 se dice una super-algebra de Lie si se tiene un corchete
[—,—]:9®g— g que verifica

= es homogéneo de grado cero:
9, 95] € Gitj

= es super anti-simétrico: Vz,y € g homogéneos
[z, y] = — (= 1)1y, 2]
= y satisface super-Jacobi: Vx,y, z € g homogéneos,
Observacion 9.8. go es super-subdlgebra de Lie y algebra de Lie en el sentido usual. g1 NO
es Lie usual, podria pasar [z, z] # 0!
Ejemplos
Sea V =V & V7 un supermédulo entonces

End(V) = Hom(Vo @ V1, Vp & V1)
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= End(Vo) ® End (V) @) Hom(Vo, V1) & Hom(V1, Vy)

End(V)o End(V):

es una super-algebra (o sea es un dlgebra Z, graduada) y si f y g son homogéneos definimos
el super-conmutador

[f.9)s = fog— (=1)¥gof
(End(V),[—, —]s) es superélgebra de Lie.

9.4. Super-derivaciones
Sea A = Ap @ A; una superélgebra (asociativa o no). Las super derivaciones
Ders(A) C End(A)
se definen por Ders(A) = Derg(A)o @ Derg(A); con
Der,(A), = {D € End(A),, : D(ab) = D(a)b + (=1)"laD(b)}
Ejercicio: Derg(A) es sub-superdlgebra de Lie de End(A):
= D € Dery(A)g, E € Derg(A); coni=0,1,= DE — ED € Derg(A);.

= D, F € Ders(A); = DE+ ED € Derg(A)o.

(o sea, derivacién en el sentido usual)

Ademss, si D es impar, entonces el segundo item dice que [D, D] = 2D? es una derivacién
usual, pero también se puede mostrar directamente que D? es una derivacién par, sin necesidad
de invertir 2.

Demostracion. mostraremos sélo parte de D?. Sean a y b homogéneos,
D?(ab) = D(D(ab)) = D(D(a)b) + D((—=1)!PllelaD(b))

y como |D| es impar
= D(D(a)b) + (=1)" D(aD(b))

= D2(a)b + (~1)P*!D(@) D) + (~1) (D(@) D) + (~1)“laD* (b))
Como |D(a)| = |D|+|a| y | D| es impar, los términos con D(a)D(b) se cancelan, y ((—1)!%/)? =
1, por lo tanto
= D?*(a)b+ aD?*(b)

como queriamos ver. O
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9.5. Superalgebras de Lie y complejos

Sea g = ,,cz 9n una superalgebra de Lie y m € g tal que
[m,m] =0
Entonces 0y, = [m, —| verifica
* On(9n) C Gnta
= On([z,y]) = [Om(2),y] + (=1)"![z, 9 (y)]
= lek=02=0
w M, g] = Om(9) <Zm, Zm/Om(g) es super-Lie.
Demostracion. El primer item es claro pues
Om (gn) = [m, gn] < (81, 8n]

El segundo es exactamente la igualdad de Jacobi para m,z,y.

El tercer item se sigue de Jacobi:
O () = [m, [m, z]] = [[m, m], ] + (=1)""™/[m, [m, ]]
Pero como [m,m] =0y |m| =1 se tiene
[m, [m, z]] = =[m, [m, z]]

por lo tanto
0 =2[m, [m,z]] = 28,2n(33)

Finalmente, si ¢ € Z,,, es decir, [m,z] = 0, e y € [m,g], es decir, y = [m, z] para algin z,
entonces
[y, =] = [[m, 2], 2] = [[m, 2], 2] + 0

= [[mvz]vx} + (_1)|Z|[Z7 [m,x]] = [m7 [Z’x]] € [m7 g]

9.6. Coalgebras y coderivaciones

La nocién de codlgebra es dual a la de algebra, o mejor dicho pre-dual, ya que el dual de
todo coalgebra es un dlgebra, mientras que el dual de un algebra es codlgebra sdélo si cierta
hipétesis de finitud es vélida sobre el dlgebra, o si el dual se hace en cierta forma restringida
(como dual graduado, y en cada grado hay dimensién finita). La ventaja de trabajar con
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codlgebras es que muchas veces ciertas hipdtesis de finitud que parecen necesarias con algebras,
desaparecen en el caso de codlgebras y las construcciones resultan mas naturales. Por esa razén
es conveniente pagar el precio de la falta de intucién co-algebraica y, cuando resulte necesario,
trabajar con coalgebras.

Definicién 9.9. Una coalgebra sobre k es (C,A : C — C ® C) que admite ¢ : C — k
verificando

= coasociatividad: C 2 .cwC
Ai iM®A
cecLcecac
= counitariedad C —=C @ C C—2CxC
l6®1d ild@e
C—>kaC C—>Cok

(son diagramas conmutativos)

Ejemplos
m dimp A < 00 = C = A* es codlgebra con A = m* y e = p* donde p : k — A es la
inclusién de k en A.
= SiA= ®n20 A, vy dimg A, < coVn = el dual graduado
Cc=4A =4
n>0

es codlgebra, graduada:
AlC) S P G ec,

pt+g=n

(0jo n € Ny, si n € Z no estd garantizado)

= Si C es codlgebra, entonces C* siempre es un algebra.

Filosofia: C* es algebra = es probable que C' sea codlgebra
= G grupo finito, k[G] es dlgebra, pero también codlgebra definiendo
A(DAg) =Y Mg
geG geG

(v A es morfismo de dlgebra)
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= Dualmente, si G es un grupo finito, el dlgebra k¢ también es codlgebra definiendo
KO = (k¢ @ k) 5 A(f)(9,h) = f(9.h)

por ejemplo,

Aby =Y 03051,

geqG

» A = O(My(k)) = klz;; : 1,7 = 1...,n] una codlgebra via A : A - A® A =el!
morfismo de algebras t.q.

Alwy) =)z © xg
k

= Si G es un subgruo (o submonoide) de M, (k) definido por ecuaciones fi,--- fr (por
ejemplo SL, (k) = {det =1})

= O(G) = O(M,(k))/(f1,---, fr) (asumiendo radical) es codlgebra con
O(M,(k)) = O(G)

un epi de codlgebras.

Filosofia IT: X conjunto, O(X) es dlgebra, si en X hay un producto asociativo = en
O(X) hay un coproducto

9.7. La codlgebra co-libre TV
V' k-esp vectorial y
C=kaVaoVe®2g...aVeg...

Un elemento de V®” lo escribimos como sumas de elementos de la forma vy - - - v,,. Definimos
la deconcatenacion como

A(Ul...vn):1®/U1...vn+vl®fv2...vn+..‘

'~—|—U1~--1}n_1®vn+U1~-~Un®1

n
= E V1V @ Vg1t Un (por convencién vg = 1 = v, 41)
i=0

Es coélgebra con ¢(V®") =0 Vn > 1. Si dimy V < oo = TV 2 dual graduado de TV*.
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9.8. Co-derivaciones

Si C' es una codlgebra, se define coderivacion como un morfismo k-lineal D : C — C que
verifica
(DId+1d® D)A = AD

o equivalentemente, que D* : C* — C* es una derivacién.

Hecho: Coder(C) C Endy(C) es subdlgebra de Lie.

Super Co-derivaciones

Si C = @, C, es una codlgebra graduaday D : C — C t.q. D(C},) € Cp4,Vn se dice super
coderivacién si D* es una super-derivacién (de grado —p) de C’ (el dual graduado de C), o
equivalentemente

(D®1d + +1d ® D)A = AD
donde #Id(c) := (—1)ll¢ para todo homogéneo c.

Hecho super: Coder,(C) := @ Coder,(C)
P

es super-dlgebra de Lie (subdlgebra de End(C))

9.9. Super Co-derivaciones y el complejo de Hochschild

Sea V un k-espacio vectorial, TV = coélgebra graduada con |V| = 1.
P Hom(VE", V) = € Coder_,, 41 (T°V, T°V)
nez
Hecho dual: Consideramos TW como &lgebra graduada,
Der, (TW, TW) = Homy (W, W®P*1)
Si dimV < oo, tomamos W = V*, pero el iso es cierto ain en dimensién arbitraria.

Ejemplo 9.10. f: V®2 — V. Consideramos f : TV — V con m(a; @ -+ ®a,) = 0 si n # 2
(escribimos a; € V).

Dia®b) = fla®b) €
Dy¢(a ®b® c) = f(a®b)®c—a®f(b® c) € Ve?
Di(a®b®c®d) = f(a®b)®cd—a® fb®c)@d+axb® f(cwd) €V
Di(a®@b@c®d®e) = fa@b)@c@de—a® fbRc)@d®e

+a®b® f(c®d)®e—a®@bRc® f(d®e) c Ve
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Esta extensén de f : V®2 — V primero viéndola como una aplicacién TV — V (extendiendo
por cero en los demds sumandos) y luego extendiendo como Dy : TV — TV verifica

|(Dy ®1d ++1d ® Dy)A = AD |

y |pv o Dy = f| Estd univocamente determinada por esas condiciones

Ejemplo 9.11. SiTV = Aesun dlgebray f =m: A® A — A es la mutiplicacién entonces

D, =V
Corolario 9.12. Son equivalentes
» m: A®% 5 A es un producto asociativo en A.
= D2 =0.
Demostracion. D?, es coderivacién de TV, de grado -2, se corresponde con D : V&3 — V

D =D? |yes = <a®b®cn—>ab®c—a®bcH (ab)c—a(bc))

Ademés, si f : VO 5 V, consideramos D; y Dy,
[Dy, Dy,] € Coder(TV)_,, = Hom(VE" V)
[Dy,Dm(a1 @+ @ ant1) = f(Dm(a1 @+ @ ant1))
—(=D)!Prlm(Dg(ar ® -+~ @ apy1))

= f(b'(a1 ® - any1))
—(—1)"_1m(f(a1 ® - ®ap) ®ant) + (-1)" a1 ® flaz @+ @ an+1)>
= f(b'(a1 ® - any1))

+H(=1)"fla1 ® - @ an)ant1) — a1 flaz @ - ®@ an+1))

=—0()a1®--- @ any1)

’ [DﬂDm} = D,af ‘

O

Corolario 9.13. A = (V, m) una k-dlgebra asociativa entonces C*ullet(A) = €, Hom(A®", A) =
P Coder—n + 1 es una super-dlgebra de Lie, y su diferencial, a menos d esigno coincide con
[m, —]. En particular H®*(A, A)[—1] es super-dlgebra de Lie.
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Es decir, se tienen operaciones
[HH?, HHY) C HHP*9~2

y verifica super Jacobi con respecto al grado p — 1 si un elemento esta en H HP.

Para el caso HH!(A) = Der(A)/InnDer(A) es una subalgebra de Lie (usual), Der(A)
actia en toda la cohomologia, como era de esperar “derivando” la accién del grupo de auto-
morfismos, pero esta manera nos da gratis e resultado de que InnDer(A) actda trivialmente
en cohomolgia.

Ademés, el corchete da operaciones adicionales, por ejemplo [HH?, HH?| C HH?3, etc.

9.10. Supercoderivaciones y el complejo de Chevalley-
Eilenberg

Sea V un k-espacio vectorial (de dimensién arbitraria), A°V'= los tensores completamente
antisimétricos. Afirmamos que AV es una subcodlgebra de TV, por ejemplo:

AlHzyz) =4+1Quyz+2Qyz+ry@z+zyz @1
Al—zzy) =—-1Qazy —2Q2y —22Qy — 22y ® 1
Al—yzz)=-1Qurz—yQurz—yr®@z —yrz® 1
A(Hyzz) =4+1Quyza+yQze+yzQ@r+yza®1
Altzzy) =4+1Qzay+ z2Qzy+ 22 Qy + zazy @ 1

Al—zyz)=—-1Qzyz —z2Qyr — 2y @z — zyr ® 1

y podemos chequear que si sumamos todas estas ecuaciones tenemos que la deconcatenacion
de un elemento en A°® nos da un elemento en A°® A°€. Dejamos el caso general como ejercicio.

Al igual que en el caso de TV, podemos mostrar que hay una biyeccién
Hom(A°V, V) 2 Coder(A°V)
en particular, el complejo de Chevalley a coeficientes en g es de la forma
Hom(A¢g, g) = Coder(A°g)

y su diferencial se puede definir como la tnica d € Coder_;(A°V) tal que d|r2qy = [—, -] :
A?g — g. También es posible mostrar que d?> =0 <= [—, —] verifica Jacobi.

Notar que autométicamente obtenemos que(Ag*, d*) es una d.g. algebra



Capitulo 10

Algebras de Koszul

10.1. Algebras cuadraticas y el candidato a resolucién

Una k-algebra presentada por generadores de un espacio vectorial V' moddulo relaciones,
donde
A=TV/(R), RCV®?

diremos que A es un algebra con relaciones cuadraticas.

Primeros ejemplos:

» klz,yl =T(kOky)/(t0y —y@x)

= Az,y) =T(hz @ ky)/(c @z, 20y +y O,y DY)

A=TV (R =0);
s A=k®Vecon V- -V=0(R=V®?)
v sig € k%, kylz,y] = k(z,yley = qyx), se llama el plano cudntico de pardmetro g,
R=klz®y—qy®z).
Si A=TV/(R) con R C V®? es un algebra cuadratica, entonces es graduada y conexa,
1 ®2 V3
R "VeRtRev

A=koV®

Se tiene la aumentacion € : A — k inducida por
TV = k

vi=0
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k es A-moddulo, queremos encontrar una resolucién lo més pequena posible de k como A-
médulo. Empezamos por € : A — k — 0, como Kere = (V), podemos continuar con

AQV - A—k—0

a®v— av

cémo continuamos? Como R C V&2, consideramos el mapa
ARV® 5 AV

aRUVRW— av @ w

Si hacemos la composicién
ARV 5 AV — A

aRUVRW— av QW — avw

no necesariamente da cero, pero si lo restringimos a A ® R si, pues

AR — AQV — A
a®(Zvi®wi)»—)Zavi®wir—>a(2viwi):0
pues Y, v; ®w; € Ry por lo tanto

0="> ww; € TV/(R)
Por ahora tenemos un complejo

AR —>AQV - A—k—0
Tomamos A =TV, R = 0, el complejo construido da simplemente

0->TVRV ->TV - k—0

es una resolucién!
SiA=klz,y|=T(kz@®ky)/(z®y—y®z)

A®R ARV A k 0
AR(z@y — yRz) — AQz ® AQyY A k 0
a®(xRY — YRT) — ar®Y — ayRx a+——>€(a)

a®x + bRy —— ax + by
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SiA=k®VconV-V=0,o0sea R=V®2,

AR R ARV A k 0
kaoV)V®? —— (kdV)V —= (k®V) —=k——=0

ko ve? koV

Ve Ve? VeV

es exacto! A[)cémo continuar?
75 ARR—-AQV - A—k—0

Podemos definir
Ry :=(ReV)N(VeR) C V&3

y entonces la restriccién a A ® R3 nos da un morfismo en el objeto deseado:

ARQR3;————->AQR
AQV® — s A V®2

ARURUVRWH— au @V Q w

En el ejemplo k[z,y] = TV/(x @ y — y ® ), R3 = 0, as{ que tenemos el candidato a
resolucién

0> AQR—-AQV - A—=0

En tres variables,
klz,y,2] = T(kx @ ky © k2)/(z@y-y®z, 2@2-207, yR2-2QY),

R3 = kVols, Vols = Z (—1)7261 @ To2 ® Tos
oES3

y tenemos la resolucién de Koszul de k[z,y, 2], lamando t Ay =z ® y — y ® z, etc

ARVoly3 = A® (kxNy P kQyNz@ k@ zAz) > AV - A—k—0

Motivados por esta construccién, definimos:

Ro=k, R =V, Ry=RCV®?
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y para n > 2:

R, = mi+j+2:n VO @ R V®|Cyen

yd:A® R, = A® R, _; definido restriccién de A ® VO — A ® VoL

Agver Agyen-t

ARV X QU F>av] QU2 X -+ QU
Definicién 10.1. Para A = TV/(R) con R C V®2, el complejo
=2 AR, > > ARR3; VAR AQV - A—k—0
se denomina el complejo de Koszul de A.
Diremos que A es (cuadréitica) Koszul si su complejo de Koszul es exacto.

Observacion 10.2. Cada proyectivo de la resolucién en el lugar n (es libre) es graduado y
generado en grado n, pues es A ® R,,. Estas condicion es otra posible definicién (que resulta
equivalente) de Koszulidad.

Ejemplos:
1. klzy,...,z,), k®V yTV.
2. El plano cudntico: si ¢ € k>, A = ky[z,y] = k{z,y}/(xy — qyz) es Koszul, la resolucién
tiene largo 2:
00 AR (z®y—qyRz) — ARz P ARy — A—k—0
a®((rTR®Y—qyRz) = ar @y —qay
3. Uno menos trivial es A = k{a, b, ¢, d) con relaciones
ab = qba, ac = qca, ad —da = (¢ — q~")be,
bc = ¢b, bd = qdb, cd = qdc
4. A= k{z,y}/(2? yx) NO es Koszul.
(Es Noetheriana de un lado pero no del otro!)
Observacion 10.3. A Koszul = Tor? (k, k) = R,,, Ext’y (k, k) = (R,)* (en particular tienen la
misma dimensién).
Sabemos que Ext% (k, k) es un élgebra, es k &V & R® R3 @ - - - una codlgebra? Se puede
comprobar que efectivamente
Ry:=@R, CTV
n>0
es sub-codlgebra con la deconcatenacion. Més facil, veremos el dlgebra dual-Koszul A' asociada
a A
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10.2. El dual de Koszul
A=TV/R con R C V®? es graduada

A:@An:k@V@AQ@'“@An@"'
n>0

donde Ay = V®2/R y paran > 2,
yen
S VEQR® Ve

itj=n—2

An =

El morfismo natural
VeV = (Ve V)

b0 (v v = B))

siempre inyectivo, es iso si dimg V' < co.
Asumimos dimy V < oo e identificamos V* @ V* = (V @ V)*. De la s.e.c.

0 R—-V® 5 V®/R 50

tenemos

0= (VE2/R)" = (V)®? - R* =0
Identificamos (V®2/R)* = R® C (V*)®2,
Definicién 10.4. Si A=TV/(R)

AL=T(V*)/(RY) |

Observacién 10.5. A' es cuadritica
Observacion 10.6. dimV < oo = (A")' = A (via V** =2 V)

Ejemplo 10.7.

A Al
S(V) A(V7)
TV koVv®
klz,ylzy = quz) | K({X,Y|X?=0=Y2 XY = —¢" Y X)

Observacién 10.8. justo en estos ejemplos dim A' < oo, eso significard gldimA < oo
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Proposicién 10.9. dim, V < oo = A' es el dual graduado de R, y viceversa:

A= @R:u @Rn = @(A'n)* =: Al

n>0 n>0 n>0
Demostracion: Primero observamos
A=keV'edo oA s ..

donde

Ay = (V*)*?/R° = R*

:>AI2*%R**%R‘

ara n > 2: A = (v
yp F A S (VS QRO (V*)®i
i+i=n—2
V*)@n
A=k * ... ( i D
OVIOR 0 —=—gmaro g 7@ ©

i+j=n—2
Veamos unas férmulas de algebra lineal para mostrar
*
(V=)er

> (V¥ @ RO® (V*)®7
i+j=n—2

o~ ﬂ V**@i @ R*™* ® V**@j
itj=n—2

Supondremos ahora todos los espacios vectoriales de dim finita.

i \%
SSTCV=0 S+T Vs—=-0
T CV=0—-(S4+T)— BACER

V * i*
:>0—>(7) V' — (S+T)" =0
S+T (5+1)
Pero i* = |gi1r = Ker(i*) = (S +T)° = S°NT° y tenemos
05 8°NT° V' 55 (S+T)* =0
Ahora veamos formulas similares pero junto con ®.
Sean S C V, W y W' dos espacios vectoriales,
0-S—=>V-=>V/S=0
08" =V*—=8" =0
+ exactitud ®

0—=WRSeW —WaVeW —WaV/SeW —0
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luego

0— WRV/SeW ) —= WVaW) —=WeSeW')" —0

0— W*® (V/S)* ®(W’)* S WrRV*® (W’)* W ®S* ®(W’)* — 50

0—=W*aS'0 (W) —=W*a Ve (W) —W®eS*® (W) —0

V)

W * ® SO ® (W/)*

—0

y si volvemos a dualizar

' (gzgoz(%’))) ~ WV e W)) — (W ess (W’)*)* —0
W)
W)
Ue

0

o

9(W*®SO® W'

o o

0

)
*)0 oW @V @ (W) = W @ (S0)* @ (W) =0
)

oﬁ(w*@oso@ W) —=WeVeWw W e (V/S)®W —0

Concluimos

(W*®SO®(W’)*)O%W®S®W’

Aplicacién a A’

A=6,504

0— Z V@RV 5 Ve 5 A4, -0
it j=n—2

AI = ®n20 A!n»

0— Z 1T @ R @ (VN = (V)" 5 AL =0

i+j=n—2
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Dualizando,

(v9)em) — (3 (V¥ @RV @ (V*)®)" —0

00— (A)*

i+j=n—2
0— N ((V)¥ &R o (V)7)° ven (X (V¥ @R e (V)®) —0
i+j=n—2 i+j=n—2
0 NV @RR Ve yen (X (VH)® @R ® (V*)®j)* —0
i+j=n—2 itj=n—2
Reencontramos entonces
A =R,= (]| V¥@RaV CVen

i+j+2=n

Corolario 10.10. A' =@, A!, es cociente de TV = su dual graduado

= Al:=P(A,) =P R, CTV

n n

es sub co-algebra de TV con la deconcatenacion.

10.3. Koszulidad y la resolucion standard
Recordamos
AR AT AN L S A AeAL ARATD A0
la resolucién de A como A-bimédulo.

n

Al =R, =(V¥@RaV" "2 C Ve C A®"
lo que nos induce un morfismo de A-bimédulos

ARAL@ A ARVE" @A AR A®"® A

Nos preguntamos qué diferencial poner (si es que se puede) en en A ® AI. ® A para tener un
morfismo de complejos.
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A®AL®A_____'__—>A®AL71®A

A ( NV @RaV)eA Ae( N V¥®ReV)®A
i+j=n—2 i+j=n—3

I

AQ Ve o A AQVer—lg A

v

e S AR AP R A AQA® 1A — ...

3

= (—1)%@'
0

i

VO <i<n: bilagr,z4 = bilagvei-1greveiga = 0!

.. el diferencial esta inducido por
AV oA Agven-lg A

ARV RV, b= avy QU ®---v, b
+(-1D)"a®@v1 ® - vp_1 @ Uxb

observamos que el sumando de la izq. es exactamente el diferencial familiar de Koszul, el de
la derecha es el andlogo, pero con signo alternado. En grados bajos:
A A—"— A

—AQR®A ARV ®A

>arerbr—Y arr' ®b
+> a@rerb

AaRQURXbH—=av®b—a ® vdb

Teorema 10.11. Son equivalentes:
1. El complejo Kpi(A) = A® AL ® A es aciclico,

> AQRIQA—-AQRRA—-ARQRVRA—-ARA—A—0

2. El complejo de Koszul a izq. Ky(A) = A® Al es aciclico,

> AQR3—~AQR—ARV — A5k
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3. El complejo del otro lado K, (A) = Al ® A es aciclico.

> R3RA—->RIA—->VRA—>A-Sk

4. La inclusion A ® Alo A Co(A, A) es un g-iso.
Corolario 10.12. A Koszul = VM € A-Mod, M admite la resolucion (funtorial)
Kyi(A) ®a M =2 A® Re @ M
y gldimA < el mdrimo grado n/ A, # 0.

Pero Ext; (k, k) = Al

n» por lo tanto también concluimos

Corolario 10.13. dimV < oo, A Koszul
= gldim(A) < oo <= dim; A' < 0o
En ese caso, gldim(A)= el mdzimo grado tal que n / A’ # 0.

A su vez, utilizando las equivalencias con el complejo Kp;(A) también claramente obtene-
mos

Corolario 10.14. A Koszul a izq <= A Koszul a derecha

10.4. Koszulidad de A vs de A

Nos situamos en la condicion A = TV/(R), dimV < oo. El complejo de Koszul de A a
izquierda es

Ki(A) = (A Al,dy)

En grado homoldgico n tiene A ® Al y en grado interno n +m: A,, ® Al El complejo de A'
a derecha es

K. (A)=(A; @ A dy)

en grado homolégico m es A%, ® A' y en grado interno m + n tiene A ® Al

m
Observamos A*, @ A' = (A,, ® AL)* yda = (da)*
Corolario 10.15. A es Koszul < A' lo es.

Ejemplo 10.16. AV, k,[x,y]' = k{z,y : 2% = 0 = y%, 5y = —¢ " 'yz), son Koszul.
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10.5. Construcciones bar y cobar

Definiremos un funtor B (bar) de la categoria de &lgebras aumentadas ¢ : A — k en
codlgebras d.g. Fijamos € : A — k un morfismo de algebras (aumentacién)

A=kldKere=kl® A

A = A/k1 = Kere.

B(A) como coélgebra: B(A) := T°A la codlgebra tensorial en A con la deconcatenacién
como comultiplicacién

Alar] -+ lan) =Y a1|-|a; @ 1] -+ |an € TA® T°A
=0

esta notacion es el origen del nombre “bar”.

Alar]--+lan) =D a1+ |ai ® aipa| -+ lan € @ (T7A); @ (T7A);
=0 i+j=n

convencion: ag = 1 = a,41. Es una coalgebra graduada.
Ejemplo 10.17. si alblc € A% ¢ TeA,
Aalblc =1® alblc+ a @ blc+ alb @ ¢+ alble® 1

Hecho: Si consideramos la graduacién degA = 1, entonces
n
V(ay|--|an) = Za1| e agais] - |an, V(a)=0
i=0

es una super co-derivacion.
(Notar a;,a;+1 € Kere = a;a;41 € Kere = ' bien definida.
Ejemplo si alblc € A% ¢ TeA,
MV @1x1xb)Aalblc)
= (b’®1:I:1®b’)(1®a\b|c—|—a®b\c+a|b®c+a\b|c®1)

=b'(1) ®alblc + b'(a) @ blc + V' (a|b) @ ¢ + b (alblc) ® 1
+1 @V (alblc) —a @b (blc) + alb @ b'(¢) — alble @ b/ (1)

=4ab®c+ablc®1—albc®1
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+1®ablc — 1 ® albec — a ® be

AV (alblc)) = A(ablc) — A(albe)
=ablc®l+ab®@c+1®ablc—albe®1 —a®bc—1® albe
Hecho: H,(T<A, ') = Tor (k, k), luego Tor2 (k, k) es naturalmente una codlgebra.
Demostracion. Para una k-dlgebra general (no necesariamente aumentada) tenemos

Deg(A)r =(00 @01 Q@ ®1® - @ an @ ant1)

[
NE

AATTQKI@ A" "9 AC AR A®" ® A = C,(A)

Il
-

N s

es un subcomplejo (de todas las degeneraciones), y el cociente

Ch(A) := Co(A)/Degn(A) = A0 A" @ A

donde A = A/k1 como k-médulo, es un complejo con la misma homologfa (hay un ejercicio
guiado para este caso particular, aunque es un resultado general de objetos simpliciales). Lo
usamos como resolucién de A como A¢-médulo.

e ARAT R A S ARARA S ARA S A0

En el caso A aumentada tomamos =Kere. Tensorizando por — @4 k tenemos

s AR AT Rk = 5 ARARk > ARk — k — 0

n
d(a0®a1®~~'®an®l):Z(fl)na(ﬂg}al®~~-®aiai+1®~-~®an®1
1=0

+tag®a; ® - Qelay)

o bien e B
i AQAT 5 5 ARA S AL k=0

Es una resolucion de k. Al calcular £ ® 4 — queda
k@A s S k@A k=0

que es isomorfa a (T°A,¥'). Si A =TV/(R) es cuadritica Koszul, entonces la inclusién

/’M‘\

Ry == AlC TeVC (T¢A, V') = B(A)

es un quasi-isomorfismo, donde a R, se la considera una codlgebra d.g. con d = 0. O

Proposicién 10.18. Al — B(A) es un g-iso si y solo si A es Koszul.
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Demostracion. Si A es Koszul = ok. Reciprocamente, si Al < B(A) es un g-iso queremos
ver que .
(Ao AL dg) —» (A A™" V)

es un g-iso. Equivale a ver que el cono es aciclico. Recordamos Co = (A® Ai, 1 DA QA d).
Si filtramos por grado en Al y grado en A®* entonces
gr(dg) =0=1Ids ®0; gr(d') =1da @b

es un g-iso, luego su cono es aciclico. .". el cono original es filtrado con graduado asociado
exacto, luego exacto. En consecuencia el morfismo original era un g-iso. O

Construccién cobar

Dualmente, si C' es codlgebra co-aumentada, i.e. estd dado k — C morfismo de codlgebras,
es decir, C tiene un elemento e tal que Ae = e ® e. Fijamos una codlgebra coaumentada y su
coaumentacion. Recordamos que el axioma de counidad dice

(e®@Id)A(c) =1®¢
luego €(e) = 1. Descomponemos C' como suma directa de espacios vectoriales
C = C & ke
c— (c—e€(c)e) + e(c)e

donde C' = Kere. Se define -
QC):=1TC

el algebra tensorial en C, es una k-algebra graduada con deg C' = 1.
Recordar que (C, A¢) es una codlgebra. Se define da : C — C @ C de la siguiente forma:
si
AC:ZCQ(@@’ eCeC
entonces se define

dac = Z(c; —e(c)e) @ (! —e(c)e eC®C
Ejercicio: dac = Ac — (e ®lc +cec®e).
Se define un diferencial de grado +1 como la Unica super-derivacion
C
l

TC

da —=®2 —
——=C  cTC
7
d -
-
-
~



134 Algebras de Koszul

dw®n) =dw)@n+ (—=1)%*%w @ d(n)

Q(C) == (TC,da)

Finalizamos recolectando, sin demostracion, algunas propiedades analogas a la construc-
cién cobar

Proposiciéon 10.19. 1. d4 =0 < A es coasociativa.

2. siA=TV/(R) yC=Re=Al CTV =@,., V"

C' es coaumentada con e =1,

C=V&R& - —V ~» TC—=TV

se tiene Q(Al) — A wvia la composicion

Q(C) :T6‘>>TV%>TV/(R) — A

3. A es Koszul <= (QAl),d) — (As,0) es un g-iso.



Capitulo 11

Categorias derivadas y
trianguladas

11.1. Categorias derivadas y categoria de homotopia

Denotamos como siempre Chain(A)= la categoria de complejos de A-mdédulos, comenza-
remos definiendo a categoria derivada a partir de ua propiedd universal:

Definicién 11.1. Definicién: A anillo, D(A) es la categoria que satisface

» hay un funtor canénico @ : Chain(A) — D(A) que verifica Q(f) es un isomorfismo para
todo g-iso f.

= Si F: Chain(A4) — C es un funtor tal que F(f) es un iso para todo g-iso f, entonces
existe una unica factorizacion

Chain(A) F .o

Claramente si existe una tal D(A), es tinica a menos de isomorfismo (unico) de categorias.

Ejemplo 11.2.
H, : Chain(A) — [[ A - Mod
nez

M — {Hn(M)}neZ
estd definido en D(A)
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Si Aess.s. = Ho(M) es g-iso a M, luego H, : D(A) = [],c, A — Mod pero en general
D(A) no es una categoria abeliana, sino sélamente aditiva. Mencionamos sin demostracién el
siguiente:

Hecho: D(A) <= A es ss.

Factorizacion por homotopia y el Mapping cylinder

Mostraremos que un funtor ¢ : Chain(A) — D(A) necesariamente se factoriza por la
categoria de homotopia:

Lema 11.3. Sea Q : Chain(A) — D(A) el funtor candnico, si f ~n g = Q(f) = Q(g)-
Para esto veremos el cilindro de una flecha. Si f: X — Y se define
al(f)=XeX[-1]aY

con diferencial
d(I7 xlv y) = (dI + xlv —dl‘/, dy - le)
y para un objeto, se define cyl(X) = cyl(Idx).
Notemos que tanto i1 : X — cyl(X), x — (2,0,0) como iz : X — cyl(X), z — (0,0, z)
son morfismos de complejos. Por otra parte, ninguna de las proyecciones (z,2’,2”) — x ni
(z,2',2") — 2’ conmuta con el diferencial. Sin embargo

preyl(X) = X
(z, 2, 2") —~ oz + 2"
si es un morfismo de complejos. Ademads, claramente
poi; =Idxy =pois
Veamos que tanto i; o p como iz o p son homotdpicas a la identidad de cyl(X).

Demostracion.
(i1 op)(z,2',2") = ir(z +2") = (z +2",0,0)

(iy op —1d)(z,2",2") = (x + 2",0,0) — (z,2',2") = (2", —2', —2")
Definimos h(x,2’,2”) = (0,2"”,0), entonces
(dh + hd)(z,2',2") = d(0,2",0) + h(dz + 2', —dz’, dz" — 2)
= (2", —dz",—2") + (0,dx" — 2',0) = (2", —2', —2"")

Para i3 o p es andlogo, lo dejamos como ejercicio. O
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Si ¢:cyl(X) = Y es un morfismo de complejos, entonces f,g: X =Y
fi=¢oi1, g:=doiy
son dos morfismos de complejos, y podemos describir
¢(x7 1:/7 x//) = ¢(x’ O’ O) + ¢(07 x/7 0) + ¢(07 07 x//)
= f(z) + #(0,2",0) + g(z")
Denotemos h(z') = ¢(0,2’,0)
Lema 11.4. ¢ es morfismo de complejos <= f ~p g.
Demostracion.
¢d(x’ x/’ xl/) = d¢(‘r’ xl? x,/) @
= G(do+ ', —do!,da" — 2') = d(f(2) + h(a') + g(a"))
< f(dz) + f(z') — hd(z") + gd(z") — g(2') = df (z) + dh(z") + dg(z")
y como f y g son morfismos de complejos, fd = df, gd = dg, luego lo anterior equivale a
s [(@) - hd(@) - g(&") = dh(')
<~ f—g=hd+dh
O
Ahora tenemos si f ~ g: X — Y, consideramos Q(f),Q(g) : Q(X) — Q(Y). Fabricamos

p:ceyl(X) =Y
¢z, 2, 2") = f(z) + h(z) + g(z")

f:¢oi17 g:¢0i2

Notamos que i; e ip son equivalencias homotépicas, ambas con la misma inversa ho-
motdpica p, luego en D(A) valen las igualdades

Qi1) = Q(i2)Q(i2) ' Qi) ™"
= Q(i2)Q(p) ' Qi1) "
= Q(i2)Q(i1) Qi) ! = Q(iz)
= Q(f) =Q(doir) = Q(¢)Q(ir)
= Q(#)Q(i2) = Q(p oiz) = Q(g)
+. Chain(4) — %~ D(A)

>~ 7

1(A)
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11.2. Estructura triangulada

La categoria triangulada, al igual que la de homotopia, deja de ser abeliana en general, pero
hay ciertas operaciones con los complejos que se mantienen. Comenzamos por la traslacion o

suspension:

El funtor de Traslacién estd bien definido en D(A):

M — MJ1]
claramente preserva g-iso, luego, existe la factorizacién del diagrama:
Qol[1]
Chain(A) My M1] Q(M1]) D(A)
\ .7 -7
Q NP

M

Qg

D)~

Mapping cone

Llamaremos tridngulo en H(A) a una terna
(XY, Zu: X 5 Y,0:Y = Zyw: Z — X[-1))

que sea isomorfa a un cono: a toda terna t.q.

Xty Y7 —">X[-1
= b = al—1] ||~
Lo N——= Col(f) M[-1]

M

los cuadrados conmutan a menos de homotopia y a, b, ¢ son equivalencias homotépicas.

Recordamos Co(f) = N @& M[—1] con diferencial

MLN -~ Co(f) — M[—1] lo llamaremos distinguido. Los tridngulos en D(A) se
definen como la menor clase de uplas cerrada por isomorfismo que contienen a los triangulos

distinguidos.
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Observacion 11.5. En la factorizacién Q : Chain(A) — D(A)

Chain(A)

el funtor H(A) — D(A) manda tridngulos en tridngulos.

11.3. Propiedades de los triangulos

Recolectamos propiedades de los tridngulos en H(A) que dardn lugar luego a la axiomati-
zacién de catgegoria triangulada.

T1: X 4 X - 0= X[—1] es un tridngulo en H(A) y D(A)
Demostracion. Notamos que Co(Id) siempre es contréctil. O
T2:Si (X Y 5 Z 5 X[~1]) es un tridngulo, sus trasladados

Y %7235 X[-1] 2 Y[-1)])

Z1] B X Sy 5 2)

también lo son.

Demostracion. Suponemos (X — Y — Z — X[-1]) = (M LN o Co(f) — M[-1]),
consideramos

N Co(f) M[=1] —— N[-1]

N— S NaoM-1] —— M[-1] — N[-1]

Co(i) = Co(f) ® N[-1] = N & M[-1] & N[-1]

N —"5 Co(f) M[-1] —L= N[

N— 3 NoM-1] —> M[-1] —= N[-1]

|

N —" 5 Co(f) Col(i) N[-1]
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Para que el cuadrado de la derecha conmute, definimos i¢(m) = (0, m,—f(m)) y vemos que
el cuadrado del medio no conmuta...

m

(n,m)" N &M[-1] ———> M[-1) — = N[-1]  —f(m)

} H % H

(om) N ®M-1] — N & M[-1] §|N[-1] — N[-1]
(n,m,0) —f(m)

(Oa m, _f(m))
sin embargo, si ¢, : Co(f) — Co(i) estédn definidas por

(;5(71, m) - (na m, O)

¢(n7 m) = (Ovma _f(m))
@ ~p W via h(n,m) = (0,0,n):

(hd + dh)(n,m) = h(dn + f(m), —dm) + d(0,0,n)
= (0,0,dn + f(m)) + (n,0,—dn)
= (7,0, f(m)) = (n,m,0) = (0,m, —f(m))
Sohd+dh =¢ —
y el diagrama conmuta en H(A)

A suvez, iy : M[—1] — Co(i) = N & M[—1] ® N[—1] no es un isomorfismo de complejos...
sin embargo, si definimos p : M : Co(i) — M[—1] como la proyeccién en la coordenada M[—1],
claramente pps o iy = Idps_1j. La otra composicién da

if(par(n,m,n')) =ig(m) = (0,m, —f(m))

y se tiene iy o p ~ Idg,(;) via
h(n,m,n') = (0,0,n) :

(hd + dh)(n,m,n") = h(dn + f(m) +n’, —dm, —dn’) + 8(0,0,n)
= (0,0,dn + f(m) +n') + (n,0,—dn) = (n,0, f(m) +n')
— (n,m, ) — (0, m, — f(m))
Es decir, iy o par ~ Idgoiy-

La demostracion de la traslacion para el otro sentido la dejamos como ejercicio. O
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T3:Sea X — >V wn diag. conmut. en Chain(A),
-, b
X/ 9. y!
= x Loy o(f) —X[1]

J{a lb lb@a la
X 25y — 5 Co(g) —= X'[-1]
es un morfismo de tridngulos

Demostracion. es claro que el diagrama conmuta, para ver que es morfismo de complejos:
(b a)d(y, x) = (b& a)(dy + fx,—dz) = (bdy + bfz, —adz) =

d(b® a)(y,x) = d(by, ax) = (dby + gax, —dax)

sabemos ad = da, db = bd, y como el cuadrado riginal conmutaba, bf = ga. O

11.4. Categorias trianguladas

Definicién:(Verdier) Una categoria aditiva 7 se dice triangulada si tiene un autofuntor
M — M[1] y una clase distinguida de ternas {(X %Y % Z % X[-1])} satisfaciendo:

[T1] Vu : X — Y existe un tridngulo que empieza con u: (X %Y 5 Z 5 X[-1]).

La terna (X Yx%02 X[—1]) es un tridngulo, y la clase de tridngulos es cerrada por
isomorfismos de triangulos, i.e.

X eyt W X[

si la fila de arriba es un tridngulo = la de abajo también.

[T2] (rotacién) si (X %Y 5 Z 5 X[—1]) es un tridngulo, sus “rotados”
Y 5735 X[-1] =5 Y[-1]),

(ZN] =2 X3y 5 2)

también lo son.
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[T3](extensién de morfismos) Si se tienen dos tridngulos como las filas, y el cuadrado de
la izq. conmutativo

entonces se puede extender a un morfismo de tridngulos
[T4] El axioma del octahedro:

(No se conoce ejemplo de categoria aditiva que satisfaga T1 T2 T3 y no T4.) Consideremos
dos flechas componibles:

y los completamos a tridangulos

Entonces existen u : Z’ — Y’ y v : Y’ — X’ tales que el siguiente diagrama conmuta y la
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tercer fila es un triangulo:

K’ [1]

2 A

O sea, este axioma relaciona Co(f), Co(f) y Co(gf).

el siguiente diagrama conmuta y la tercer fila es un tridngulo:

v[1] 9f
Cofgf Ly s 7 —s Colg) > ¥[-1]
i \Lk ‘ l [—1]
Colf) — S Colgf) 22 Colg) 5 E0( )
\X[_l]%

O sea, este axioma relaciona Co(f), Co(f) y Co(gf).

Si pensamos Co(f) = Y/X, Co(gf) = Z/X, Co(g) = Y/Z entonces tendriamos Y/Z =
Y/X
Z/X
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La manera “octahedral”

Al octahedro se le completa el tridngulo de atrds. Todas las caras de este octahedro son o
bien triangulos o bien diagramas conmutativos:

zu:gk, Uk/:i/a k"l}:j, k,f[f]‘]zvj,

11.5. Propiedades homoldgicas de categorias (pre)trianguladas

Fijamos T una categoria aditiva con funtor de suspensién [1] y una coleccién de “tridngu-
los” {(X Y 5% 7238 X[-1])}

que satisface T1 T2 T3, y no nos preocuparemos por T4. (Una tal categoria se la denomina
pre-triangulada.)

Hecho 1: en un tridngulo, la composién de 2 seguidos es cero.

Demostracion. tomemos (X =Y % Z % X[—1]) un tridngulo y consideramos el diagrama

x 1 x 0 X[-1]
I

lld lu | \le
A

X—tsy sz " X[1]

Hecho 2: Hom7 (W, —) manda tridngulos en s.e.largas:
si(X 3Y 5 Z 5 X[—1]) es tridgngulo y W € Obj(T) =

Homy (W, X) — Homp(W,Y) — Homy (W, Z) — Homp (W, X[-1])
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es una sucesién exacta de grupos abelianos.

Denotemos HY (X) := Homy(W, X[n]), queremos ver que tenemos una s.e. larga
s HY(X) - HY(Y) - HY(Z) = HY (X)) — -+
(por traslacién, basta ver que es exacto en un solo lugar!)

Demostracion. Sabemos que la composicién de dos seguidos es cero, luego v u, = (vu), =

0. = 0. Supogamos ahora
Homy(W,Y) — Homy (W, Z)

f—=vof=0

Entonces podemos hacer el siguiente diagrama conmutativo

o bien, trasladando para atras,

W——s0—>W[-1] —— W[1]

Pl

Y —Ys 7 % X[-1] > V[-1]

Por T3 dc que completa a un morfismo de tridngulos

W——0—>W[-1] ——= W][]]

|
if l lc lf[l]
LA

Y s 7 — "% X[-1]

y ahora volvemos a trasladar

W —4s W 0 W[-1]
AN
X—toy Yoz " X[1]

Si llamamos g := ¢[1], tenemos

es decir, Ker(v,) C I'm(uy). O
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Hecho 2*: Homy(—, W) manda tridngulos en s.e.largas:

si(X 2Y 5 Z % X[~1]) en un tridgngulo y W € Obj(T), entonces
Homy(X[-1], W) — Hom(Z, W) — Homy(Y, W) — Homs(X, W)

es una suc. exacta de grupos abelianos
Demostracion. Ejercicio! O

Hecho 3: (Lema de los 5) Si en un morfismo de tridngulos

de a, b, c, dos de ellos son isos, entonces el tercero es iso.

Demostracion. sup. a 'y b son isos y W € ObjT = morfismo de s.ex.

Homy (W, X) — Homs(W,Y) — Homy (W, Z) — Homy (W, X[-1])

a*\L b\L C*J/ a[—l]*\L

Hom (W, X') — Homy (W, Y") — Hom (W, Z') — Homr (W, X'[-1])
y por el lema de los 5 tradicional c, es iso VW = ¢ es iso. O

Corolario 11.6. u : X — Y determina al tridngulo (X =Y % Z % X[~1]) a menos de
isomorfismo (no dnico) de tridngulos.

Hecho 4: v : X — Y es un iso si y s6lo si ¥ tridngulo de la forma X %Y 5 Z % X[-1],
necesariamente Z = 0.

2 U, .z . z . .
Demostracion. Basta ver que X — Y — 0 — X[—1] es un tridngulo si y sélo si u es un iso.
Supongamos que u es un iso, entonces se tiene un diagrama

—
[N
-~
IS
-~
O<—-0O
—
Q.
<

como el de arriba es tridngulo el de abajo también.
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Reciprocamente, asumiendo que X —>Y —= 0 — X[—1] es un tridngulo, del cuadrado

conmutativo
y 1oy 0 Y[-1]
X tsY 0 X[-1]
extendemos a un morfismo de tridngulos
y 1y 0 Y[-1]
! |
Y Y
X —=Y 0 X[-1]

y asi obtenemos una flecha a : Y — X tal que uoa = Idy. Por el lema de los 5, a es iso, luego
vw=a"'yu un iso. O

“Corolario”: Si en una categorfa triangulada se quiere localizar una clase de flechas (e.g.
T =H(A) y la clase de flechas = los qisos), entonces

» —

“ localizar por los g-iso cocientar por los aciclicos”

(que son los conos de los quasi-isos.)

11.6. Objetos cerrados

Comenzamos con un ejemplo:
Ejemplo 11.7. Homy4)(A, M) = Ho(M)
Demostracion. f: A — M estd univocamente determinado por
f(1)y=:me M,

Ademsds, d(1) =0y fd=df = m € Kerdy,.
Si f~g, f(1) =m, g(1) =m’, 3h tal que

f—g=dh+hd
= m —m' = dh(1) + hd(1) = d(h(1)) = [m] = [m] € Hy(M)

Reciprocamente, si m,m’ € M, f(a) = am, g(a) = am’,
sim—m' = dx, se define h : A — M

h(a) = ax

y resulta f ~p g.
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Observacion 11.8. Homya)(A, M) = Ho(M) y Si f: M — M’ es un g-iso =

HomH(A) (A, M) £> HomH(A) (A7 M/)
es un iso, también si g : M — M es un g-iso =
HOIHH(A) (A, M”) &> HOIIIH(A) (A, M)

es iso. Esto nos da una indicacién de que el funtor natural H(A) — D(A) deberfa inducir un
iso

HomH(A) (A, M) i) HomD(A) (A, M)

Para demostrar con rigor esta afirmacién necesitamos una construccion de la categoria D(A),
que es lo que haremos ahora.

11.7. La condicion de Ore y la localizaciéon categorica en

H(A)

La condicién de Ore es utilizada para construir localizacién en anillos conmutativos, en el
caso particular en que toda fraccion a izquierda equivle a una fraccion a derecha. Esquemati-

camente
/!

" g t71 — 871f

Cuando esto es posible, la localizaciéon no conmutativa se describe formalmente de forma muy
similar a la localizacion conmutativa usual. Para la localizaciéon categorica, en a categoria
de complejos esta equivalencia de fracciones a izquierda y fracciones a derecha (donde el
denominador es un quasi-isomorfismo) es vélida en el siguiente sentido:

Lema 11.9. sit: X — Y es g-isoyg: X — Z es morfismo = se puede completar con f y
S un q-iso:
t

X —Y

Y f

R \

Z =W

Demostracion.

ci] Lt x sy C
| I
H lg | f I
gop s Y Il
C[1] - Z —=W C

t g-iso = C' aciclico, = s es g-iso por s.e. larga O
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Andlogamente, si el dato original no es ¢, g sino s, f, la igualdad de fracciones seria la
misma pero leida en distinto orden temporal:

! /!
”gtil:sflf‘ &M sT i f =gttt

y el lema correspondiente es:

Lema 11.10. Sis: Z = W es g-isoy f : Y — W, entonces se puede completar con g yt un
q-1s0:

Y

s

Xt
g
v S
Z——W

Demostracion.
X 'svy li Co(s) > X[-1]

lf
\%

Z —>>W —% Co(s) Z[—1]

s g-iso = Clo(s) aciclico, = t es g-iso por s.e. larga

Corolario 11.11. Se pueden componer fracciones a izq. (o a der.):
(17 g1t T g2) = 7 H(gaty )ga = 11 (571 g2 = (st1) ' (fg2)

(suponiendo que todo este bien definido.) Para esto defnimos la siguiente relacié de equi-
valencia

3

Definicién 11.12. Denotando "t~!f” a la clase de equivalencia del par de flechas “no com-

ponibles”
XY «—Z7

con la relacion
xAvidz ~ xBnLz

<= J un diagrama conmutativo (con t q-iso)

Y1

AN

X1 Xx;-tsy

N

Y;
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Notamos que también se puede definir la suma de fracciones:

y \

M N, tlf+stg=?
X /

Xo

Usamos los lemas precvios para completar a un diagrama como sigue:

/ \

M “slt=t's o N

\\

s

T sy =t () T+ ()T ) T g = (S TS+t g)

y definimos

11.8. Construccién “concreta” de D(A) a partir de H(A)
Ejemplo 11.13. Homy(ay(A, M) = Ho(M)
Demostracion. f: A — M estd univocamente determinado por

f(1)=2m e M

d(1) =0=dm =0,
Singa f(]‘):mag(l):m/

m—m' =dm” YRS h(1)=m", f—g=dh+hd

Ejemplo 11.14. Hompa)(A, M) = Homya)(A, M)

Homp(ay(4, M) = { (4 L M 01) : [£] € Homaya (4, M) }

(y t qiso)

= { ('), ;7 2 a0 < ') € Ho(M) 2 Ho (M)}
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()0 > 61 (m)) ) = Ho(M)
N——
E€Ho(M)

*. el funtor natural H(A) — D(A) induce un iso

HOmD(A)(A,M) = HO(M) = HOHlH(A) (A,M)

£1f = (A5 M EM) = )W) = bm) = (] : (1 m)
Definicién: decimos que P es cerrado si VM € Chain(A),
Homyy(4)(P, M) — Hompa)(P, M)
Ejemplo 11.15. P = A es cerrado.
Ejemplo 11.16. k cuerpo, A k-dlgebra, V € Chain(k) = P = A® V es cerrado:
Homcpain(a) (A ®@ V, M) = Homcpain) (V, M)
Homyy(4)(A® V, M) = Homy ) (V, M)
Homp(a)(A® V, M) = Homp ) (V, M)
Pero H(k) = D(k) porque g-iso k-lineal = equiv. homotdpica.
Lema 11.17. 1. Ser cerrado es estable por suspension:
Homp4)(P[1], M) = Hompa)(P, M[-1])
= Homyy(a) (P, M[—1]) = Homy(a)(P[1], M)
2. P4 P % P" Y P[-1] un tridngulo, si dos son cerrados, el tercero también.
8. {P;}icr cerrados = @, P; cerrados.
Teorema 11.18. k cuerpo, A k-dlgebra = YM € Chain(A)
P(M) = (D A®" @ M.V +dy)
n>1
es cerrado

Lema 11.19. Si0 - X - Y — Z — 0 es una s.e.c. en Chain(A) que se parte como A-mod
= 3f : Z]-1] = X y un iso uplas
*>X SN ¢ @ Z L.z
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Demostracion.

0 X, ——=Y,

=Y @ i(X,)@s(Z,) = X,.dZ,

y = (y-s(m(y), s(n(y) = i7" (y-s(m(y)) & 7 (y)
como X, es subcomplejo, d(z,0) = (dz,0), como 7 es morfismo, d(0, z) = (7, dz)
.. se define f : Z[1] = X como

d(0,2) = (f(2),dz)

(notar que f baja el grado, como d), o bien,
f(z) = i7" (d(s(2)) = sd(2)))
(0,0) = d*(0,2) = d(f(2),d(2)) = (df (2) + f(d2),d*z)

entonces f no es morfismo de complejos Z — X, porque baja el grado y anticonmuta con el

d original, pero si es un morfismo de complejos Z[1] — X.

Notar que hay un isomorfismo en Chain(A), por lo tanto el original es parte de un tridngulo
tanto en D(A) como en H(A).

O
Lema 11.20. (B. Keller) Si en un complejo P se tiene una filtracion que satisface
1) P= UpZOFP (F—l = 0);
2) 0 — F, = Fyy1 — Fpy1/F, se parte como A-mddulo, y

3) Fpy1/F, cerrado Vp,

entonces P es cerrado.

Ejemplo 11.21. P(M) =@,>, A®? @ M es cerrado (y p: P(M) — M es g-iso) con

Fp:éA@)"@M,

n=1
pues F,/F,_1 = A®P @ M es A-libre

Observacion 11.22. sivale 1) 2) = P = @ F,,/F,—1 como A-médulo,
n>0

pero no nec. como complejo.
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Demostracion. lero) inductivamente F,, es cerrado para todo n.

Afirmacidn: La sgte es una s.e.c. en Chain(A) que se parte como A-mdédulo, luego, un
triangulo en H(A):

0+ PFSPF S P-0
n n
donde, ®|p, : F, = F, ® Fri1
My = My, — (M) p—1

O sea
®(mo, m1,ma,m3,---) = (Mg, M1 — Mg, Mz — M1, M3 — Mg, )
y can: @, F, — P es

Ca’n(m07m17m23m37"'): E mn
n>0

Exactitud: claramente can es epi. ® es inyectiva pues si

0:¢(m07mlam2am3a"' 7mp70a07"')
:(m()aml_m05m2_m17m3_m27"' 7mp_mp717_mp70a07"')
=mg=0=>m =0=>my=0=--- = m, =0"n

exactitud al medio: supongamos m € Ker(can):

can(m) = can(mg, my, ma, mg, -+ ) = Zmn =0

n>0
Sobre los elementos de Ker(can) podemos definir
lugar p
P
p(m) = (mo, my +mo,ma +my+mo,-, Y mi ) €EPF,
i=0 n
y claramente vale ®(p(m)) = m. O

Hecho: M es cerrado <= p: P(M) — M es una equivalencia homotdpica.

Este hecho no es trivial, pero es cierto, y nos dara la siguiente caracterizacion:

Teorema 11.23. M — P(M) da una equivalencia de categorias trianguladas D(A) —
Hcerr(A)
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Notar que en una direcciéon
D(A) = Heerr(A) — D(A)
M — P(M)— P(M)
y para todo M, p: P(M) — M es g-iso. En la otra direccidn,
Heerr(A) = D(A) = Heerr(A)
Cw— Cw— P(O)

y como C es cerrado, P(C) — C es equiv. homotdpica (por el hecho anteriormente mencio-
nado).

Para mostrar este resultado, comenzamos con la siguiente definicion:

Definicién 11.24. M se dice fuertemente cerrado (f. cerrado) si P(M) — M es una equiva-
lencia homotopica.

Observacion 11.25. P(M) siempre es cerrado, y si P(M) — M es una equiv homotépica
entonces
Homgy () (M, —) = Homgyy(a)(P(M), —)

= HomD(A) (P(M)7 7) = HomD(A) (M)a 7)
el iso del primero es por ser equiv homotop. Del ler al 2do: P(M) es cerrado, y el ultimo

iso, porque P(M) — M siempre es giso. Concluimos que f. cerrado implica cerrado, y la
denominacién tiene sentido.

Nuestro objetivo es mostrar que cerrado implica f.cerrado. Es decir, que las dos nociones
coinciden.

Observacion 11.26. P(—) conmuta con traslacién, conos, y si V' € Chain(k) = P(M ® V) =
P(M) ® V, luego ser f-cerrado es estable por suspencion, 2 de 3 en tridngulos de H(A), y
-eV.

Demostracion.

PMeV)2P(M)®V y —®V preserva equiv. homotépica.
O

Ejemplo 11.27. A es f.cerrado (con h(w) = w ® 1), también A ® V' para cualquier V' €
Chain(k).
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Usando el argumento de B. Keller tenemos el siguiente corolario:

Corolario 11.28. » Pcn(M)/P<p—1(M) =AR W, es f-cerrado para todo n
» Pcn(M) es f-cerrado para todo n
= P(M) es f-cerrado

Cerrado implica f-cerrado

Sea M es cerrado y p: P(M) — M.

Homy (P(M), P(M))) = Homp (P(M), P(M))

ot ool

Homg (M, P(M)) ——— Homp (M, P(M))

p« es iso del lado D. Por ser M (y P(M)) cerrado se tienen los isos horizontales. Luego, p.
es iso del lado H, en particular epi:

[1dp(an) € Homa (P(M), P(M)) € Im(p.)
y por lo tanto 3g € Homy (M, P(M)) tal que [Idp(ar)] = p«lg]:
Idpary ~n pog

Si ahora consideramos el digrama

Homy (M, M) Homp (M, M)

p*T%

p*T
Homy (M, P(M)) = Homp (M, P(M))

p* es iso del lado D, y M (y P(M)) cerrado implica isos horizontales. Por lo tanto p* es iso
del lado #H. Concluimos
[Idps] € Homy (M, M) € Im(p*)

y entonces J[¢'] € Homy (M, P(M)) t.q.
[Idar] = p"([9']) = 9" @ p]

Vemos entonces que p tiene inversa homotdpica a izq. derecha g y a izquierda g’, luego g ~ ¢’
y p es una equivalencia homotépica. O

Observacion 11.29. Si F' : A-Mod— B-Mod es un funtor aditivo, podemos extenderlo a un
funtor entre complejos ~» F' : Chain(A) — Chain(B)

(M,,d) — (FM,, Fd)
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y resulta un compejo pues F aditivo implica F(d)? = F(d' = F(0) = 0.
su vez, como es aditivo, si f ~ g, f — g = hd + dh para alguna h A-lineal, luego, popr ser
F' aditivo

F(f)—F(9)=F(f —g) = F(hd+ dh) = F(hd) + F(dh) = F(h)F(d) + F(d)F(h)
Es decir, F(h) es una homotopia entre F(f) y F(d), luego, F induce un funtor bien definido
F:H(A) — H(B)
Notar que F' aditivo también implica
F(Co(f: M — N))=Co(F(f): FM — FN)

Si F fuera exacto, entonces manda aciclicos en aciclicos y en consecuencia g-isos (con cono
aciclico) en g-iso, luego, la propiedad universal de D(A) dice que la composicién Chain(A) —
Chain(B) — D(B) determina que F' esta bien definido como funtor D(A) — D(B). Sin

embargo, s F' no es exacto, entoce plicar F' término a término en un complejo no estd fien
definido

Sin embargo, la caracterizaciéon D(A) = Heerr(A) C H(A) permite daar una definicién de
funtor derivado via

D(A) —=H(A) —F

M +—— P(M) —> F(P(M)) — F(P(M)) == : DF (M)

Notar que los funtores derivados a izquierda los hemos definido como
L,F(M):= H,(DF(M][0]))
donde M € A-Mod y M]J0] es el complejo que tiene a M concentrado en grado cero.
Ejemplo 11.30. Si F = (=) ®4 X : A-Mod— k-Mod, se denota — @4 X := DF
M P(M)®a X = Mo X
Esta definido para complejos M. En particular si M € A-Mod,

Tor (M, X) = H,(M[0] @4 X)
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Parte 11

Ejercicios






Capitulo 12

Ejercicios introductorios

12.1. Lema de la serpiente - 1

1. Sea A un anillo, g € U(A), y M un A-médulo; definimos
M9 :={meM:gm=m}, My:=M/{m—gm:meM}

a) Muestre que M es un Z4(A)-mddulo, donde Z,(A) = {a € A: ag = ga}.

b) Si0 — X — Y — Z — 0 es una sucesion exacta corta de A-médulos, muestre que
0-X9 Y929 383X, Y, = 2,0

es exacta.

¢) Si la multiplicaciéon por g en M tiene orden finito n (por ejemplo si g tiene orden
finito) y la multiplicacién por n es inversible en M, muestre que la inclusién M9 —
M compuesta con la proyeccién al cociente M — M, da un isomorfismo

M9 = M,

G

d) Si G es un grupo finito y |G| es inversible en A entonces el funtor (—)“ es exacto

(i.e. manda sucesiones exactas cortas en exactas cortas)

Més generalmente, sea k un anillo, G un grupo, y M un k[G]-médulo (es decir, un
k-modulo providto de una accién de G donde los elementos de G actiian k-linealmente.
Definimos

(tnvariantes) MY ={me M:gm=mVgeG}

M
(gm —m:m e M,g € G)

(coinvariantes) Mg =
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Si0 - M - N — T — 0 es una s.e.c. de k[G]-mddulos, entonces quedan inducidas
sucesiones exactas

0— MY NC - T1¢
Mg — Ng —Tg — 0
A partir de ahora G es finito. Muestre que pe := 3 _ . € k[G] define una aplicacién

M — M€

m»—)ng

geqG
que se factoriza a través de Mg, es decir, que queda bien definida una aplicacion

p: Mg — M

m ng

geG

. Qué significarfa que p: (—) — (—)¢ sea una transformacién natural entre los funtores

coinvariantes e invariantes? Es p una transformcion natural?

Muestre que si n = |G| es inversible en k entonces P es una biyeccién para todo M.
Concluya que en ese caso (—)¢ resulta un funtor exacto, o sea

0— MY = NY-TY =0
es exacta para todasec. 0 > M - N =T —0
(Versién infinitesimal) A anillo, D € A, M un A-médulo, se define
MP ={me M:Dm=0}, Mp=M/DM

Muestre que M P y Mp son médulos sobre Zp(A) = {a € A : Da = aD}. Muestre que
si0 — X —-Y — Z — 0 es una sucesion exacta corta de A-moédulos, entonces

0>XP>YP 2P $Xp—>Yp—2Zp—0
es exacta.
Sea A un dominio integro, K su cuerpo de fracciones, si M es un A-mddulo se define
MK:{%:mEM, aeA\{o}}

m

Jum : M — Mg por j(m) =5,y
t(M)={meM:3ac A\ {0} con am = 0}

Mostrar que t(M) = Kerjy y que si0 = X - Y — Z — 0 es una s.e.c. de A-médulos
entonces existe una sucesién exacta de la forma

0= t(X) = t(Y) = tZ) =4 Xi/i(X) = Yi/j(Y) = Zx/i(Z) =0
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12.2. Funtores

Sean F,G : C' — D dos funtores. Recordamos una transformacion natural n : F — G es
dar, para cada X € Obj(C), un morfismo nx : F'(X) — G(X) (en D) que verifica que, para
todo morfismo f: X — Y (en C), el siguiente diagrama conmuta:

x) 2 py)

i X iny
G(f)

F
G(X)—=G(Y)
Si VX € Obj(C) resulta nx un isomorfismo, 1 se dice un isomorfismo natural.

1. Muestre que O4 : Gr — Sets dado por
Os(G)={9e€G:g' =1}

(parte del ej es ver que es funtor) y Homg,(Z4,—) : Gr — Sets son naturalmente
isomorfos. Mas precisamente,

ng : O4(G) — HOIHGT(Z4, G)
definido por
nc(g) = el unico morfismo f : Zy — G determinad por f(1) =g

es un isomorfismo natural de funtores.

2. (pares que conmutan) Sea F' : Gr — Sets dado por
F(G)={(g9,h) € G x G : gh = hg}

es funtorial, es decir, si f : G; — G2 es un morfismo de grupos entonces (f(g), f(h)) €
F(G2) si (g,h) € F(G1). Muestre que este funtor es naturalmente isomorfo a (i.e. existe
un isomorfismo natural con) Homeg,(Z x Z, —).

3. Se F : Gr — Sets dado por F(G) = {(g9,h) e G xG:¢>=1, h? =1, gh = hg'}. Es
F' de la forma Homg, (Gp, —) para algun grupo Go?

4. Muestre que jpr : M — Mg es una transformacion natural entre Id y (—) k.

5. Sea f : X — Y es un morfismo en una categoria C, entonces f induce una transformacion
natural
f* :Homg (N, —) — Home (M, —)

via

f% : Homg (N, X) — Home (M, X)
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¢ doc f
Muestre que los funtores Homg (N, —) y Home (M, —) son naturalmente isomorfos si y
s6lo si M y N son isomorfos en C' (i.e. existen morfismos f: M - Ny g: N - M
tales que focg=1Idy y goc f=1dn).

6. Sea C una categoria tal que Obj(C) es un conjunto con un ‘unico elemento *, muestre
que M := Hom¢ (*, %) es un monoide con neutro, y que dar funtor C — C' es lo mismo
que dar f: M — M un morfismo de monoides que preservan la unidad.

7. Si C' 'y D son dos posets vistos como categorias, entonces un funtor f : C' — D es lo
mismo que una funcién monétona creciente C' — D.

8. Sea A un anillo y A-bimod la categorfa de A-bimédulos. Muestre que

M4 :={m e M : am =ma Va € A}
es un funtor A-bimod— Z(A)-bimod, exacto a izquierda, es decir, si 0 - X - Y —
Z — 0 es una s.e.c. entonces
0= X4 —>y4—o2z4
es exacta. Es (=) de la forma Hom 4_;.0q (Mo, —) para algiin bimédulo My?
9. Si M € A-bimod, definimos
Der(A,M)={D:A— M :D(a+0b) = D(a)+ D(), D(ab) = aD(b) + D(a)b}
Muestre que Der(A, M) es un subgrupo abeliano de Homgz (A, M) y que Der(4,—) :
A—bimod— Ab es un funtor. Ademads, si 0 - X - Y — Z — 0 es una s.e.c. de
A-bimdédulos,
0 — Der(A, X) — Der(A,Y) — Der(4, Z)
es exacta.
10. Si M es un A-bimdédulo, consideramos el anillo

B=BM):=AoM

con la suma usual, es decir (a +m) + (' + m’) = (a + a') + (m + m'), y el producto
dado por
(a+m)(a" +m') =ad" +am’ +mad

Notar que M se identifica con un subgrupo abeliano de B, que ademds es un ideal
bilatero de cuadrado cero. Notar tambien que la proyeccién 7 : B — A es morfismo de
anillos.

a) B(—) es un funtor de la categoria de A-bimddulos en la categoria de anillos, y 7
es una transformacion natural entre B(—) y el funtor constantemente A (el funtor
que asigna A a todo bimddulo, y la identidad de A a toda flecha).
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b) Muestre que s : A — B(M) es una seccién de 7 que es morfismo de anillos si y
solo si s es de la forma

s(a) = a+ D(a)
con D € Der(A4, M).

11. (*) Sea M una variedad diferenciable compacta, mostrar que todo morfismo de anillos
-lineal C*°(M) — R es de la forma ev, para algin p, donde ev,(f) = f(p), es decir

M = HOHI]R,alg(COO (.2\4)7 R)

D evp

Muestre ademas que
HomR—alg (COO (M)7 R[SE} /$2) =TM

12.3. Egalizador, coegalizador, limites y colimites

1. Escribir la definicién de egalizador y coegalizador.

= Mostrar que en Sets, el egalizador de f,g: X — Y esta dado por (la inclusién de)
el subconjunto de X en donde las funciones coinciden, y el coegalizador estd dado
por (la proyeccién a) el cociente de Y por la relacién f(z) ~ g(z), Vo € X.

= Calcular egalizador y coegalizador en grupos abelianos.

2. Mostrar que p es el coegalizador de f,g: X — Y en C

f
X v-r.z

g
si y sélo si, para todo objeto W, el siguiente es un diagrama de egalizador en Sets:

. s
Home (Z, W) ——= Hom(Y, W) — Home(X, W)
—

3. Dualmente, mostrar que i es el coegalizador de f,g: X — Y en C
Z—>X" 7Y

si y sélo si, para todo objeto W, el siguiente es un diagrama de egalizador en Sets:

) fx
Home (W, Z) —— Hom(W, X) —__ Home(W,Y)
gx
Observacion: tanto en el caso de egalizador como de COegalizador, al tomar Hom, como

en uno es en una variable y en el otro caso en la otra, ambos se traducen a egalizadores
en Sets.
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4. Sea C una categoria donde existen coproductos arbitrarios y coegalizadores. Sea (I, <)
un poset y (X; =% X;)i<;j un sistema directo en C. Consideramos [[; X; (existe por

hipétesis). Notar que para cada i < j, el siguiente diagrama NO necesariamente conmuta
X, — X; — 11, X
~_ =
Ly

Llamemos f;; := ¢ o ;5. Como para cada ¢ < j estan definidos

Xiﬁﬂ_[lxi

Xi — 11, X

la propiedad universal del coproducto (no sobre I sino sobre todos los pares (i, j) tales
que i < j) determina un tnico morfismo para las f;

f : H X; — H X;
{(i,5)+i<35} 1
y otro tnico morfismo para las ¢;
L H X1 — H Xl
{(E,4)<5} 1
Muestre que el coegalizador de f y ¢ tiene la propiedad universal del colimite:

f
iy Xi === 11, Xi ——=1imX; := Cocgalizador(f,1)

Las flechas X; — lim; X; estan dadas por la composicién de la flecha correspondiente
ai < 1 que va de X; en ]_[{(Z._j):Kj} X;, compuesta con f (o con ¢, da lo mismo!) y
compuesta con p.

5. Dualmente, muestre que si C es una categoria donde existen productos arbitrarios y
egalizadores, entonces existen limites inversos arbitrarios. sugerencia: dar vuelta las
flechas y comparar lo que se tiene con la descripcion del limite inverso en Sets.

12.4. Producto tensorial

1. Muestre que la multiplicacién Z x Z — Z induce un isomorfismo Z, @ Zym = Zp.m)
(a® b ab).

2. Si M es un grupo abeliano, Z, ® M = M /pM.
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10.

11.

. Muestre que Q/Z = @©,Z,. Muestre que Z,- es divisible (y de torsién).

Sea T un grupo abeliano de torsiéon y D divisible, mostrar que D ®7 T = 0. Mostrar que
si T tiene p-torsién y la multiplicacién por p. : D — D es sobreyectiva (D es p-divisible)
entonces también D ®z T =0

. Sea A un anillo integro, muestre que M es un A-médulo divisible y sin torsién si y sélo

si es un K-espacio vectorial (K=cuerpo de fracciones de A).

. Sea A un anillo que es subanillo de B, Mg, gN dos B-médulos, muestre que

M@ N=(M®@agN)/(mb@an—m®@abn:me M, nc N, be B)

. Si M es un k[z]-médulo y k es el k[z]-médulo dado por x.A =0 (X € k), entonces

k@) M = M/xM

. Sea V es k-espacio vectorial de dimensién finita, f € Endg (V) y M el k[z]-médulo dado

por V 'y f. Sea A\g € k vy k), = k como espacio vectorial pero con la estructura de
k[x]-médulo dada por p(z),1 = p(Ag). Mostrar que
a) Si Ao NO es autovalor de f = ky, ®y[;) M = 0. Compare con ejercicio 5.

b) Asumamos f diagonalizable y Ao un autovalor, entonces ky, Q) M = V), (el
subespacio de autovectores de autovalor Ag).

c¢) Si f no es diagonalizable pero Ao es autovalor, entonces ky, Q[ M calcula el
subespacio de autovectores de autovalor Ag o el subespacio de (x — A\g)-torsién?

. Si A es subanillo de B (o si se tiene dado un morfismo de anillos f: A — B) y 4 M es

un A-mdédulo, se define la extension de escalares como B ® 4 M. Muestre que si N es
un B-mdédulo (en particular es A-mdédulo, via a - n = f(a)n) entonces

Homp(B ®4 M, N) = Homy (M, N)

Sea V un R-espacio vectorial. se define V[i] := V @ Vi como R-espacio vectorial, con la
estructura de C espacio vectorial dada por, si z=a+bi € Cy w = u + vi,

z-w:= (au — bv) + (av + bu)i

Muestre que esta construccién es funtorial (entre la categoria de R-espacios vectoriales
y la de C-espacios vectoriales. Muestre que V[i] 2 C®g V.

Sea W un C-espacio vectorial provisto de una involucién o, es decir, o : W — W es
R-lineal, 02 = Idy, y o(2w) = Zow si w € W y z € C. Muestre que, si W° = {w €
W : o(w) = w} entonces dimg(W?) = dimc(W) y W = C ®@g W7, més atn, bajo
esa identificacion, la involucién de W se corresponde con la conjugacién de C tensor la
identidad de W°.
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12. Si A y B son dos anillos, muestre que la formula
(a®@b)(a' @b') := (aa") @ (bb')

esta bien definida (como aplicacién (A ®z B) X (A ®z B) - A ®z By, en caso que
14 ® 1g # 0, define una estructura de anillo en A ®y B.

13. Muestre que en la categoria de anillos conmutativos, A ®z B es el coproducto. En la
categoria de k-dlgebras conmutativas, el coproducto es A ® B.

14. Muestre que k[z, y] = k[z]®ik[y]. Si G y H son grupos (o monoides con 1) = k[Gx H| =
k[G] @ k[H).

15. Muestre que el isomorfismo del ejercicio 1 (Zy, ® Zy, = Z(yy:y)) €s un iso de anillos.

16. Sean A, B, C anillos conmutativos y consideramos A ®z B como anillo. Muestre

Homanillos (A ®Z 37 C) = Homanillos (Av C) X Homanillos(Ba C)
17. Bajo la identificacién B°P-médulos a izquierda = B-mddulos a derecha muestre que
amodp = Ag,permod

18. Muestre que existe un isomorfismo de C-algebras: C g C =2 C x C.

19. Sea G grupo, V y W k[G]-mddulos, entonces en V @ W la formula
g (v®w) := gv® gw define una estructura de k[G]-mddulo. Tambien Homy (V, W) es
k[G]-médulo via (g - ¢)(v) := gp(g~ v). Muestre que si en k ponemos la accién trivial,
entonces en particular V* es un k[G]-médulo y el isomorfismo natural

Hom, (V,IW)=V*@ W

es de k[G]-médulos. Tambien Homy(V, W) = (Hom (V, W))“.

20. Diremos que M4 es A-playo si M ® 4 — es exacto.

a) Ma es A-playo siy sélo si M ® 4 — preserva monomorfismos.

b) Muestre que sumas directas de playos y sumandos directos de playos son playos.

¢) (Proyectivo implica playo) El médulo a derecha M = A4 es A-playo, luego si M
es A-proyectivo (visto como A-mdédulo a derecha) entonces es playo.

d) Si A es integro y K su cuerpo de fracciones, entonces K es playo. Muestre que
si A # K entonces K no es proyectivo. (sugerencia, muestre que todo par de
elementos de K son l.d. y use esto para ver que K no esta contenido en ningun
A-libre salvo que K = A).

e) S subconjunto multiplicativo de A, entonces S~'A es A-playo.

f) (no tan facil) Sea 0 - X - Y — Z — 0 una s.e.c. de médulos sobre un anillo, si
Y y Z son playos, muestre que X es playo. (un poco mas facil) si X y Z son playos
entonces Y es playo.
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12.5. Proyectivos

1. Muestre que P es proyectivo si y sélo si toda sucesion exacta del tipo
0=-X—=Y—=P—=0

se parte.

2. Exiba sucesiones exactas cortas de médulos sobre algun anillo que no se partan (en
particular habra exibido médulos no proyectivos).

3. Sea F : A-mod— Ab un funtor aditivo (i.e. F(f1 + f2) = F(f1) + F(f2)) y
0=-X—-Y—=>2-0
una s.e.c. que se parte, mostrar que

0—-FX —>FY >FZ—0

es exacta, mas aun: se parte.

4. P es proyectivo si y solo si es sumando directo de un libre, y si P es finitamente generado
(f.g.) entonces es sumando directo de un libre f.g.

5. Si M es un A-mdédulo a izquierda entonces
M* := Homyu (M, A)

es un A-médulo a derecha via

6. Sean P y N dos A-médulos y considere la siguiente aplicacién

P* x N — Hom(P, N)

(f;m) = (p = f(o)n)

Muestre que es bilineal y A-balanceada, por lo tanto define un morfismo de gupos
abelianos
pP* ®AN—>HOH1A(P,N)

fane (pe fom)

Muestre que la clase de médulos P tal que la aplicacién anterior es un iso para cualquier
N es cerrad por sumas directas finitas y sumandos directos. Muestre que esa clase
contienen a P = A. Concluya que para todo proyectivo de tipo finito P, la aplicacién
anterior es un iso.
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7. Sea P proyectivo f.g. y p1, - - - p, un sistema de generadores. Muestre que existen ¢1, ..., ¢, €
P* tales que para todo x € P vale

x= Z i ()i

es decir, Id =), ¢; ®ap; € P* ® P = Enda(P)

8. Muestre que si Id); esta en la imagen de M* ® 4 M — Enda (M) entonces M es pro-
yectivo de tipo finito.

9. Sea A =k[z] y M =k = k[z]/(z), muestre que

0 A A-Ts 0

es una resolucion proyectiva.

10. Sea A = k[z]/(z?) y M = k = k[z]/(x), muestre que

AT AT A5 A B A T 0

es una resolucion proyectiva.

11. Sea A = k[z]/(z") con N > 2y M = k = k[x]/(x), muestre que

es una resoluciéon proyectiva.
12. Sea A = k[z,y], muestre que la siguiente es una sucesion exacta
d d T
0—>A—3A0A—">A—ZA)(z,y) —=0

donde dz(p) = (yp, —zp) vy d1(p,q) = zp + yq.

12.6. Inyectivos

1. Muestre que I es inyectivo si y sélo si toda sucesion exacta del tipo
0=-I—-X—-Y =0
se parte. Obserar que el ejercicio 2 de la seccion anterior exhibe médulos no inyectivos.

2. Sea A un anillo, probar que son equivalentes

s Todo A-médulo es proyectivo.
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= Todo A-mdédulo es inyectivo.

3. Sea A un dip (dominio de ideales principales), muestre que I es inyectivo si y sélo si
es A-divisible (i.e. para todo = € I, si a € A\ {0} entonces existe T € I : aT = z). En
particular si K es el cuerpo de fracciones de A, K es A-inyectivo, tambien K/A.

4. Sea A = k[x] y I = k[t] como espacio vectorial, con la estructura de k[z]-médulo dada
por

- t"=t""lsin>0yx-1=0

Muestre que I inyectivo. Observar que k = k[x]/(z) — I como k[z]-mdédulo.

5. Sea k un cuerpo y A una k-algebra, si M es un A-mdédulo a derecha, se define el A-mdédulo
a izquierda

M’ := Homy (M, k)

(no confundir con M* = Homa (M, A)) con la estructura de A-médulo (a izquierda)
dada por

(a-¢)(m) := ¢(ma)

Mostrar que si M es A-playo (en particular si M es proyectivo, o libre), entonces M’ es
inyectivo.

6. Sea A = k[z], muestre que si M = k[t] como en el ejercicio 3, entonces M se identifica
con un submédulo de A’'.

12.7. Mas sobre Proyectivos e inyectivos

7.510— X - Y — Z — 0 es un sucesién exacta corta de A-médulosy P — X, Q — Z
son epi, con Py @ proyectivos:
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Mostrar que se puede completar a un diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0

L

P—sX—0
iP\L f
PeQ >Y >0

<
3
Q
-
Q

o=<=—~8
-
-

8. Sea A un anillo. Muestre que son equivalentes

a) Todo médulo es proyectivo.

b) Todo médulo es inyectivo.

¢) Todo submédulo es un sumando directo.

d) (un poco mas dificil, mucho Zorn..) Todo médulo es suma directa de simples.

9. (un poco mas dificil) Sea A como en el ejemplo anterior. Supongamos que existe una
unica clase de isomorfismo de simples. Es decir, sea Sy un A-moédulo simple, y asumimos
que si S es simple, entonces S = Sy. Muestre que necesarimente A = M,, (D) para cierto
n € Ny D un anillo de divisién. (Sugerencia: primero caracterizamos A°P, usamos el
isomorfismo de anillos A°? = Hom 4 (A, A), habiendo descompuesto a A (como A-médulo
a izquierda) como suma directa de simples.)

12.8. Algebras de Frobenius

En esta seccién k es cuerpo, A es k-dlgebra (i.e. £ C Z(A)) de dimensién finita.

Una forma bilineal balanceada es una funcién ¢ : A x A — k bilineal tal que
o(za,y) = ¢(a,zy), Va,z,y € A

Se dice no degenerada si la aplicacién A — A’ (a — o(a, —)) es inyectiva.

Recordamos que si M es un A-médulo a derecha, entonces M’ := Homy (M, k)
(no confundir con Hom 4 (M, A)) es un A-mddulo a izquierda via

(a- f)(m) := f(ma)

También, si M fuera un A-mdédulo a izquierda, entonces M’ resulta A-médulo derecha via

(f - a)(m) := f(am)
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1. Sea ¢ : x A — k bilineal A-balanceada, entonces q~5 %P X A°P — k dada por
é(a,b) := ¢(b, a)
es A°P-balanceada. Ademds <Z es no degenerada si y s6lo si ¢ es no degenerada.

2. Muestre que efectivamente M’ es un A-mdédulo del otro lado que M. Ademds, si dimy M <
00, el iso standard M = M" es A-lineal.

3. Son equivalentes

a) existe un isomorfismo de A-médulos a izquierda 4 A = (A4),

b) existe una forma bilineal A-balanceada no degenerada.
En cualquiera de esos casos, A se dird un dlgebra de Frobenius
4. A es Frobenius <= A es inyectivo como A-médulo a izquierda ( <= a derecha).
5. Sea A un algebra de Frobenius. Muestre que M es proyectivo <= M es inyectivo.
6. Muestre que las siguientes son algebras de Frobenius:

a) k[z]/z%. Maés en general, si A = k[x]/(zV 1), definimos ¢ : A — k por el coeficiente
de grado méximo, es decir, si a = ag+ayr+asx®+- - -+anxz cona; € k, ¢p(a) = an.
Muestre que (a,b) := ¢(ab) es una forma bilineal balanceada no degenerada, por
lo tanto A es Frobenius.

b) k{x,y}/ (22, zy + yz,y?). (En general, un algebra exterior en un espacio vectorial
de dimensén finita es Frobenius)

¢) M, (k) (sugerencia: considerar la traza del producto).
d) k|G] donde G es un grupo finito.
e) Si Ay B son Frobenius, entonces A x By A® B también lo son.

7. Sea M un A-médulo a izquierda finitamente generado. Buscamos un monomorfismo
i: M — I con I inyectivo:

= Seap: P — M un epide médulos a iq., con P proyectivo (por ejemplo, P = AQ M.
Muestre que
p M — P
es un monomorfismo de A-mdédulos a derecha, con P’ inyectivo como A-médulo a
derecha.
= Lo mismo cambiando izq<>derecha.

= Sea p: P — M’ un epi con P proyectivo a derecha
por ejemplo P:= M' ®@ A NV

f®a— f-a
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Muestre que
() :M" — P’

es un monomorfismo de A-mdédulos a izq., y que P’ es inyectivo a izq.

» Usando el isomorfismo standard M = M” y tomando P = M’ ® A4 (donde
Ay denota a A visto como A-mdédulo a derecha), junto con el isomorfismo P’ =
(M'® Ax) = (Aa) @ M" =2 (Aa) ® M, donde la estructura de A-médulo a
derecha M’ ® A4 viene de A4 y la de A-mdédulo a izquierda de (A4) @ M” (y de
(Aa) ® M) viene de (A4), explicite la férmula de la inclusién inyectiva

M—-sA oM

8. Explicitar lo anterior para A = k[z]/(z?). (eventualmente, explicitar para k[z]/(zV+1))

9. Las siguientes son &dlgebras graduadas de dimensién finita (muéstrelo encontrando ba-
ses), y el grado méaximo tiene dimensién uno. Sea ¢= coeficiente de grado maximo en una
base del subespacio vectorial de grado méximo. Notar (haga la cuenta en los ejemplos
primero) que ¢ depende de la base, pero estd determinada a menos de multiplo escalar
no nulo. Muestre que ((a, b) := ¢(ab) es una forma bilineal no degenerada A-balanceada,
luego, cada una de ellas es Frobenius:

a) A= klz,yl(zy,2? +y?)
b) k{z,y}/(a? v, 2y = qyz) (donde g € k\ {0})
¢) k{x,y, 2}/ (22,92, 2% 2yz + yza + zay, v2y + 2yr + yr2z) (no comutativa)

12.9. Lema de la serpiente - 11
1. Completar la demostracion del lema de la serpiente.
2. Interpretar los ejercicios de la lista “Lema de la serpiente 1” en términos del Lema de la

Serpiente (o de su conclusién: la s.elarga en homologia). Sugerencia: si f : My — Mo
es un morfismo de A-mddulos, entonces se lo puede ver como un complejo “de largo 27

~-~—>0—>M1i>M2—>0—>-~-

y un morfismo de s.e.c. de A-mddulos 0 X Y Z 0

It

0 X Y A 0

se lo puede ver como una s.e.c. de complejos (verticales, de largo 2).
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3. (naturalidad de ¢) si X Y Z 0
\ \ \
al/ \ B\L R
\ \ \
0 P Q R
N U N NN
\ \ N \ \
\ N N\ N
X Y z' 0
e
\ Oé/ 7 \ 7
\ N\ ? N\ 7
0 Pl Ql R/

es un diagrama conmutativo con flechas horizontales exactas, y llamemos f a las flechas
punteadas (fasr: M — M’), entonces f induce un morfismo de s. exactas

Ker(a) —— Ker(3) —— Ker(y) o CoKer(a) — CoKer () —— CoKer(v)

I | |~ |7 | 7=

Ker(a/) — Ker(8') — Ker(v') % CoKer(a') —= CoKer(8") — CoKer(v')

4. Definir morfismo entre sucesiones exactas cortas de complejos. Mostrar que si

0—>Xe—>Ye—>Zs—>0
ook
0—> X, —> Y] —>Z, —>0

es un morfismo de s.e.c. de complejos, entonces a, b, ¢, inducen morfismos de s.e. largas
de sus homologias, es decir, un diagrama conmutativo

5. Sea k un cuerpo y A = klz,y], 0 = X Ly % 7 & 0 una sec. de A-médulos y
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consideramos el siguiente diagrama

0 0 0
0 x—1 .y ¢ 7 0
dy di dy
l—>XaoXx L yevPLza07_ 50
do do do
0 x—t .y ¢ 7 0
0 0 0

donde di(m) = (—ym,zm), da(m,m’) = xm+ym/, (m,m' € X,Y, Z). Muestre que las
filas son exactas y las columnas son complejos (i.e. dad; = 0), por lo tanto se lo puede
interpretar como una s.e.c. de complejos (los complejos escritos verticalmente)

“O— Xo = Yo — Zg = 0
Si definimos, para M un A-modulo, los invariante y coinvariantes respectivamente por

M*Y :={meM:z-m=0=y-m}

M

My, =———
YV M4yy-M

entonces, para cada s.e.c. en s4Mod 0 - X - Y — Z — 0 J una s.e.larga de la forma
0— XY 5 Y™V 7% s Hy - Hy — Hy — Xy = Yoy = Zoy — 0

donde H}, es el funtor que a un A-médulo M le asigna la homologfa del complejo

0—>M—SMeM2sM—0
en el lugar donde esta M & M.

6. Sea G = Z @ Z, presentado como grupo abeliano libre con dos generadores g1 y g2. Si
M es un k[G]-médulo, definimos una estructura de k[z, y]-médulo via

x-m=1-g¢g1) m, y-m=(1—gs)-m

Muestre que M®Y = MY y que M, , = Mg. Explicitar lo mds que pueda la s. exacta
anterior relacionando G-invariantes y G-coinvariantes.
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7. Consideremos un diagrama conmutativo con filas exactas de la forma

X1 Xo X3 X4
\Lfl l/f2 \Lf ‘Lﬁ
Y1 Y Y3 Yy

Muestre que si fo y f4 son monos y fi epi, entonces f es mono. Dualmente, si se tiene
un diagrama

Xo X3 Xy X5
lf’z if lf‘l lfs
Ys Y3 )7 Y5

con foy fy epi, y f5 mono, entonces f es epi. Concluir el siguiente:

8. (Lema de los 5) Si fi,2.4,5 son isos, entonces f es iso.

Xl X2 X3 X4 X5
\Lfl lf2 if lf‘l ifs
Y, Y Y3 Yy Y5

(Ver Ejercicio 4) Dado un morfismo de sucesiones exactas cortas de complejos:

0 X. YO ZO 0
kb
0 X/ Y! Z! 0

Si dos de las flechas a, b, ¢, inducen isomorfismo en homologia, entonces la tercera tam-
bién.

9. Sean ahora 0 —+ X°® — Y* — Z° — 0 una s.e.c. de complejo de COcadenas, es de-
cir, d(M™) € M"™*! para M = X,Y,Z. Con el truco M,, := M~" (o rehaciendo la
demostracién) muestre que esa s.e.c. induce una s.e.larga de la forma

--—>H”_1(Z) — H"(X) — H"(Y) — H"(Z) —>H"+1(X) _—

_ Ker(d: M™ — M™*1)
- d(M'rL—l)

donde H™(M)

10. (*En algtiin momento se requiere particién de la unidad*) Sea M una variedad diferen-
ciable, QF(M) las k-formas a soporte compacto, U y V dos abiertos de M tales que
VUU = M. En general, si X es un abierto de M, identificamos QF(X) C QF(M) como
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las formas de M con soporte contenido en X. Muestre que existe una sucesiéon exacta
de complejos de De Rham (de formas a soporte compacto)

0->QUNV)=QU)dRV - QM — 0

y por lo tanto una sucesién exacta larga en H. (donde H'=H"(Q2)= cohomologia de
las formas a soporte compacto). Notar que la interseccién y la unién estan “al revés”
con respecto a Mayer-Vietoris usual.

Por otro lado, la restriccién a un abierto da morfismos QF (M) — QF(X) para cualquier
abierto X, por lo tanto hay una sucesién de formas (no nec. a soporte compacto)

0= QM) = Q(U)®Q (V) = QUNV) =0

que es exacta (la exactitud a izquierda es muy facil, la exactitud a derecha necesita
particién de la unidad subordinada al cubrimiento {U, V'}). Deducir la sucesién exacta
larga para cohomologia de De Rham.
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Complejos de cadenas

Si A es un anillo, Chain(A) denota la categoria de complejos de A-médulos (con diferen-
ciales A-lineales y morfismos de complejos A-lineales).

1. Sea f : (M,d) — (N,0) un morfismo de complejos. Muestre que (Ker(f),0) es un
subcomplejo de (M, d), donde Ker(f), = Ker(f,,) C M,. Muestre que la imagen (lugar
a lugar) de f es un subcomplejo de (N, 9) y que si definimos CoKer(f),, := N, /Im(fy)
entonces 0 induce un diferencial 3 en CoKer(f), y éste tiene la propiedad universal
del cociente. Es decir, para todo morfismo de complejos g : (N,9) — (W, dw) tal que
fg =0, existe un unico g : (CoKerf, d) — (W, dy ) morfismo de complejos con gr = g.

2. Sea f: M — N (omitimos los diferenciales en la notacion) un morfismo de complejos.

a) Si f es monomorfismo (i.e. todas las f,, son monomorfismos) entonces Cono(f) es
cuasi-isomorfo a N/ f(M).

b) Si f es epimorfismo, entonces Cono(f) es quasi-isomorfo a Ker(f)[—1]
3. Muestre que Cono(Id) es contrictil.

4. Si (M,dp) es un complejo de A-médulos a derecha (con dpy morfismos A-lineales) y
(N,dn) es un complejo de A-médulos a izquierda, muestre que

(M @4 N), := @Mp @4 Nup
pEZL

resulta un complejo (de grupos abelianos) con el diferencial dado por
dz @ y) = du(r) @y + (=1)Pr @ dn(y)
donde x € M, e y € Nj,_p,. Muestre que la aplicacién

HP(M) X Hq(N) - Hp+q(M ®A N)
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dada por
([2], [y]) = [z @a 9]
es bilineal y A-balanceada y por lo tanto induce un morfismo (natural)

P Hy(M) @4 Hyp(N) = Hy(M @4 N)
PEZ

5. Sea f : M — N un morfismo de complejos, muestre que existe una sucesién exacta larga
de la forma

f f

o= Hp(M) —— Hyp(N) —— Hyp(Cono(f)) — Hn—1(M) —— Hp_1(N) — -

6. Consideremos un diagrama de A-médulos y morfismos A-lineales de la forma

p,—p, P—op Bp Ty 0
lf
d’Vl d d d
Qn Qn-1 Qe —=Q1 —=Qy——=N 0

donde la fila de abajo es ezacta (pero los @ no necesariamente proyectivos, y la fila
de arriba es un complejo (no necesariamente exacto) donde los P; son proyectivos para
todo i > 0. Muestre que este diagrama se puede completar a un morfismo de complejos

dnp da di do

P, P, P, P P, M 0
lfn ifn—l lfz lfl lfo lf
dy, d d d
Qn Qn-1 Qs —>Q1 —= Qo ——=N 0

7. Recordemos que dos morfismos f, g : My — N, (en Chain(A)) se dicen homotépicos, y
denotaremos f ~ g, si existe h : M — N A-lineal con h(M,,) C N, 11 Vn (recordamos
los diferenciales verifican d(M,,) C N,,_1) tal que dh+hd = f — g.

a) Muestre que ~ es una relacién de equivalencia.

b) (compatibilidad con la suma) Si f, g, f',¢' : M — N con f ~gy f' ~ ¢, entonces
f+f~g+yg.

¢) (compatibilidad con la composicién) Si f ~ f"y T : N > Wy S:X - M
son morfismos de complejos, entonces TfS ~ T f'S. En particular (si f y g son
componibles y) si f ~ f' v g ~ ¢’ entonces fg ~ f'g'.

d) Si se define Obj(H(A)) = Obj(Chain(A)), pero

Homyy(a)(Xe,Ys) := Homcpain(Xe, Ys)/ ~

entonces la composicién en Chain(A) induce en H(A) una composicién, que hace de
H(A) una categoria. Cualquier funtor F' en Chain(A) que verifique F(f) = F(f')
para todo par f, f’ con f ~ f’ (por ejemplo X — H,(X,)) se factoriza por H(A).
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13.1. Significado directo de “Co(f) contractil”

Supongamos dada h : Co(f) — Co(f) una homotopia de contraccién h, es decir, h verfica
Oh + h0 = Id¢(r)- Recordemos

Co(f)n = Nn & My—1, h(Co(f)n) € Co(f)nt1
d(x,m) = (dx + fm,—dm)
escribamos, para cada (z,m) € N, ® M,,_1
h(z,0) = (hiz, gx)
h(0,m) = (¢m, ham)
donde (para cada n)
hi: Np = Npi1, he : My, — My 41, g: N, = M,, ¢: My—1 = Nppq

Escribir explicitamente 0h 4 hd = Id¢,(s) en términos de hy, ha, g y ¢ y concluir que Co(f)
contractil equivale a que

Jg € Homcpain(a)(N, M) : fg~Idy gf ~1d

y d¢ : N — M de grado 2 tal que fhs + h1f = d¢ — ¢d. En particular, M y N deben ser
contrictiles (pero con homotopias que verifican una propiedad especial).

Los siguientes ejercicios tienen por objetivo final mostrar que si M y N son contractiles,
via dos homotpias cualesquiera, entonces Co(f) es contréctil, para cualquier f : M — N.

La presentacién estd basada el una parte del Chp.3 (2.1 cycle operators, 2.4 Theorem, pp
75-76) del libro Acyclic Models, de Michael Barr, AMS, CRM (2017).

La reciproca

1. Sea (M,,d) un complejo de A-médulos. Observar estas frases y convencerse de su equi-
valencia:

a) M, es exacto.
b) para cada m € M, tal que dm = 0, existe m’ con m = dm/.

¢) Denotemos Zo = {m € M : dm = 0} los ciclos de M. Entonces, existe una forma
de hacer corresponder a cada m € Z, un m’ tal que dm’ = m.

d) Existe una funcion (no necesariamente morfismo!) Z, — M,, que a cada m € Z,
le asigna m’ tal que dm’ = m.
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e) Existe una funcion z : Zo — M, tal que d o z = Idyy.
No es de sorprender que la existencia de un tal z que sea morfismo se traduzca en una
propiedad adicional de M,.

Definicién: Dado M, un complejo de A-mdédulos, diremos que admite un
operador aciclico si existe un morfismo z : Z4(M) — M, con d o z = Idyy,
donde Z4 (M )=los ciclos de M,.

Obs: en inglés se llama “cyclic operator”, pero “operador ciclico” se le suele llamar a
otra cosa (accién de un grupo ciclico, que quizds veamos mas tarde enel curso), por eso
lo llamé aciclico, en vez de ciclico.

(fécil) Sea M, contrictil, spongamos que h es una homotopia tal que hd + dh = Id,,.
Muestre que z := h|z : Zy — M, es un operador aciclico.

(mé&s interesante) Proposicién: Si M, admite un operador aciclico, entonces es contractil.
Demostracion: Sea z : Z — M tal que zd = Id s, entonces

d=dozod
o bien
do(Idpy —z0d)=0
= la tmagen de Idy; — z o d esta contenida en los ciclos, y se puede componer con z.

Se define h : M — M wvia
h:=zo(Idy —zod)

Observar que la composicion anterior tiene sentido, ain cuando “z —zozod” no, pues
zoz (y por lo tanto z o zod) no esta definido!

Muestre que h sirve de homotopia de contraccion.

. Sea f : My — N, un morfismo de complejos y F' : A — Mod — Z — Mod un funtor

aditivo (es decir, F(X@Y)=F(X)o FY)y F(f+f)=F(f) + F(f'). Si (M, dr)
es un complejo que admite un operador aciclico, entonces (F(M,), F'(dys)) también.

En particular, para cada A-médulo C, si M, admite un operador aciclico, entonces el
complejo Hom4 (C, M,) también, donde

HOInA(C, M.)n = HOIIlA(C, Mn)
y su diferencial es d,. Concluimos que Hom 4 (C, M,) es necesariamente exacto.

(més interesante) Muestre que M, admite un operador aciclico <= Homy (C, M,) es
exacto para todo A-médulo C.

Sugerencia: ver el significado de que Hom4(C, M,) sea exacto para el caso
C:=2Z,,=Ker(d: Mp, > My,—1) C My, CM

y el elemento i= la inclusion Z,, — M,, observar que d.(i) = doi=0,
luego i € Hom 4 (Zy,, Me)n, €s un ciclo de ese complejo.
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6. Sea f : My — N, un morfismo de complejos y F : A — Mod — Z — Mod un funtor
aditivo (es decir, F(X®Y)=F(X)®a FY)y F(f+f") = F(f)+ F(f')). Muestre que

F(Co(f)) = Co(F(f))

En particular, para cualquier A-médulo C,

Hom 4 (C,Co(f)) = Co(f* :Homy (C, M,) — Hom 4 (C, N.))

7. Muestre que si M, y N, son contractiles y f : M, — N, es un morfismo cualquiera,
entonces Homy (C, Co(f)) es exacto para cualquier A-médulo C' (sugerencia: use la
sucesién exacta larga de Co(f,)). Concluya que Co(f) admite un operador aciclico y
por lo tanto es necesariamente contractil. Compare con la primera seccién.

13.2. Mas sobre el Cono

8. Si M es un complejo, entonces Co(Idys) es contractil. En particular, todo complejo se
inyecta en un complejo exacto, y es cociente de un exacto. Resulta claro que no puede
esperarse que el funtor homologia o preserve monomorfismos ni epimorfismos.

9. Si f: M — N es un morfismo de complejos = Co(f) es el push-out de M I N
CO(Id[\/[)
10. Sea 0 - X — Y — Z — 0 una s.e.c. de complejos de A-médulos tal que Vn,
0—-X,—Y,—Z,—0

se parte como s.e.c. de A-médulos (pero con secciones/retracciones que no necesaria-
mente respetan el diferencial). Muestre que existe f : X717 — X tal que Y = Co(f).

11. (El axioma del octahedro en la categoria de homotopia) Seaa : X - Y yb:Y — Z
dos morfismos, ba : X — Z la composicion, y consideramos el siguiente diagrama donde
las lineas llenas son las standards.
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muestre que existen morfismos “obvios” de complejos f, 7, @ como en las flechas pun-
teadas tales y que resulta que Co(b) es homotdpico al cono de f
(de hecho, Co(f) = Co(b) ® XCo(Idx)) y se tiene un diagrama

Cola) —> Colab) —> Co(b) —> £Co(a)

f }

Co(a) ——= Co(ab) Co(f) —2= £Co(a)

donde ¢ es una equivalencia homotépica, y los cuadrados que involucran ¢ conmutan a
menos de homotopia.

Hacer el dibujo del octahedro



Capitulo 14

Complejos dobles, resoluciones,
Tor y Ext

14.1. Hacia la s.e.larga de Tor

1. Muestre que si 0 — M; —fi N; -9 R; — 0 es una s.e.c. de A-médulos Vi € I, entonces
Srfi Drgi
0—>@Mi —>@Ni —>@Ri—>0
I I I

es una s.e.c. Deduzca que si 0 — Mge —f Nyo =9 Ree — 0 se dice una s.e.c. de
complejos dobles entonces

0 — Tot(Mee) —7 Tot(Nee) =9 Tot(Res) — 0
es una s.e.c. de complejos usuales.

2. Sea f: My — N4 un morfismo de complejos. Muestre que

—d —d —d
= n—leMneMn-ﬁ—le

CO(f) =Tot frn—1 fn-1 fn-1

d d d
< nfl%NneNnJrl(—

donde la fila de N es la fila 0 y la de M es la fila 1.
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3. Considere el siguiente diagrama 0 0 con columnas exac-

R

> n+19Pn‘>Pn71‘>"'

b

Ry, — Ry 1 —-

|

"9Qn+1 962'7L4>62n—1 >
0 0
tas y cuyas filas son complejos, Suponiendo que la primera y tercera fila son exactas y
que Qn+1 es proyectivo, muestre que se puede extender a un diagrama conmutativo

0 0 0
| | |

P P, —>P, —-
% | |

Pn+1@Qn+l9Rn9Rn—1%"'

& Voo

"'HQH+1HQTL%QH719'.'

| | {

0 0 0

de manera que la columna agregada es exacta, y la fila del medio sigue siendo un
complejo. Sugerencia: considere el diagrama

0 (I) 0 0
! v R
-+ ———> P, —Im(dp) = Ker(dp)“— P, — P,y — -~
Ji v b
Pn+1 53] Qn+1 Ker(dR)C—> R,—R,_1— -
? _ 7
b v o

o ———> Qpp1 —> Im(dg) = Ker(dg)“—= Qn — Qn_1 — - -

| y? | |

0 0 0 0

Observacién: para ver que la sucesién de los nicleos es exacta se puede utilizar la sucesién
exacta larga de homologfia.

4. Concluya del ejercicio anterior que si0 - M — E — N — 0 es una s.e.c. de A-mddulos
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y resolvemos a M y a N: 0

!

..%P2%P1%P0%M%O

l

E

l

=@ —>= Q1 —>Qo—=N—0

0
= se puede completar a un diagrama con columnas exactas y filas complejos:

0 0 0 0

S S

%P2—>P1—>PO—>M4>O

N S

"SRQHRIHRO%EHO

T

%QQH'Ql%QO%N%O

S S S

0 0 0 0

Concluya que necesariamente las columnas (salvo la de M,E,N) se parten y por lo tanto
los R, son proyectivos). Ademds (usando la s.e.larga) la fila del medio también es exacta.

5. Con las notaciones del ejercicio anterior, muestre que para cualquier A-médulo a derecha
X, la siguiente es una s.e.c. de complejos “filas”

0 0 0

S

> X QP —=X®P —X®FP—0
A A A

! i }

A A A

} i J

> X RQ—=XRQ —XRQy—=0
A A A

| | |

0 0 0

y por lo tanto inducen una s.e.larga

-+ — Tory (X,N) — Tor{*(X,M) — Tor{(X,E) — Tor{! X,N) = X &M = X@F =X ®N —0
A A A
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14.2. Un poco de resoluciones y levantamientos de mor-
fismos

1. Sobre levantamiento de morfismos cuando se tiene una homotopia de contraccién: Con-
sideremos un complejo de A-médulos

h h h h
P N e < P P P
=R P TS TSR TSR TS M —0

provisto de una homotopia de contraccién h,, : P, — P,11 (en principio Z-lineal, y por
convencién P_; := M), es decir, hd + dh = Id. En particular es exacto.

Si tenemos un complejo de A-médulos libres y un morfismo A-lineal f: N — M

s A 8 A & s A 9 p(Xe) 2 N s

if
L — I LR
= P, =—= P P =—= P~ M—0

Se define fy : AX0) — Py como el tnico morfismo A-lineal tal que, si z € X,

fo(x) = hfo(x)

e inductivamente, si se tienen definidas las f; para ¢ < n, se define f como la tnica
extension A-lineal tal que f,,(x) = h(f,—1(0x)) (para todo = € X,,)

s AR O AXe) O AX) O 4X0) D N

e lfnfl lfl lfo if
v

-
d d
- P, = P, e P Py M 0
S ~— <~ | S ~— ~
h h h h

Muestre que la familia de morfismos { f,, },, asf construida es un morfismo de complejos.

2. Sea A una k-algebra k-proyectiva y supongamos dado un complejo ezacto de la forma

S ARV AR AT e AB AAT A0

(m la multiplicacién) donde V; son k-mdédulos libres, ® = ®j, y todos los morfismos son
A-lineales a izquierda y a derecha. Muestre que

a) Todas las componentes graduadas de este complejo son proyectivos como A-mdédu-
los a izquierda, y como A-médulos a derecha.

b) Existe una homotopia de contraccién A-lineal a derecha (y también existe alguna
otra que es A-lineal a izquierda).
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¢) Para cualquier M € 4Mod, el complejo siguiente es exacto

d2(§1d1u d1§1d1\4 m(%ld]u
ARQVIRARIM ——— AQARM —— AQM — 0
A A A

R

N

PM

AVoo M —2 o AovioM — AOM — " o M 0

d) Si M es k-proyectivo, entonces la anterior es una resolucién A-proyectiva de M (y
funtorial en M).

3. Observar que k[z] ® k[z] = k[z,y] y que k[x,y]/(x —y) = k[z]. Muestre que la siguiente
sucesién es exacta:

0 = klz] ® klz] > klz] @ k[z] 2 klz] = 0

donde d(p ® q) = xp ® ¢ — p ® zq. Concluya que para todo k[z]-mddulo que sea k-
proyectivo, la siguiente es una resolucién k[x]-proyectiva de M:

0= klz]@M S klz]o M 5 M -0
donde d(p@m) =ap@m —p  xm.

4. (* Més adelante veremos una generalizacién *) Sea A = Z[M™*(X)] el anillo libre en
un conjunto X (ver el apunte grupal para la definicién). La siguiente es una sucesién
exacta:

02 Ak oAb AAB A0

donde d(a ®@ x ®b) = axr ® b — a @ xb.

14.3. Resoluciones, calculo de Tor y Ext

1. Sea k un anillo comutativo, consideramos A = k[z]/x%. Muestre que
S ABABASE -0
es exacta, donde e(\ + pz) = A. Encuentre una homotopia k-lineal de contraccion.
Deduzca que para todo n > 1, Tor2 (k, M) = {m € M : xm = 0}/xM, en particular,
Tor? (k, k) = k para todo n > 1.
2. Sea A = k[z] con k un cuerpo. Sabiendo que

0= klz] @x M S k2] @ M & M =0

(con d(p(x) @m) = p(x)z@m —p(z) @axm y p(q(x) ®m) = g(x) -m) es exacta, describa
Torf(M7 N) en términos de M y N para todo n.



190 Complejos dobles, resoluciones, Tor y Ext

3. Muestre que Tor?} (®iM;, N) = EBlTor (M;, N), y lo mismo para la otra variable.

4. Sean >1y A=k[z]/(z" —1). Notar que A = k[C},] con Cp,=grupo ciclico de orden n.
Consideramos M = k con la estructura de A-mddulo dada por z - A = A.

a) Muestre que si M es un k-médulo con un automorfismo k-lineal g de orden n,
entonces es un A-médulo via z - m := g(m) y que

My=k®a M
b) Muestre que si N = ZZ o 2", entonces

1—x

AN 4175 4 Ny A—Ssk 0

provee de una resolucion proyectiva de k como A-mdédulo (aqui e(p(x)) = p(1)).
Concluya que Tori (k, M) = Torﬁ+2(k7M) para todo n > 1. Describa lo més
explicitamente p051b1e Tory y Tors.

¢) Sin es inversible en k, muestre que k es 1s0morfo a un sumando directo de A (como
A-médulo), concluya que en ese caso Tor? (k, M) = 0 para todo n > 0.

d) Sila multlphcamon por n no es necesariamente inversible en k, pero en M SI,
muestre que Tor’ (k, M) = 0 para todo n > 0.

5. Sea A = k[x,y] y consideramos k como A-mdédulo via p(x,y) - A := p(0,0)A. Utilice el
ejercicio 9 de la practica 3 para mostrar que

Tor(k, M) =0 ¥Yn >3
Describa lo més explicitamete posible Tor{ (k, M) y Tory (k, M).

6. Sea 0 - X - Y — Z una s.e.c. de A-médulos. Muestre que si X y Z son playos,
entonces Y es playo. También si Y y Z son playos, entonces X es playo.

7. Sea A un dominio integro. Muestre que si M es playo entonces M no tiene torsién.

8. Sea A un anillo conmutativo. Si M y N son dos A-médulos a izquierda, los con51deramos
como A-bimédulos de manera simétrica (i.e. ma = am, etc). Muestre que Tor’ (M, N)
es naturalmente un A-médulo (simétrico).

9. Sea A un anillo conmutativo y S un subconjunto multiplicativo. Muestre que, para todo
par de A-médulos M, N hay isomorfismos naturales

TOI‘ (M N)S—TOI' (Ms,Ns) TOI‘ (MS,N) TOI‘ (M NS) TOI‘?S(Ms,Ns)
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1. Sea A un anillo integro, z € A no nulo. Muestre que
Tor(A/(x), M) =0 ¥n > 2
Describa lo mas explicitamente posible Tor” (A/(z), A/(y)), donde y € A (y n € N).
2. Muestre que Tor%(Zn7 Lon) = Linim)-

3. (Cambio de base playo) Sea A — B un morfismo de anillos tal que B es A-playo como
A-médulo a iquierda. Si W es un B-médulo (y por lo tanto, via el morfismo A — B es
un A-médulo, muestre que

Tor(M ® 4 B,W) = Tor (M, W)
compare con el tltimo ejercicio de la guia 5.

4. Sea A = k[Z], observar que A = k[z]g, donde S = {1,z,2% 23,---}. Describa lo més
explicitamente posible Torf;[z](M ,N), donde M y N son k[Z]-mdédulos cualesquiera.

5. Sea A integro y 0 # = € A, muestre que el complejo
X=(0-2A%A-0--)

verifica Z(X),, y B(X), proyectivo para todo n, luego, se puede utilizar la férmula de
Kiinneth para este complejo. Dice ésto algo nuevo con respecto al ejercicio 17

14.4. Calculo de Ext
1. Utilizando simplemente la (buena) definicién de
Ext’y (M, N) = H,(Hom4(P(M)e,N),d"),
donde (P(M),,d) es alguna resolucién proyectiva de M, muestre que

a) P es proyectivo si y sélo si Ext’y (P, N) = 0 para todo n > 0 y para todo N,
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10.

11.

12.

b) I es inyectivo si y sélo si Ext"y (M, I) = 0 para todo n > 0 y para todo M.
Si A es dominio principal, entonces Ext’ (M, N) =0sin > 2.
Sea A un anillo. Muestre que son equivalentes

= Cocientes de inyectivos son inyectivos.
= Submoddulos de proyectivos son proyectivos.
» Ext(M,N) =0sin > 2 para todo M, N.

. Muestre que Ext%(Zn7 Ln) = L(mim)

Calcule Exty, (k, k). Es cierto que Extyr,(k[z]/(f), k[z]/(9)) = k[z]/(f, 9)?

Sea A = k[z], M, N son A-médulos donde M es k-proyectivo. Utilizando la resolucién

0 AL M- A0, M — M —0

donde d(a®@m) = za®m —a®xm. Describa lo més explicitamente posible Ext’y (M, N).

Sea k un cuerpo, V un k-espacio vectorial y A = TV, el algebra tensorial. Si M es un
TV-médulo, muestre que el complejo

0TVRVOMETV @M &M — 0

es exacto, donde las flechas estdn definidas por d(w @ v @ m) = wv @ m — w ® vm,
plw@m)=wm (weTV,veV,me M). Concluya que Ext’s (M,N) =0sin > 2.

Concluya del ejercicio anterior que cocientes de T'V-inyectivos son T'V-inyectivos.

Utilice la resolucién del ejercico 12 de la practica 3 (donde se resuelve a k como k[z, y]-
médulo) para caleular Exty, 1(k, k) para todo n.

Sea G = C,, = (g : g" = 1) el grupo ciclico de orden n. Calcule EXt%G] (Z,Z). Si M es
un Z[G]-médulo, describa lo més explicitamente posible Extg[G] (Z, M), y en particular
ExtZ;o(Z, M).

Sea G = C), x Cy,. Tensorizando una resolucién de Z sobre Z[C,,] y otra resolucién de
Z sobre Z[Cp,] (v la férmula de Kiinneth) encuentre una resolucién de Z sobre Z[G].
Utilicela para describir Exté[G] (Z,M)y Ext%[G] (Z, M), donde M es un k[G]-médulo.

Sea H un subgrupo normal de un grupo F'y G = E/H. Muestre que si H C Z(E),
entonces la accién de G en H inducida por la sucesién exacta corta

1-H—-F—>G—

es la accidn trivial.
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13. Calcule H?(G,Z,) = Ext%[G] (Z,Zy,) para G = C) (el grupo ciclico de orden p), Cp2, y
Cp x Cp.

14. Sea E un grupo de orden p3. Muestre que existe una sucesién exacta del tipo
1-C,-E—=+G—1

donde C, C Z(FE). Utilice el cdlculo de H? del ejercicio anterior para determinar todos
los grupos de orden p?.

15. Sean
(E)=(0-X—>FE, > Ey— - = E, <Y —0)

(F)=0->Y Lk - F,— = F,—>7Z—0)
dos extensiones (de (Y, X) y de (Z,Y), de grado n y m respectivamente), muestre que

0>X—->E—+E— - —E, BN - - —F,—-2Z—-0

es una extensiones de grado n 4+ m, y que esto dota al conjunto de las extensiones de
un producto asociativo; este producto estd bien definido en la clase de equivalencia de
extensiones.

16. (Lema de Shapiro) Sea H un subgrupo de G, y N un Z[H]-médulo, entonces
H.(G, Z[G] @z N) = H,(H, N)
H. (G, oz (Z|G), N)) = H,(H, N)
mostrar que si [H : G] < oo, entonces
Z|G) @z N = Homg ) (Z]G], N)
como Z[G]-médulo, con un isomorfismo natural en N.

17. Sean f : A — B un morfismo de anillos. Bajo la hipotesis que B sea A-playo, o A-
proyectivo, generalice el lema de Shapiro.

14.5. Resoluciones funtoriales

1. Sea M un A-médulo, se define P(M) = AM) y py, : A 5 M via

S e S apm

meM meM
Se define Zo(M) := Kerpys, Pi(M) := A%0) y d; : P{(M) — Py(M) como la composi-
cién

Pi(M) = A%0) 5 7Zy(M) = Ker(pys) < Po(M)
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y asf continuamos, Z; (M) = Ker(dy), dy : Po(M) = A% — Z; < Py(M) etc. Muestre
que
o= P(M)—=-- > PI(M) > Po(M)—> M —0

es una resolucién libre y por lo tanto proyectiva de M. Ademés, todos los P;(M) son fun-
toriales en M y los d; son transformaciones naturales. En otras palabras, esta resolucion
es funtorial en M, como funtor de A-Mod en Chain(A).

2. Sea A un anillo con gldim(A) = d < oo, y para cada M € A-mod, sea
o= P(M) = - > PI(M) > Po(M) - M —0
la resolucién del ejercicio anterior. Muestre que la resolucion
0> Kqg— Pi1(M)— Pgo(M)— - = P (M) —> Po(M)—> M —0

(donde K4 = Ker(P;—1 — Py_2)) es una resolucién proyectiva y también funtorial.

14.6. Resolucion standard

c s AP o A®3 5 A2 5 A0
Sea A una k-algebra. Definimos

B, (A) := A®"T!

con diferencial

b,(a0®"'®an)=a0a1®a2®-~-®an—a0®a1a2®--~®an:t
i---+(—1)iao®---®aiai+1®---®an+--~+(—1)”_1a0®~-~®an,1an

En grados bajos:

V(a®@b®c)=ab®c—a®bc
b (a®b) =ab=m(a®Db)
1. Sea s: A®™ — A®"*! L lineal dada por
s(@®  ®ap)=10a® - ®an
Calcular sb’ + b's y concluya que (Be(A),b') es exacta.

2. Sea M un A-bimédulo (en particular M es un k-bimdédulo) y sea V' un k-bimddulo.
Muestre que hay un isomorfismo natural

Hom 4 —pimod(A @k V @i A, M) = Homy—pimod(V, M)

Concluya que si V' es proyectivo como k-bimddulo, entonces A ® V' ® A es proyectivo
como A-bimédulo.



14.7 Localizacién en CO-homologia 195

3. Un A-bimédulo M se dice k-simétrico si
Am=m-AVme M, \€k

Muestre que la categoria de A-bimddulos simétricos se identifica con la categoria de
A ® A°P-mdédulos a izquierda (o a derecha) via

(a®ad) -m=ama =m-(d ®a)
Notacién: A€ := A® AP

4. Concluya que (Bs(A),b') nos da una resolucién de A como A-bimédulo k-simétrico.

Definicién: Si M es un A-bimédulo k-simétrico se define
Ho(A, M) = Tord" (A, M)
(en la notacién se sobreentiende k, si hace fata se denota He(A; k, M))
H*(A, M) = Ext%. (4, M)
se llama la homologia y cohomologia de Hochshild de A a coeficientes en M
5. H(A,M) =M% :={m € M : am = ma Ya € A}.

6. HY(A, M) = Dery(A, M)/Innder(A, M), donde Dery(A, M) = {D : A — M k-lineal/D(ab) =
aD(b) + D(a)bWa,b € A}, Innder = {D : 3mg € M/D(a) = amo — moa}

14.7. Localizacion en CO-homologia

Definiciéon: un A-mdédulo M se dice finitamente presentado si existe una sucesién
exacta del tipo

Am P2 An P1 M 0

(con n,m € N)

1. Si M es finitamente presentado y N arbitrario = 3 una s.exacta de la forma

0 — Homus(M,N) - N"* — N™

2. Muestre que Hom4 (M, N) es un Z(A)-médulo via
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Observacién: Si S C A es un subconjunto central y multiplicativamente cerrado, existe
una flecha natural (el funtor localizacién)

HOInA(M, N) — HOIIIAS(MS7N5)
- (2 L)

S

que es un morfismo de Z(A)-médulos, en donde a la derecha, la accién de S es claramente
biyectiva, por lo tanto induce un morfismo

Homy (M, N)s — Homu, (Mg, Ng)

Muestre que si M es finitamente presentado, entonces el morfismo anterior es un iso.
(Sugerencia: utilice el hecho de que la localizacién preserva monomorfismos, el ejercicio
1, y la propiedad universal del nicleo.)

Sea (C,,d) un complejo de A-médulos donde C,, es finitamente presentado para todo
n. Muestre que para todo A-médulo NV,

H*(Homa(Ce,N),d")s = H*(Homa,(Cse, Ng),d")

Sea A un anillo, M y N dos A-mdédulos. Muestre que Ext% (M, N) es un Z(A)-médulo.
Si S C A es un subconjunto central y multipliativamente cerrado, entonces siempre
existe un morfismo natural

EXt;‘(M, N)S — EXtAS(Ms,Ns)

Muestre que si A es un anillo noetheriano y M es finitamente generado, entonces M
admite una resolucién proyectiva donde cada proyectivo es finitamente generado (y por
lo tanto finitamente presentado), concluya que en ese caso, para cualqueir N se tiene

EXt;l(M, N)S = Extag (Ms, Ns)

Sea A una k-dlgebra tal que A€ es noetheriano. Muestre que A admite una resolucién
A¢-proyectiva
=Py PP —>A—-0

donde cada P, es finitamente presentado.

Si S C A es un subconjunto central y multiplicativo, considere S¢ C A€ el subconjunto
multiplicativo generado por S ® {1} U {1} ® S, o sea, {s® 1t : s,t € S}. Muestre que
para cada A-bimdédulo M,

sMg=As®a M ®s As = Mge

Muestre que H*(A, M) es un Z(A)-bimédulo (de hecho, es un Z(A)-médulo simétrico),
y que y que si A admite una resolucién A¢-proyectiva P, — A donde cada P, es
finitamente A®-presentado, entonces

H.(A,M)Se =~ H.(AS75M5) = H.(A,SMs)
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Sugerencia: muestre que si P, — A es una resolucién como A-bimdédulo, entonces
As @4 Pe @4 As — As @4 A®A As
es exacto, y por lo tanto se tiene una resolucién A%-proyectiva de
AS<§A<§AS%AS®AAS%AS
8. Sea k un cuerpo y A = k(xy,...,2,) = Frac(k[zy,...,x,]) el cuerpo de fracciones de

polinomios en n variables. Muestre que pdim a.(A) = n (y por otra parte gldim(A) =0
pues es un cuerpo). O sea, HH detecta grado de trascendencia.
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Capitulo 15

Dimension homoldgica

1. Si L es A¢-libre, digamos L &2 (Ae)(l) para un conjunto I, denotemos V = k), entonces
LE2AQR,VEZARV®A

donde en A€ se toma la estructura usual de A°-mdédulo a izquierda, y en AQ V ® A se
toma la estructura de bimédulo “exterior”, especificamente

(a®ad) (a1 ®v®az) =aa; ® v aga’

2. Si L es A° libre, lo vemos como A-bimddulo (k-simétrico), entonces para cualquier A-
moédulo a izquierda M, L ® 4 M es un A-médulo a izquierda libre. Si L =2 A Q@ V' y
lo vemos como A-bimédulo entonces L ®4 M =2 A® (V @ M). Concluir que si P es
Ac-proyectivo entonces P ® 4 M es proyectivo como A-mdédulo a izquierda.

3. Muestre que si P, — A es una resoluciéon de A como A°-mdédulo entonces es contractil
como resoluciéon de A-mdédulos a derecha, y por lo tanto al tensorizar — ® 4 M sigue
exacta y Py ® 4 M resulta una resolucién de M. (De paso, es una resolucién funtorial
en M.)

4. Muestre que si k es un cuerpo, si A = TV (el dlgebra tensorial), A = kQ (el dlgebra de
caminos de un quiver), son dlgebras de dimensén global 1.

5. Sea @@ un quiver sin ciclos orientados (y por lo tanto kQ es de dimensién finita) y sea
I el ideal bildtero generado por @;. Utilice la resolucién conocida (si no la conoce, deje
este ejercicio y vaya a conocerla) para mostrar que A = kQ/I? tiene dimensién global
finita, igual a la longitud del camino maés largo posible en (). Para el quiver

1-2—=.---—=n

el dlgebra kQ/I? tiene dimensién global n.
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6. Sea k un cuerpo y consideramos A = k(x)=el cuerpo de fracciones de k[z]. Muestre que
Dery (k(x), k(x)) # 0, luego 0 # HH'(A, A) = Ext}. (A, A) y por lo tanto pdim s (A) >
1 (de hecho, es igual a 1). Sin embargo gldim(A) = 0 pues A es un cuerpo, lo que
muestra que la desigualdad gldim(A) < pdim s (A) puede ser estricta.

15.1.

Mas sobre resoluciones

1. Sea A = A; x Ay el producto cartesiano de anillos (con producto coordenada a coor-
denada). Muestre que todo médulo M es canénicamente isomorfo a M = M; x My
donde M; es un A;-médulo; M es proyectivo como A-médulo si y sélo si M; lo es como
A;-mddulo. Més atn, si N es otro A-mddulo, entonces

Homy (M, N) = Homy, (M7, N1) x Hom 4, (Ma, N2)

Si P} es una resolucién de M; y P? es una resolucién de M,, entonces

P, = P! x P?

con diferencial coordenada a coordenada es una resoluciéon de M; x M.

2. Sea k un anillo conmutativo y A y B dos k-algebras (podria ser k = Z).

a)
b)

¢)

Si M es un A-médulo y N un B-médulo, muestre que M Q@ N es un A®j, B-mddulo
de manera natural.

Si L es A-libre y F' es B-libre entonces L ® F' es A ® B-libre. Deduzca que si si P
es A-proyectivo y @ es B-proyectivo entonces P ® Q es A ® B-proyectivo.

Si P, -+ M y Qs — N son dos resoluciones y k es un cuerpo entonces P} @ P2
(el producto tensorial de los complejos) es una resolucién A-proyectiva de M ®
N. Muestre que si (k es cuerpo y) M, M’ son A-médulos a derecha e izquierda
respectivamente y N, N’ son B-médulos a izq y derecha resp. entonces

Tory (M ® N,M' @ N') = Tor% (M, M") @ Tory(N,N')

Muestre que si P es A-proyectivo de tipo finito, 2 un B-mddulo proyectivo de tipo
finito, entonces el morfismo natural

Homyu (P, M) ® Homp(Q, N) — Homag, (P ®k Q, M ®; N)

es un isomorfismo.

Supongamos que M y N admiten resoluciones proyectivas tal que en cada grado
los proyectivos son finitamente generados (por ejemplo si M y N son finitamente
generados y A y B son anillos noetherianos) Suponiendo que k es cuerpo, muestre
que

Extop(M @, N,U® V) = @ Exth (M, U) ® Ext}; *(N,V)
p=0
para todo A-médulo U y B-médulo V.
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f) Sean A y B dos k-algebras aumentadas, es decir, se tienen dados morfismos de
algebras e : A — ky n: B — k. Supongamos que A es Noetheriana, k-libre, y k
un dominio principal (e.g. Z, o un cuerpo), muestre que

Extlg, g(k, k) = Ext}y (k, k) @, Exty(k, k)
g) Explicite los célculos de Tor y Ext para

1) klz,y) 2 klz]Qkly)=A®Bcon M =M =N =N'=k,
2) Kl )/ (2232 2 (kal/(22)) © (bl)/(57)), con M = M/ = N = N' = k

3. Sea F, el grupo libre con n generadores 1,...,x, y k un anillo conmutativo. Muestre
que la aplicacién k[F),]-lineal determinada por
EB k[F,)e; — k[F,]
e;—~x; —1

es inyectiva (comparar con el ejercicio 6 de la 2da parte de la practica 6). Concluya que
0—>EBk e = k[F,] =<k

donde ¢(g) = 1 para todo g € F,,, es una resolucién libre de k como k[F,,]-médulo. En
particular H*(F,,, M) = Hy(F,, M) = 0 para todo k > 1 y para todo k[F,]-médulo M.

4. Sean
(B)=0-X—=FE, > Ey,— - = E, ¥ —0)

(F)=0—-YLF - F,—- = F,—>7Z—0)

dos extensiones (de (Y, X) y de (Z,Y), de grado n y m respectivamente), muestre que
05X —FE B —-—E, SR> - .5F,—-2Z—-0

es una extensiones de grado n + m, y que esto dota al conjunto de las extensiones de
un producto asociativo: este producto estd bien definido en la clase de equivalencia de
extensiones.

5. Sea k un cuerpo y A = kQ, K = kQp donde Q = (Q1, Qo) es un quiver con Qg finito.
a) SiV es un kQo-Mod a izquierda entonces A ®jq, V es A proyectivo, ademds es un
sumando directo de A @V (que es A-libre).

b) Si V es un k@ bimédulo (por ejemplo kQ1), entonces A ®rg, V ®rg, A es un
sumando directo de A ® V ® A, en particular, es proyectivo en la categoria de
A-bimédulos k-simétricos.
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¢)

)

Muestre que
0= A®rg, Q1 ®rg, A =+ A®rg, A=+ A—=0

provee de una resolucién de A como bimédulo k-simétrico y por lo tanto, para
cualquier M € A-Mod,

0 — ARk, kQ1 ko, M = ARro, M - M — 0

da una resolucién A-proyectiva de M. Concluya que kQ es hereditario (i.e. submédu-
lo de un proyectivo es proyectivo).

Notar que k@ es graduada (por la longitud de los caminos), por lo tanto kQq
no sélo es subdlgebra sino que se tiene un morfismo de &lgebras kQ — kQo (que
manda (7 cero). Utilizar la resolucién anterior para dar una descripcién general
de Tor¥® (kQo, kQo).

Explicitar todo lo anterior para el quiver con un tnico punto y una unica flecha
(un loop), para un solo punto y varias flechas, para dos puntos y una flecha de uno
en otro, para dos puntos y varias flechas.

(*) Sea A = kQ/I donde Q es un quiver e I es el ideal generado por PQo=los
caminos de longitud 2. Muestre que

= A®rgy kQn®rg, = - = ARk, kQ2®k0, = A ®rQy kKQ1®kQ, = A kg, A > A —0

9)

donde el diferencial estd dado por

ARk, kQn®rg, = A ®rkQe kQn—1®kQ,

1o @l ®@az 0, @1+ (-1)"1Q@ar - ap_1 @ ay
y el dlltimo diferencial es la multiplicacion.
Explicitar la resolucién anterior para

1) k[z]/(z?) visto como algebra de quiver con un solo loop.
2) k®V con V un ideal con producto nulo. (un solo punto y tantos loops como
dimk V)
3) @ cada uno de los quivers
1—2

1—-+2—->3

1-2—-3—4
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Cohomologia de grupos

1. Tensorizar la resolucién standard de k[G] como k[G]-bimédulo a derecha por — ®yq k
(donde k es el G-médulo trivial) y describir el diferencial.

2. Deducir la férmula del diferencial que calcula la cohomologia de grupo via el isomorfismo

Homy g1 (B, M) = Homy ) (k[G] ® k[G]®™, M) = Func(G", M)

3. Sean M y N dos A-mddulos izquierda, entonces
Homy (M, N) € aModa
via
(a-f-a)(m):=af(a'm)
si P es un A-bimédulo, entonces

Hom 4 pimod (P, Homy (M, N)) = Homa (P ® 4 M, N)

Sea A una k-algebra sobre un cuerpo, M y N dos A-mdédulos a izquierda y consideramos
Homy (M, N) como A-bimddulo como antes. Muestre que

H*®(A,Homy (M, N)) = Ext% (M, N)
En particular, para A = k[G] y M = k con accidn trivial, se tiene que Homy(k, N) = N
como G-moédulo a izquierda y tiene acciéon trivil a derecha, lo que denotamos por N..

Luego la cohomologia de Hochschild y la de grupo estan ligadas por

H*(k[G],N.) 2 H*(G,N)
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16.1. H?*(G,M) y extensiones abelianas

Consideraremos
0—-M-—->F—>G—1

una extension de grupos con M abeliano. Es decir, M es un grupo abeliano, subgrupo inva-
riante de un grupo mas grande E, y E/M = G.

1. Completar las demostraciones de los Lemas/Ejercicios 1,2,3,4 de la tedrica.
2. La accién de G en M es trivial si y solo si M es central en F.
3. E un grupo con |E| = p™ y n primo, muestre que E sucede en una extensién de la forma

0—=%Z,—-E—G—1

con Z, central en E, por lo tanto E estd determinado por un grupo G de orden p"~! y

un 2-cociclo [f] € H*(G,Z,) donde en Z, la accién de G es trivial.

4. Sea G = Z", notar k[Z"] = k[t{' .-  k[tE!] es una localizacién del anillo de polinomios.
Muestre que el complejo de Koszul

0—kltr, - ,tn) @ A"V = k[ty, -ty @ A2V = k[ty, - ,t,] @V —E[t1, - ,tn] 2 k—0

donde V = @ ,ke; y d(e;) = (t; — 1), da una resolucién de k como k[ty, ..., t,] médulo
donde la accién es evaluar ¢; en 1 (no en 0). Muestre que localizando la anterior, se
obtiene una resolucién de k como k[Z"]-médulo de la forma

0= k[Z| @A™V — -« 5 K[Z"| @ N>V = k[Z"| @V — k[Z"] =k — 0

5. Sea F), el grupo libre con n generadores x1,...,z, y k un anillo conmutativo. Muestre
que hay una resolucién de k[F,,] como k[F},]-bimddulo de la forma

0 — k[F,] ®V Q@ k[F,] = k[F,] ® k[F,]| = k[F,] = 0

donde V = @], ke;, con las “mismas” férmulas que la resolucién del dlgebra tensorial.
Concluya que

0 — EPk[F.]e; — k[F,] = k
i=1

e;—x; —1

donde €(g) = 1 para todo g € F),, es una resolucién libre de k como k[F,,]-médulo. En
particular H*(F,,, M) = Hy,(F,, M) = 0 para todo k > 1 y para todo k[F},]-médulo M.

6. (Lema de Shapiro) Sea H un subgrupo de G, y N un Z[H]-mdédulo, entonces



16.2 Calculo iterativo de grupos de orden p" 205

H*(G, Homy) (Z[G), N)) = H* (H, N)
mostrar que si [H : G| < oo, entonces
Z[G] ®Z[H] N = HOInZ[H] (Z[G}7 N)
como Z[G]-médulo, con un isomorfismo natural en V.

7. Sean f : A — B un morfismo de anillos. Bajo la hipotesis que B sea A-playo, o A-
proyectivo, generalice el lema de Shapiro.

16.2. Calculo iterativo de grupos de orden p”

Sea p primo y E un grupo de orden p™. Entonces E tiene centro no trivial y por lo tanto
un subgrupo (central), y en consecuencia un subgrupo (central) isomorfo a Z,. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que E contiene a Z,. Luego G := E/Z, es un grupo de
orden p"~!. Si (inductivamente) conocemos todos los grupos G' de orden p™~!, entonces sélo
tenemos que calcular H?(G,Z,) y reconstruir todos los posibles grupos de orden p".

Atencién: Hay més de 10 millones de (clases de isomorfismo de) grupos de orden 512.
(més precisamente, hay 10494213 (GAP)).

16.3. Grupos de orden p?

1. Sea C,, = (t : t™ = 1) el grupo (multplicativo) ciclico de orden n. Utilice la resolucién
pequenia de Z como C,,-médulo trivial para calcular Ext%[cn} (Cn, M) donde M es un
C,-médulo. Explicite el caso en que M tiene accién trivial.

2. Sea G = C,, x C,,. Use la formual de Kiinneth para mostrar que el producto tensorial
(sobre Z) de las resoluciones de C,, da una resolucién para C,, x C, Explicite lo més
posible EXt%[C"an](Cn7 M) donde M es un médulo con accién trivial.

3. Sea E un grupo de orden p?. Muestre que E aparece en una extensién de la forma
0—=Z,—+E—G—1

donde G = Cp2 0 G = C), x Cp, y Zy, es central (y por lo tanto la accién de G en Z, es
trivial). Calcule todos los posibles grupos de orden p?.

4. Otra estrategia podria ser: si |E| = p® entonces E admite un subgrupo invariante de
orden p?, llamémoslo M, y por lo tanto M es necesariamente abeliano (aunque no
necesariamente central), y G = E/M = C,,.

= Muestre que si M es central entonces E es abeliano, y del teorema de estructura
sobre un dip sabemos que E = Z,s, Zy2 & Zy, 0 Ly S Ly D Zyp.
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» Si M no es central, entonces se tiene un accién no trivial de C),, en M.
e Seglin M = Z,2> o Z, ® Zy, encuentre los elementos de orden p en U(Z,2), o
en GL(2,Z,), eso dara las posibles acciones de Cp, en M.

e para cada una de las acciones (o de las acciones a menos de conjugacién)
calcule H 2(C’p, M), y reconstruya las posibles tablas de multiplicar en E.
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(co)Homologia de Hochschild

1. Sea M un A-bimédulo k-simétrico. Se define el complejo
Cn(A, M) =M ® A®™ (n > 0)
con diferencial

bmRa1 @ ®a,) =ma; Qas @+ ® an+

+Z(—l)im®a1®-~-®aiai+1®-~-®an+(—1)”anm®a1®...®an,1
i=1
Muestre que
(Co(A, M), b) = (M @4c (A® A* @ A),Idpy @ V)

2. Sea M un A-bimddulo k-simétrico. Se define
C"™(A, M) = Homy (A®™, M) (n > 0)
con diferencial
If)a1® - ®@ay) =arflaz®--- ®@an)+
+ Z(_l)if(al ® - ®a0i41 R Rap)+ (=1)"fla1 ® ... @ an—1)an
i=1

Muestre que
(C*(A,M),0) 2 Homae(A® A* @ A, M), (V')*)

En paticular, si A es k-proyectiva, entonces la (co)homologia de estos complejos calculan
Torl" (A, M) y Ext%.(A, M) respectivamente.

3. Ho(A, M) = M/|A, M).
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4. (Diferenciales de Kahler) Si A es conmutativo, muestre que la multiplicacién m : AQ A —
A es morfismo de dlgebras. Sea I = Ker(m) y definimos Qi (A) = I/I°.

a)

A ® A es un A-bimddulo no simétrico ( a- (z @ y) # (x ® y) - a en general). [ es
un sub-bimédulo, en general no simétrico, pero I/I? es un A-bimédulo A-simétrico
(a-w=w-a,Va€ A weI/I?.

Sead : A — A® A definido por d(a) = 1 ® a — a ® 1. Muestre que d es una
derivacién, y que su imagen estd contenida en I. Por abuso de notacién llamamos
con la misma letra d : A — Q;(A) dada por d(a) =1®a—a® 1.

Si ) ,a; ®b; € I, entonces ) a;b; = 0. Utilice este hecho para mostrar que en

0.(4)

En particular, la imagen de d : A — Q1 (A) genera Q1 (A) como A-médulo.

Consideramos He(A, A) calculado con la resolucién standard. En lugar 1:
b, g®3 b, 4@2 b
e — AYY — A¥F — A — 0

aRbR®c—abR®c—a@bec+ca®b

Notar que para A conmutativo, b : A%? — A es cero. Hy(A, A) = A®?/b(A®3).
Muestre que ad(b) > a ® b estd bien definida entre 0 (A) y Hq1(A, A) dando un
isomorfismo

04 (A) = Hi(A, A)
(en particular a ® 1 =0 € Hi(A, A))

5. Propiedad universal de Q;(A). Sea A una k-dlgebra conmutativa y M un A-mdédulo
a izquierda, que lo vemos como A-bimédulo (A-simétrico). Si f : Qi(A) — M es un
morfismo A-lineal, entonces fod: A — M es una derivacién k-lineal. Muestre que si
D : A — M es una derivacién k-lineal, entonces 3! morfismo A-lineal D : Q1(A) — M
tal que D = Dod. En diagramas

A—D>M

\

1
-
d s
~ 3D
1
Q,(A)

En el Hom: la composicién con d induce una biyeccién (natural en M)

Hom 4 (4, (A), M) = Dery (A, M)

f’—)Dfood
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6. (1-formas no conmutativas) Si A es una k-dlgebra no necesariamente conmutativa se
define
QF°(A) :=Ker(m: A® A — A)

como m es morfismo de A-bimddulos, es un A-bimddulo. Muestre que es k-simétrico y
que d : A — Ker(m) dado por

dla)=1®a—a®1

es una derivacion k-lineal. Por lo tanto, si M es otro A-bimédulo k-simétrico y f :
Q) ¢(A) = M es un morfismo de A-bimédulos, fod: A — M es una derivacién k-lineal.
Muestre que esta derivacién d : A — Q7°(A) es universal en el sentido que para todo
A-bimédulo k-simétrico M, se tiene la propiedad universal

A—D>M

1
-
d oL
~ 3D

©.(4)

donde D es morfismo de A-bimédulos. En términos de Hom: la composicién con d induce
una biyeccién (natural en los A-bimddulos k-simétricos M)

Hom 4 (Q}¢(A), M) = Dery (A, M)
fr=Dy=fod
7. HY(A,M) = M* :={m € M : am = ma Ya € A}.
8. HY(A, M) = Dery(A, M)/Innder(A, M), donde
Derp(A, M) ={D: A — M k-lineal /D(ab) = aD(b) + D(a)bVa,b € A},
InnDer = {D : 3mg € M/D(a) = amg — moa}.

9. Sea C™(A) = Homy(A®", A). Definimos, para f € CP(A), g € C1(A), fUg € CPTI(A)
via

(fUugar® - ®@a, @b ®--®bg) == fla1 @+ @ ap)g(b1 @ @ by)
Muestre que es un producto asociativo en C*(A4) = &, C™(A) y que
fug)=0(f)ug+(=1)PfUd(g)

En particular, HH®*(A) = ®&,H™(A, A) es un dlgebra asociativa graduada con el pro-
ducto inducido por U. Por ejemplo, HH®(A) es una Z(A)-algebra, pero también si D y
D’ son derivaciones, entonces f(a ® b) := D(a)D’(b) es un 2-cociclo.
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17.1. Sobre la férmula H*(k[G], M) = H*(G, M)

1. Si M es un k[G]-bimédulo, se define M?? como el G-médulo a izquierda con accién

g aam = gmg '

Observacién: el funtor ad preserva el espacio vectorial subyacente, por lo tanto preserva
limites y colimites, sumas directas y productos directos. Veremos que también preserva
objetos proyectivos e inyectivos, lo que nos dard una relacién entre la (co)homologia de
grupos y la (co)homologia de Hochschild de k[G].

2. Si M es un k[G]bimédulo, entonces
HO(k[G], M) = M*I€l = {m € m : am = ma, Va € k|G]}
:(M”d)G:{meM:g-adm:m, Vg € G}
3. Si M = k[G] ® k|G] como k[G]-bimddulo, entonces
M = EG)S) = kGl oV

donde a a derecha la accién de k[G] es en el primer tensor, y V es un k-mddulo libre de
rango #G. Sugerencia: considere el morfismo k-lineal

k[G) @ k[G] = k[G] @ V

g9 —g®4y

donde V' = k[G] como k-médulo. Encuentre la aplicacién inversa y muestre que realiza
el isomorfismo deseado. Concluya que si P es k[G]® proyectivo entonces M es k[G]-
proyectivo como G-médulo.

4. Sean V y W dos G-médulos. Muestre que
Homy (V, W)

es un k[G]-bimédulo via

(9f9")(v) = gf((g")'m)
y por lo tanto un G-médulo via la accién adjunta

(9 -aa f)(v) = gf(g7" (v)
Muestre que

(Homy (V, W))*C = (Homy, (V, W)*4)¥ = Homye (V, W)
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5. Sea A una k-dlgebra con k un cuerpo (o ue A sea k-proyectiva), muestre que si Py es
A-proyectivo a derecha, entonces el A-moédulo a izquierda

I := Homy (P4, k)
es inyectivo como A-mdédulo a izquierda.

6. Sea M un k[G]°-médulo a izquierda, luego M* es k[G]®-médulo a derecha (y por lo
tanto a izq.), si p : P — M™ un epi con P un k[G]°-proyectivo (a derecha), entonces

p*: M* — P*

es monomorfismo, con P* un k[G]¢ médulo (a izquierda) inyectivo. Luego, la composicién
M — M** — P* nos da un mono en un k[G]°-inyectivo. Concluya que todo inyectivo
es isomorfo a un factor directo de un producto arbitrario de (k[G]¢)*

7. Sea I un k[G]¢-inyectivo, que podemos suponer un sumando directo de ((k[G]¢)X))* =
(K[G]*)*)X = (kE*E)X. Muestre que el k[G]-bimédulo (k[G]¢)* = kF*C verifica

(kaG)ad o~ (k‘G)X

con #X = #G. Concluya que si I es k[G]¢ inyectivo entonces I%¢ es inyectivo como
G-modulo.

8. Muestre que H*(k[G], M) = H*(G, M%). Sugerencia: calcule H®(k[G], M) usando una
resolucién k[G]¢ inyectiva de M.

17.2. Suavidad y HKR
Notacion: HHe(A) := He(A, A) y HH*(A) := H*(A, A).
1. Utilice la resolucién
0=TVRVRTV -TVRTV =TV =0
1@vl—=vl1-1Qv
de TV como TV-bimédulo para describir un complejo que calcule HH,(TV)y HH*(T'V).

2. (supogamos k cuerpo) Sean A y B dos k-dlgebras sobre un cuerpo k, muestre que
HH,(A® B) > HH.,(A) @ HH{(B).

3. (supogamos k cuerpo) Sea A tal que admite una resolucién de A¢-mdédulos proyectivos
de tipo finito (por ejemplo si A€ es noetheriano). Muestre que HH*(A®B) = HH*(A)®
HH*(B).
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4. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita, muestre que
HH,(S(V)) =2 S(V)® AV
HH®*(S(V)) =2 S(V)® A V*
Sugerencia: para dimV = 1, V = kx entonces S(V) = k[z] = T'(kz), se puede calcular
como en el ejercicio 1. Para dimV > 1, si V = V; @ Vo muestre que S(V; @ V) =
S(V1) ® S(V), idem para A®*(Vi @ Va), y utilice los ejercicios 2 y 3.
5 Sea0 > M - B — A — 0 una s.e.c. donde p: B — A es un epi de k-algebras con

ntcleo M de cuadrado cero.
a) Sea s: A — B una seccién k-lineal. Se define f, : A%? — B via
fs(a®a) = s(a)s(a’) — s(aa’)
claramente, si s es una seccién multiplicativa, f; = 0. Muestre que Im(f;) C

Ker(p) = M, y por lo tanto f, : A®? — M.

b) Sea 5 : A — M otra seccién, denotamos f = fs y f = f5. Muestre que f es
cohomdloga a f, es decir, [f] = [f] en H?%(A, M), o sea, existe D : A — M tal que
f—f=0D.

concluya que la asignacién
(0—+M—B—A—0)—[f] € H*(A M)
que a una s.e.c. que se parte como sucesion de k-moédulos, le asigna el 2-cociclo f,

esta bien definida.

¢) Muestre que una sucesion 0 - M — B — A — 0 que se k-parte admite una
seccién de k-dlgebras si y sélo si el cociclo [f] correspondiente es 0 en H?(A, M).

Definicién: Sea A conmutativa, se dice suave si para tiene la siguiente propiedad de
levantamiento: V k-algebra conmutativa C' y todo ideal I C C' de cuadrado cero, si
f:A— C/I es un morfismo de k-dlgebras,

0 I c—-cyr1 0

Es decir, si px
Homk_alg(A, C) ii> Homk_alg(A, C/I) —0

es suryectiva, para toda k-algebra conmutativa C' e ideal I C C' de cuadrado cero.
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6. Sea A k-algebra conmutativa, M un A-mddulo, que lo vemos como A-bimédulo simétri-
co,y f: A®? — M un 2-cociclo de Hochschild. Muestre que

B:= (M A, xy)

es una k-dlgebra conmutativa <= [ es simétrico, es decir, f(a ® ') = f(d' ® a)

Ya,a' € A.
7. Sea un diagrama
0 I c—2-cy1 0
1s
A

como en la definicién de suavidad. Muestre que

a) el pull-back

0 I c—Lr sc/1 0
.
ATl C—A

B:=A]]C={(a,c) e AxC: f(a) =p(c)}
c/I

es una k-algebra (conmutativa) y que la flecha B — A es sobreyectiva, con nicleo
un ideal de cuadrado cero (isomorfo a I).

b) Si p es k-split, entonces B — A es k-split, y por lo tanto B = (I & A, *¢) para un
cierto 2-cociclo simétrico f : A®? — I.

¢) Muestre que si el 2-cociclo f anterior es cohomdlogo a 0, entonces existe s : A — B
un splitting de dlgebras de B — A y por lo tanto existe f como en el diagrama:

p

0 I c c/I 0
v',
T s F Tf
AHC/IC%?'A
-5

d) Supongamos k es un cuerpo y A una k-algebra conmutativa. Muestre que si para
todo A-médulo a izquierda M, que lo vemos como A-bimédulo simétrico, si todo
2-cociclo f : A®2 — M es cohomdlogo a uno antisimétrico, entonces A es suave.

e) Use la resolucién de Koszul de A = S(V') para mostrar que S(V') es suave.
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17.3. Separabilidad, derivaciones y (co)Homologia

Definicién / Teorema: Sea f: R — S un morfismo de anillos, son equivalentes:

1. El morfismo inducido por la multiplicacién S ® g S — S admite una secciéon S-lineal a
izquierda y derecha.

2. Para todo S-médulo N (en particular es R-mdédulo via f, el epimorfismo S ®r N — N
se parte (como morfismo de S-mddulos), de forma natural en la variable N.

3. Para todo S-bimédulo M, si D : S — M es una derivacién que se anula en R, entones
es interior.

4. Si QF(S) = Ker(m : S®gr S — 5), entonces la derivacién d : § — QE°(S) dada por
d(s) =s®1—1® s es interior.

Si una de estas condiciones se verifica, diremos que S es separable sobre R (en el sentido no
necesariamente conmutativo).

Observacién: a®1-1®a=a-(1®1) — (1®1)-a, luego, la derivacion d : S — S®r S
dada por d(a) = a® 1 — 1 ® a siempre es interior, pero en el punto (d) anterior se pide que
d: S — Qp(S) sea interior, y 1 ® 1 ¢ Ker(m), asi que la condicién (d) exije que exista
w=>y,a;,®b; € S®r S con Y a;b; =0 tal que

s®1—1®s=25ai®bi—ai®bis

Referencia para 3. y 4.: ver Prop. 7.2 (pag. 21) de http://mate.dm.uba.ar/ mfarinat/ERP/Galois.pdf
(v referencias ahi) y hacer previamente el ejercicio 2:

1. Demuestre la equivalencia entre 1 y 2 de la definicién de separabilidad.

2. Sea R — S un morfismo de anillos, muestre que Q}.(S/R) := Ker(S @z S — S) es un
S bimédulo, y d : S — QL (S/R) dado por

dla)=1®ra—a®gr1

es una derivacién que se anula en R, que tiene la propiedad universal siguiente:

Para todo S-bimédulo M y para toda derivaciéon D : S — M que se anule en R, existe
un morfismo de bimédulos D : QL (S/R) — M tal que D = D od.

En diagramas: VD € Derg(S, M) = {D : S — M derivacién R-lineal}:

s—2

7
Ve

|
. 3D

Qk(S)
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10.

11.

12.

donde D es morfismo de S-bimédulos. En términos de Hom: la composiciéon con d induce
una biyeccién (natural en los S-bimédulos M)

Homg_pimod(QE(S), M) = Derg(S, M)

f+—>Df:fod

. Utilizando la construccién anterior, lea de la referencia la dem. de la equivalencia de 1

y 2 con 3 y 4 de la definicién de separabilidad.

. Ej los: k x k ble sobre k, también k x --- x k es k- ble. k 2
jemplos: k X k es separable sobre k, también k x - -- x k es k-separable. pero k[x]/(x?)

n—uveces
no, tampoco k[z]/(z"V) (donde N > 2). (Trate de demostrar esto por lo menos de 2
maneras distintas.

. H es separable sobre C, y sobre R (ver 5(b)).

. Muestre que M,,(A) es A-separable.

Sea k - Ry R — S dos morfismos de anillos.

a) Muestre que si S es k-separable, entonces S es R-separable.

b) Muestre que si S es R-separable y R es k-separable, entonces S es k-separable.

. Sea A una k-algebra (o sea, k — Z(A)), muestre que son equivalentes

= A es k-separable
= H"(A, M) =0 para todo n > 0 y para todo A-bimédulo k-simétrico M,

= para toda derivacién k-lineal D : A — M, existe mg € M tal que d(a) = amo—mya.

. Sea k un cuerpo de caracteristica p, A € ky A = k[z]/(zP — ). Muestre que la aplicacién

E: A — Adadapor E(z%) =iz® (i =0,...,p— 1) es una derivacién. Concluya que A
no es separable.
Si A = k[x]/(z), muestre que 2% +— iz’ es una derivacién, luego, A no es separable.

Sea D : A — M una derivacién y e € A. Muestre que si €2 = e entonces existe una
derivaciéon D : A — M que es igual a D mddulo derivaciones interiores y que verifica

D(ea) = eD(a) y D(ae) = D(a)e para todo a.

Sea A una k-algebra y supongamos k C R C A, con R un subanillo de A (y por lo tanto
una k-algebra). Consideramos en complejo con ®g en lugar de ®y:

Muestre que es exacto (sugerencia: la “misma” homotopia de antes sigue funcionando).
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13.

14.

15.

16.

Sea k C R C A como antes, pero asuminos R es separable sobre k. Muestre que una
seccién de R bimoédulos de la multiplicacién

S
- m
R®y R——R
induce una seccién de A-bimédulos, para cualquier M € sModr y N € pMod 4:

MOIrpRIRIg N — M Q9r RQr N

o o~

M@y, N —— > M®r N

!
<. .. s

Concluya que (si R es separable sobre k entonces) M ®; N es un sumando directo de
M ®pr N como bimddulo y que la resolucién con ®p en vez de ®j es A°-proyectiva, y
puede ser utilizada para calcular la homologia y cohomologia de A como k-dlgebra. Mas
generalmente, se pueden usar médulos que sean sumandos directos de sumas directas
de A®Rr A (en vez de sumandos directos de sumas directas de A ®j A). Observar que
esto muestra el ejercicio 11, incluso para cociclos de cualquier grado.

Sea ) un quiver con @ finito, I un ideal admisible de kQ y A = kQ/I. Muestre que
kQo es k separable y por lo tanto, para A se puede utilizar la resolucién con ®jq, en
vez de ®j. Mdas generalmente, si se tiene un complejo de la forma

ARk Vi Ok A = = A®kgy Vi ®kgy A = A®rg, A +A—0
que es exacto, entonces es una resolucién A°¢-proyectiva de A.
Sea A = kQ con @ finito. Con la resolucién de largo 1 de A como A¢-mddulo

0= A®rg, kQ1 ®rge A = A®rg, A=A —=0

describir homologia y cohomologia de Hochschild a coeficientes en el A bimédulo Qg
en términos del quiver.

Sea @ un quiver con @) finito, considerar kQ, I = (Q1) el ideal generado por las flechas,
y A =kQ/(I)?. Utilizar la resolucién

a5 AR KQs ® A5 AR Qs @ A—-A R EkEQ ® A0 A ® A—-A—0
kQo kQo kQo kQo kQo kQo kQo

para describir homologia y cohomologia de Hochschild a coeficientes en el A-bimédulo
kQo en términos del quiver.
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17.4. Dualidad de Van den Bergh

El objetivo es demostrar el siguiente teorema:

Teorema: (M. Van den Bergh) Sea A una k-dlgebra que admite una resolucion A® proyectiva
P, — A con P, finitamente generado (como A¢-mddulo) Vn. Son equivalentes

i) pdimac (A) = d y Ext’l. (A, A°) = { A sin=d, iso como A°-médulo

0 sin#d
it) 3d € N y un isomorfismo (de k-mddulos) natural en M
H*(A,M) = Hy (A, M)
para todo A-bimddulo M.

Una k-algebra satisfaciendo alguna de estas condiciones se denomina Calabi-Yau.

Van den Bergh mostré un teorema un poco més general, con Ext 4 (A, A¢) 2 U € Pici(A),
del cual U = A es un caso particular, y U = As=el bimédulo A con accién de un lado torcida
por un automorfismo de A se denomina twisted Calaby - Yau. Una k-algebra que satisface
el teorema general se dice que verifica la dualidad de Van den Bergh. Esta versién (y su
demostracion) se recoge la idea principal del teorema de Van den Bergh.

Obs: Cualquiera de esas condiciones equivalentes implican a su vez que A tiene dimensién
global finita, por lo tanto, en el caso conmutativo y caracteristica cero implica suavidad.

1. Sea A un anillo, M € sMod y N € sModg. Muestre que Hom4 (M, N) es natural-
mente un B-mdédulo a izquierda. Concluya que Ext’y (M, N) hereda una estructura de
B-médulo a izquierda. Si b € B y 7, es la multiplicacién a derecha en N:

r,: N —- N
T xb
7, es A-lineal a izquierda y por la funtorialidad de Ext se tiene una flecha
Exty (M, 1) = (rp)« : Ext’y (M, N) — Ext’y (M, N)

Muestre que la estructura de B-mdédulo a izquierda estd dada justamente por la flecha
anterior, es decir, para cada b € B,

b-— = (rp)«: Ext} (M, N) — Ext’y (M, N)

2. Sea A una k-dlgebra, usando que A° es un A¢-Bl-médulo, muestre que H®*(A, A¢) =
Ext%. (A4, A¢) es un A-bimédulo.
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3. i) = i). Consideremos el caso M = A°:
H® (A, A°) = Hy_o(A, A°)
Como
Hd,.(A, Ae) = TOI'd,.(A, Ae)
y A€ es A¢-libre, luego proyectivo, luego playo,
Ext’i. (A, A®) = H*(A, A°) = Tory_, (A4, A®) = 0Vn # d
y paran =d
Ext%. (A, A°) = Tory' (A, A°) =A@ A= A
El isomorfismo en principio es como k-moédulo. Utilice la naturalidad y la estructura de
A¢-médulo a derecha de A¢ para concluir que el isomorfismo es de A°-médulos.
Por otra parte, como H,, (A, M) =0 paran <0, si H"(A, M) = Hy_, (A, A°) entonces
H"(A, M) = 0 para n > d. Por otra parte H%(A., A®) # 0 luego pdim < (A) = d.
4. i) = ii) sea

0—=>Pi—-- =P P —>A-0

una resolucién proyectiva de A como A¢-bimddulo donde cada P; es finitamente gene-
rado. Calculamos Ext"j. (A, M) con una resolucién asi y obtenemos:

H"(A, M) = H,(Homge(P,, M), d")
y como los P; son A¢-proyectivos de t.f.

= Hn(HOInAc (P, Ae) Rpe M, d* ®IdM) = Hn(P.* Rpe M, d*® IdM)

Pero Ext;. (A, A¢) = 0 salvo n = d,
= H,(Homa:(P,A%)) =0
sin#dy = Asin=d, eso significa que el complejo
0—-FP =P —---—=P; =0

es exacto en todos lados salvo al final, y que el contcleo de P;_1 — P; esiso a A. O
sea, salvo lugar desde donde se cuentan los grados, es una resolucién proyectiva de A,
pues P es A° proyectivo. Llamemos @; := P;_;, entonces tenemos

0-Q;—Q1—--—>Q;—0
es una resolucién A°¢-proyectiva de A y
Hp(Qo ®4c M) = Tor (A, M) = H, (A, M)

luego
H"(A,M)=H,(P; @ae M) = H,(Qq—e @ac M) = Hq_,,(A, M)
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5.

6.

7.

8.

Nota:

10.

11.
12.

Si A y B son k-dlgebras Calaby-Yau entonces A ® B también (y la dimensién es la
suma).

A = M, (k) es CY de dimensién 0. Luego, si A es CY, entonces M,,(A) también es CY
(de la misma dimensién).

Si A una k-dlgebra CY y G es un grupo finito con |G| inversible en A[G], el dlgebra de
grupo, también es CY (de la misma dimensién).

Sea A una k-algebra y M un A°-médulo. Recordamos M4 = {m € M : am = maVa €
A}y =H%A, M)y My = M/[A, M] = Hyo(A, M). La composicién

i
MAC L o M — P My

define una transformacién natural entre los funtores (=) y (—)a. Muestre que si esa
transformacién es un iso para todo M entonces necesariamente H'(A, M) = 0 todo A®*-
médulo M, o sea, pdimae(A) = 0; en particular, si k es cuerpo, A debe ser semisimple.

Marcelo Aguiar mostré -entre otras cosas- en [A note on strongly separable algebras,
Bol. A.N.C. (Cérdoba, Argentina), vol 65 (2000) 51-60] que si k es cuerpo, dimg A < co
y la aplicacion bilineal
Ax A=k
(a,b) > tr(ab)

es no degenerada (donde tr(a)=traza del endomorfismo = +— ax), entonces la transfor-
macién natural anterior M4 — M4 es un isomorfismo. O sea, A es CY de dimensién 0.
También mostré que en caracteristica cero, M4 — M4 es iso si y sélo si A es semisim-
ple. Luego, A = M,,, (D1) X - - - X My, (Dy) es CY de dimensién 0 (si las D; son édlgebras
de divisién de dimensién finita sobre k, por ejemplo, extensiones finitas de cuerpo). En
consecuencia, si B es CY de dimesnién d, entonces M, (B®y, D1) X+ -+ x M, (B®y, Dy,)
es también CY (de la misma dimension).

. Sea A = k[z]/(z?).

ExtY. (A, A°) = Hom 4. (A, A°) = A
Use la resolucién

z@1-1®z . z@®1+1Q@z ,, z®1-1®z ,, ®1+1Qz ., z®1-1Qz

A A A A A¢ T~ A—=0

para mostrar que A
ExtY.(A, A) =0Vi >0
Sin embargo k[z]/x? no es CY pues pdim ac(A) = oo.

Si Aes CY y S C A es un subconjunto central multiplicativamente cerrado entonces
Ag es CY (de la misma dimensién).

klx] es CY, luego k[z1,...,x,] también, y k[Z"] también.

Si G = Z, y k es un cuerpo de caracterisica p, entonces A = k[Z,] no es CY, pues
pdim e (A) = 0o (notar que A = k[z]/(aP? — 1), y sit := x — 1 entonces A = k[t]/tP).
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Capitulo 18

Algebras filtradas: el ejemplo del
algebra de Weyl

k en principio anillo conmutativo. Sea 9 : k[z] — k[z] dado por

a(p(x)) = p'(z)

y por abuso de notacién, indicaremos x= la multiplicacién por x, como endomorfismod e k[x].
Muestre que

[0,2] =1d € Endy(k[x])
Se define el dlgebra de Weyl A; (k) := k{z,y}/([y,z] = 1) y denotamos 0 =7 € A; (k). Por lo

anterior, A;(k) tiene a k[x] como representacién natural.

1. Muestre que los monomios {2'9” : i,j € Ny} forman un sistema de generadores como
k-médulo.

2. Supondremos de aqui en adelante que k es un cuerpo de caracteristica cero. Muestre que
A1 (k) no tiene representaciones de dimensién finita sobre k. (Sugerencia: si V' es una
representacién de Aq(k), se tiene que

[8‘V,l‘|v} = Idv

donde, si P € A;(k), denotamos P|y = P - —:V — V. En particular, Idy debe ser un
conmutador, y si V tiene dimensién finita esto implica que tiene traza cero, absurdo.

3. Consideremos P = Zi-j ai;z'd’ € Ai(k) y lamaremos parte principal a la parte con j
méximo dentro del soporte de los a;;, es decir, que podemos escribir a P como

P =p(x)oN + Z aijz' o’

7,J: <IN
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Si M = k[z] como A;(k)-médulo, muestre que
P2 = Np(z)
y por lo tanto p(x) estd bien definido (como funcién de P). Concluya con un argumento
inductivo que {z‘d7 : i,j € Ny} no sélo generan sino que son una k-base de A; (k). (ell
resultado es cierto en cualquier caracteristica, pero con otra demostracion)

4. Consideramos en A; (k) la filtracién dada por F,(A;(k)) = (z'07 : i+j < p) (subespacio
generado sobre k). Muestre que gr(A4;(k)) = klz, y] como k-dlgebra.

5. Sea P =3 a;p; ()07, muestre que

[0, P] = aipj(x)?
J
y si escribimos @ = Y, #%q(8) con ¢ un polinomio en 9, entonces
[z, Q] = — Z inq/(a)
i
a) Concluya que A; (k) es simple (recordamos que asuminos k cuerpo de caracterstica
cero). Mds precisamente, si I es un ideal bildtero y P € I es no nulo, entonces I
contiene una constante no nula.
b) Concluya también (recordamos que asuminos k cuerpo de caracterstica cero) que
A1 (k) es central, es decir, Z(A) = k. Si k tiene caracteristica p > 0 muestre que
aP y OP son centrales en A;(p)

6. Sea V el espacio vectorial de dimensién 2 con base {e;, eg}. Muestre (Shridaran) que la
siguiente es una resolucién, donde los diferenciales son A-lineales a izquierda y derecha,
definidos en base por

0> ARe, Neg @A — A (key Dkeg) A — ARA "5 A0
1Re, Neg®1 +— rReaR®1l —1Res @
—0Re, R®1+1®e, ®0,
1®e,®1 —» zR1-1®«,
1Reyp®1 —» I0®1-1R0.
Sugerencia:
a) Muestre que d? =0
b) Encuentre una filtracion del complejo tal que el graduado asociado sea una resolu-
cién de Koszul.
7. Use la resolucién anteror para mostrar que

H.(A,M) = Hg_.(A,M) VM € sModa
(Observacién: basta ver el caso M = A°.) Calcule HH"(A) y HH,(A) paran =0,1,2.
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19.1. El Casimir y algebras semisimples

En esta seccién y la siguiente supondremos k un cuerpo de caracteristica cero, y g una
k-algebra de Lie de dimensién finita.

Definicién: un ideal de un &lgebra g es un subespacio ) C g tal que [h,g] C b.

Definicién: Un algebra de Lie g se dice simple si no tiene ideales salvo 0 y g y g no es
abeliana (excluyendo de esta manera el caso trivial cuando dimg g = 1)

Definicién: Un élgebra de Lie g se dice semisimple si es isomorfa a un producto directo
(con corchete coordenada a coordenada) de dlgebras de Lie simples.

1. Sea V un g-médulo de dimension finita. Llamamos
xly =z —: V-V
a la accién de un elemento x de g en V. Se define la forma bilineal asociada by por
by (z,y) = try(zlv o ylv)

donde try es la traza en Endg (V). Muestre que by es simétrica y g-invariante en el
siguiente sentido:
bv(fE7 y) = bV(y7 iC)

bv([sc,y],z) = bv({L‘7 [y>ZD
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Si g es de dimensién finita y V = g%¢, la forma bilineal se llama forma de Killing y se
denota (—,—), o kK(—, —).

Calcule la matriz de la forma bilineal de x para s[(2,R), muestre que la forma bilineal
es no degenerada.

Criterio de Cartan: (g de dimensién finita sobre un cuerpo de caracteristica cero)

i) g es semi-simple si y sélo si su forma de Killing es no-degenerada.

ii) Si g en una subdlgebra de Lie M, (k), entonces 5(z,y) := tr(zy) (la traza usual de
matrices) también es no degenerada.

Utilizaremos este criterio sin demostracién. (Ver por ejemplo las referencias en la Wi-
kipedia, o [Humphreys, J., Introduction to Lie Algebras and Representation Theory.
Second printing, revised. Graduate Texts in Mathematics, 9. Springer-Verlag, New
York-Berlin, 1978.] o bien [Knapp, A., Lie Groups Beyond an Introduction. Progress
in Mathematics, 140. Birkh&user, Boston, MA, 1996.])

De aqui en adelante g es semisimple, o equivaletemente es tal que su forma de Killing
es no degenerada.

L ...,z™ en g tales que

K, xl) = o7

Sea x1,...,Z, una base, y sean x

Muestre que el elemento, llamado Casimir, definido por
Q:= szxl e Ulg)
i=1

es independiente de la base elegida. En particular, Q :=>"""  z;z' = >0 | a'z;.

.Stz €gy [zi,2] =, cijz; entonces [z,29] = 3", c;je? (sugerencia: use que la forma

de Killing es invariante)

Muestre que €2 estd en en centro de U(g), y por lo tanto para cualquier g-médulo M, la
multiplicacién por €2 es U(g)-lineal.

. . o k
Sig=gi x--- X gg es un producto de simples, entonces su casimir Q@ = >, Q; es a
suma de los casimires de cada g;.

(Lema de Schur) Sea M un g-mdédulo de dimensién finita y simple (i.e. los tnicos g-
submédulos son 0 y M). Si k es algebraicamente cerrado, muestre que la accién de
en M es un multplo de la identidad, es decir, deps € k tal que

Q|M = CMIdM

Notar que esto implica que cps dimy (M) = tr(Qar). Sugerencia: muestre que Q|pr tiene
algun autovalor, y que el subespacio de autovectores correspondiente es un g-submaodulo
no nulo.
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19.2. Generalidades de representaciones y el Casimir

1. Sean M y N dos g-mddulos, muestre que

a) M ® N es naturalmente un g-médulo con la accién
z-(m®n)=zmn+maean

y el isomorfismo de trasposicion M @ N = N ® M es de g-modulos.
b) Homg (M, N) es un g-médulo via

(@ - f)(m) := xf(m) — f(zm)
En particular, viendo k como g-mdédulo trivial, M* es g-mddulo con (x - ¢)(m) =
—p(am).

¢) Muestre que el morfismo natural
M*® N — Homy (M, N)

es de g-modulos.

d) Homgy(M,N) = Homy (M, N)? donde, si V' es una representacién, V9 = {v € V :
zv = 0Vzx € g} = Homg(k, V).

e) Si M y N son de dimensién finita, entonces Homgy(M, N) = (M* ® N)®

f) La descomposicién en tensores simétricos y antisimétricos g ® g = S%g @ A2g es
también como g-médulos. Si g es semisimple, entonce el “casimir”

Zwi(@xieg@g
i=1

donde {z;}; es una base y x(z;,27) = §] es un elemento simétrico e invariante, es
decir, un elemento de S?(g)®.

2. Sea g simple, muestre

a) M = g es una representacién simple, luego Homg(g, g) tiene dimensién 1.

b) g semisimple entonces g = g* como representaciones, si ademés g es simple, en-
tonces Homg(g*,g) = (g ® g)? tiene dimensién 1. Concluimos que (S%g)9 tiene
dimensién 1 y estd generado por el Casimir y que (A?g)? = 0. endenumerate

¢) Sea g simple y Sea M un g-médulo simple no trivial de dimensién m, llamemos
p: 98— Endg (M) = M, (k)

a la acciéon. Muestre que
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3.

1) (usando el criterio de Cartan parte ii) S(x,y) = tr(p(x) o p(y)) es un miltiplo
no nulo de la forma de Killing. Por lo tanto, si x1,...,x, es una base de g y
{y!,...,y"} en g satisfacen _ _

B(ziv yj) = 53
entonces 2 = >t x;yt es un multiplo escalar no nulo del Casimir de g.

2) La multiplicacién por Qen M es un multiplo de la identidad, llamémoslo ¢y,
que a su vez, es un multiplo no nulo de la accién del Casimir 2 en M (que es
el escalar cpy).

3) Tomando traza al endomorfismo Q|y; muestre que (k de caracteristica cero)
¢y = 1, y por lo tanto ¢py # 0.

Sea g semisimple y M de dimension finita una representacién simple no trivial. Muestre
que el Casimir actta por un escalar no nulo.

19.3. Lemas de Whitehead y Teorema de Weyl

En esta seccion, k es cuerpo de caracteristica cero, y g es semisimple.

1.

Sea M simple de dimensié finta que no es el médulo trivial. Muestre que
H*(g, M) = Ext4(k, M) =0

Sugerencia: para cualquier anillo A, Ext% (M, N) es siempre un Z(A)-mddulo y su ac-
cion de Z(A) inducida por la accion en M coincide con la inducida por N. Luego,
usando el Casimir, la multiplicacion por un escalar no nulo (si lo vemos actuando en
M) debe ser cero (si lo vemos actuando en k).

Sea g tal que g = [g, g] (mmuestre que si g es semimisple entonces g = [g, g]). Muestre que
H'(g, k) = 0.

Primer Lema de Whitehead. Usando que H!(g,k) = 0 y que H'(g, M) = 0 para
todo M simple de dimensidn finita que no sea el médulo trivial, muestre que (segundo
Lema de Whitehead)

H'(g,M)=0

para todo M de dimensién finita. (Sugerencia: use induccién en la dimensién y la suce-
sién exacta larga de cohomologia).

. Teorema de Weyl. Sea g semisimple y k de caracteristica cero. Entonces todo g-mé6dulo

de dimensién de dimensién finita es completamente reducible, o equivalentemente, todo
submddulo de un médulo de dimension finita admite un complemento. O equivalente-
mente, la categoria de g-mddulos de dimension finita es semisimple.

Demostracién: Sea M de dimensién finita que no sea simple y My un submoédulo propio,

consideremos la s.e.c.
0— My— M— M/My—0
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Utilice el isomorfismo
Extyrg (M/Mo, Mo) = H' (g, Homy (M /Mo, My))

mas el primer Lema de Whitehead y concluya que la sucesién se parte, y por lo tanto
My se complementa en M.

5. Sea 0 — k — ¢ = g — 0 una s.e.c con 7 morfismo de algebras de Lie y k un ideal de
dimensién 1. Sie €ey x € g, sea T € ¢ tal que m(Z) = . Definimos

x-e:=[T,¢€

Muestre que estd bien definido y que e resulta un g-moédulo con esta accion, y que
7 resulta g-lineal. Concluya del Teorema de Weyl que 7 admite una seccién como g-
médulo, y por lo tanto una seccién de dlgebras d eLie. Concluya que H?(g,k) = 0 si g
es semisimple.

6. Segundo Lema de Whithead. Muestre que si M tiene dimensién finita y g es semi-
simple entonce H?(g, M) = 0.

7. Muestre que H?3(sl(2, k), k) = k, por lo tanto no hay tercer lema de Whitehead.
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Capitulo 20

Estructura super, complejos,
estructuras (co)algebraicas

20.1. Swuper algebras de Lie

1. Super-Lie en términos usuales: Sea £ = £y @ £1 una super algebra de Lie. Llamemos
g:= Lo, V=g
Muestre que
= g es dlgebra de Lie (en el sentido usual)
= V es un g-moédulo con la accién
x-v:i=[z,v]e
= ¢:V XV — g definido por
P(v,w) = [v, w]e

es bilineal, simétrica e invariante (o sea ¢(z - v,w) + ¢p(v,z - w) = [z, p(v,w)]) y
verifica

(%) d(v,w) - u=(u,v) - w— Pu,w) - v

- Reciprocamente, si g es un algebra de Lie y V un g-médulo, junto con una aplicaciéon
bilineal simétrica ¢ : V x V — g% y g-invariante que verifica (), entonces £ :=
g ® V con el corchete

[(.CC,’U), (va)] = ([Ivy] + d)(’U,’LU),:Z? WY U)

es una super algebra de Lie. Estas construcciones son reciprocas, es decir, toda
super algebra de Lie sucede en esta forma.
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2.

Sea £ una superdlgebra de Lie. Un £-mddulo es un super k-espacio vectorial (o sea, un
espacio vectorial Zs-graduado) junto con una accién

LM — M

rTRmMm—x-m

que es un morfismo homogéneo de grado cero, o sea
L M; C My

y que verifica
2 (yem) — (=1 ly . (@ om) = [a,y]e -m
Si £ es superédlgebra de Lie porque es Z-graduada y M es Z-graduado, entonces la

definicién de £-médulo es “la misma”, lo unico es que en la condicién £; - M; C M,
se toman i, j en Z, y no en Zs,.

a) Escriba, para £ = g® V, la condicién de ser £-mdédulo en términos de gy V.

b) Si £ = ®pezl, es superdlgebra Z-graduada y M = @®,czM,, es un médulo Z-
graduado, escriba la condicién de “ser £-mddulo” en términos de las acciones de
£;.

Sea g un algebra de Lie usual, llamemos V := g®?. Consideramos la super-algebra de
Lie Z-graduada dada por

L£=g_1Dgo P g

con corchete Z-graduado (o sea, [g1,81] € g2 = 0 en este caso, similarmente 0 =
[6-1,9-1], [9-1,91] C go, etc.) con componentes graduadas dadas por

go=9
g1 =V =g
g1 =kd (el espacio 1-dimensional con base d

donde el corchete entre g y V es la accién de g en V = g?¢. Sea z «+ 2/ una biyeccién
g-lineal entre g y V = g*? (por ejemplo la identidad) donde los 2 los vemos en g = £
y ' € V = £1. Definimos el corchete

[d,2'] ==z
Muestre que el dato anterior determina toda la estructura de super algebra de Lie en
£:kd®g®g“d:£_1 e LoD L

Si M = €@ M, es un super £-mdédulo en el sentido Z-graduado, describa el significado
nez
de “ser supermoédulo” en términos de g v d.
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10.

20.2. Super derivaciones

. Muestre que el diferencial de Chevalley-Eilenberg en Hom(A*g, k) = A®g* es una super-

derivacién (de grado +1) con respecto al producto wedge en A*g, por lo tanto, la coho-
mologia es un algebra (super-conmutativa).

Muestre que el diferencial de Hochschild es una super-derivacién (de grado +1) con
respecto al producto cup en @, Hom(A®", A).

. Sea A una superélgebra asociativa y Derg(A) C End(A) la suma directa de las super-

derivaciones de todos los posibles grados. Muestre que Ders(A) es estable por el super-
conmutador.

Con mismas notaciones que el ej anterior, muestre que si D es una (super)derivacién
impar, entonces D? es una derivacién en el sentido usual.

. Sea A = A®V vista como superdlgebra con la graduacién dada por la cantidad de

tensores. Si D : A — A es una super-derivacién de grado 41, muestre que D? =0 siy
s6lo si D[y : V — A3V es cero.

. Sea g un espacio vectorial de dimensién finita y ¢ : A2g — g una aplicacién lineal.

Definimos § : g* — A2%g* la aplicacién lineal traspuesta. Se define J5 a la tinica super-
derivaciéon de grado +1 tal que 05|y« = 0, donde A®g* es super-conmutativa libre, Js
estd bien definida. Muestre que 9% = 0 si y sélo si ¢ : A%2g — g es un corchete de Lie, es
decir, si denotamos [z, y] := c¢(z A y), entonces 82 = 0 si y sélo si [—, —] verifica Jacobi.

Sea g una super-algebra de Lie que sea Z-graduada y m € g1 que verifique
[m,m] =0
Notar que la ecuacién es no trivial pues m tiene grado impar.

= Muestre que
0 := [m, —]
es un diferencial en g (de grado +1), es decir, que 8% =0 ,
= 0 es una super-derivacién del dlgebra de Lie,

= Zyn = {z € g:[m,z] = 0} es una subdlgebra de Lie (Z por centralizador y por
ciclos), y muestre que By, := {z € g : Jy / © = [m,y|} es un ideal de Lie de Z,,
(aunque en general no es un ideal de g) y por lo tanto H,,(g) := B—m resulta una

superalgebra de Lie. "
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20.3. Coalgebras y coderivaciones

11. Una coalgebra sobre k es un k-espacio vectorial junto con una aplicacién (llamada
comultiplicacién) A : C — C ® C'y una counidad € : C' — k que satisfacen los axiomas
duales a los de algebra, escritos en términos de diagramas conmutativos:

= coasociatividad:
c 2 .cocC
iA ild@A
A®Id
cec-22cgcec
= counitariedad
c—2cac c—2cocC
lld le@ld \le lld@e
C—>keC C—>Cak

12. Muestre que si A es una k-algebra de dimensién finita entonces A* es una codlgebra con
A=m"ye=p* donde pu: k — Aeslainclusién de k en A. Si A =@P,~, An y cada
A, es de dimensién finita, entonces el dual graduado -

C:=4:= @nzoAZ
es una codlgebra, que ademds es graduada en el sentido que A(C,) C @ C, ® C,.
ptg=n

13. Si C' es codlgebra, entonces C* siempre es un algebra.

14. Sea V un k-esp vectorial y C' = TV = @,50V®" el dlgebra tensorial pero la vemos
como espacio vectorial. Un elemento de V™ lo escribimos como sumas de elementos de
la forma w1 - - - v,. Definimos la deconcatenacion como

A(vl...vn) — 1®v1”"U’I’L—"_Ul®’U2”'Uﬂ+.'.+vl.”vn*1 ®Un+'U1""Un®1
n
= Z VL Q@ Uing Uy (por convencién vg = 1 = vp,41)
i=0
Muestre que C es codlgebra, graduada, con e=la proyeccién en k. Si V' es de dimensién
finita, entonces TV es isomorfa al dual graduado del dlgebra T'V*.
15. Si C es una coalgebra, se define coderivacion como un morfismo k-lineal D : C' — C que

verifica

(D@1d+1d ® D)A = AD

o equivalentemente, que D* : C* — C* es una derivacién. Muestre que Coder(C) C
Endg(C) es subélgebra de Lie.
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16.

17.

18.

Si C' = @,,C,, es una codlgebra graduada, un morfismo k-lineal D de grado p se dice
super coderivacién si D* es una super-derivacién (de grado —p) de C” (el dual graduado
de (), o equivalentemente

(D ®1d + £Id ® D)A = AD

donde +1d es Id en los grados pares y —Id en los grados impares. Muestre que la suma
de todas las super-coderivaciones es una super-algebra de Lie.

Sea A un k-espacio vectorial, consideramos la codlgebra graduada con la deconcatenacién
T°A. Muestre que hay una correspondencia biyectiva entre

Hom(A®™, A) 2 Coder,,_1(T°A)
donde Coder,,_1(A) son las coderivaciones de grado n — 1, en particular

@ Hom(A®™, A) = Coder(T¢A)
n>0

es una superdlgebra de Lie. Observacién: Si A tiene dimensién finita, esto es exac-
tamente el enunciado dual-graduado de que T A* es el dlgebra libre y por lo tanto
Der(TA*) = Hom(A*, T A*).

Sea f : A®? — A, que lo vemos como un morfismo de grado -1 de T°A — A (extendiendo
por cero en los demds sumandos).

= Explicite la coderivacién asociada Dy : T¢A — T°A.
= Si f se llama m, muestre que D2, = 0 si y s6lo si m es un producto asociativo.
= Si (A,m) es una k-dlgebra asociativa, muestre que el diferencial de Hochschild es
(a menos de signo),
0= [mv _]
donde [—,—] es el super corchete de Lie en Hom(7T°A, A) = Coder(T°A). En
particular, HH*~1(A) es una superalgebra de Lie, o sea,

[HH?, HHY C HHP 12

y verifica super Jacobi con respecto al grado p — 1 si un elemento esta en HHP.
En particular, HH'(A) = Der(A)/Innder(A) es una subélgebra de Lie que es
algebra de Lie en el sentido usual, cosa que es obvia, pero Der(A) actia en toda la
cohomologia (cosa que se podria adivinar porque Aut(A) actia) y se deduce que
InnDer(A) actia trivialmente (cosa que se podria imaginar porque InnAut(A)
actia trivialmente). Pero més atin, el corchete da operaciones adicionales, por

ejemplo [HH?, HH?| C HH?, etc.

Observacién: Si g es un k-espacio vectorial de dimensién arbitraria, Ag= los tensores
completamente antisimétricos, Ag es una subcodlgebra de Tg, y el diferencial de Che-
valley en homologia se puede definir como la tinica super coderivaciéon de grado -1 tal
que su restriccién a A%g coincide con el corchete de Lie de g. Verifica que al cuadrado
es cero si y s6lo si el corchete A%2g — g verifica Jacobi.
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19. El complejo Hom. Sean (X.,dx), (Ys,dy) dos complejos de A-médulos, se define el
complejo Hom como el objeto graduado que en grado n tiene

Homa(X,Y), = [ [Homa(X, Yien) ={f : X =Y / f(Xi) C YiynVi

los “morfismos homogéneos de grado n”. El diferencial estd dado por
O(f) =dy o f = (=1)V/f o dx
a) Muestre que 8% = 0, que los ciclos de grado 0 son los morfismos de complejos, y que

la homologia en grado cero son las clases de homotopia de morfismos de complejos.

b) Muestre que
P Hom 4 (X,Y),, € Homa(X,Y)
neL

(donde a la derecha X = ®,eczX,, Y = @nezYn son considerados como A-mdédulos,
olvidando diferencial y graduacién). En general la contencién es estricta, salvo que
por ejemplo X tenga finitas componentes homogéneas no nulas.

¢) Sea kd el dlgebra de Lie 1-dimensional con generador d y consideramos a X y a 'Y
como g-médulos. Muestre que Homa(X,Y) C Homy(X,Y) es un g-submddulo, y
que la accién de d en Hom 4(X,Y) da justamente el diferencial.

20.4. Algebras de Poisson 0

Recordamos (4,-,{,}) se dice un dlgebra de Poisson si A es un &lgebra conmutativa,
(A,{,}) es de Lie, y vale la identidad

{a,bc} = {a,b}c+{a,c}b

Si M es una variedad diferenciable, C*°(T*M), las funciones en el cotangente, es el
ejemplo clasico de dlgebra de Poisson.

Si A=kl[x1,...,Zn, Y1, --,Yn) entonces
{£.9Y =0, f02.9 — 0u.fOy.9
i=1

es un ejemplo de dlgebra de Poisson. Notar
{25} = 0=A{yi,y;}

{vi,zi} = by = —{25,ui}
En cierto sentido, el dlgebra de Weyl es una deformacién de k[z1,- -, Zpn, Y1, ,Yn] €n
la direccién de este corchete de Poisson, dado por la siguiente construccion:
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20. Sea A una k-algebra filtrada cuyo graduado asociado es conmutativo. Es decir, A = U, A4,

21.

con Ap,A; € Apyq pero que paracadaa € A, y b e A,
ab—ba € Apiq-1

Muestre que gr(A) es un dlgebra de Poisson (que ademds es homogéneo) con el corchete
dado por, sia € Ay, b€ Ag:

{@,b} :=ab—ba Mod p+q—1

El ejemplo del algebra de Weyl, con la filtracién por grado de operador diferencial, da
la estructura de Poisson standard en k[x1,...,Zn, Y1, ..., Yn]-

Si g es un &lgebra de Lie, entonces S(g)= el dlgebra simétrica en g admite un dnico
corchete de Poisson tal que

{z,y} =[x, y] ¥ T,y E€Q

Sugerencia: S(g) = gr(U(g))

20.5. Una super algebra de Possion

Si g es un espacio vectorial de dimension finita, se considera el algebra superconmutativa
libre
A= Ag" @ g) = Alg")2A(g)

Con la bigraduacién

A=PAri = PArg” @ Al
p.q p.q

Pero conideramos la graduacién en Z dada por un corrimiento de la graduacion total:

AP =p+q 2]

De esta forma, por ejemplo Ag* ® g estd en grado 0.

El super corchete de Lie {—.—} : A4 x A" — APT7=Lats=1 g6 define como el tinico
determinado por:

{o,9} =0={g",0"}
{apg,brs} = —(=1)PFOTF a} = —(—1)lelPl{b, a}
(**) {ap,qbr,.97 Ct,u} = ap,q{br,s'a Ct,u} + (_1)‘a||b‘br,s{ap,m Ct,u}
Y si ¢ € g*, x € g, entonces

{¢,$} = (;5(.’)3) = {ZE,(ZS}
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22.

23.

24.

25.

26.

Por ejemplo, si D, E € g* ® g = Hom(g, g), escribimos
D=) ¢:i®ux, E=Y oy
i J
entonces (chequear los pasos y completar)

{D,E} =) {¢i @z @y;} =Y ¢ @ {mi, 0 @5} — 2 @ {¢i,1h; @y}

,J ,J
=Y ()i @ y; — ¢ily;)xi @by = EoD—DoE
,J
Es decir, g* ® g es una subalgebra de Lie, isomorfa a End(g)°?.
Mostrar que efectivamente el supercorchete de Lie asi definido verifica super-Jacobi.

Sugerencia: muestre a mano Jacobi en grados bajos y use la condicén (**) mas induccion
en el grado para grados altos.

Observacién: Si c: A%2g — g, lo identificamos con un elemento ¢ € A%g* ® g, por lo

tanto
{c, =} : APg* @ Aig — APHLg* @ Ag

y es una derivacion con el producto wedge (porque es super-Poisson).

Muestre que para ¢ = 0, {¢,—} da una derivacién en A®g*. Muestre que es de cuadrado
cero si y sélo si ¢ es un corchete de Lie, y en ese caso, da el diferencial de Chevalley
Eilenberg de (g, ¢) que calcula H*(g., k).

Muestre en general que si ¢ es un corchete de Lie entonces {c,—} es el diferencial de
Chevalley Eilenberg del édlgebra de Lie (g,c) a coeficientes en A®g, en el sentido que si
f: APg — A4g lo identificamos con un elemento de APg* @ A?g, entonces

{c, f} € APl g* ® Alg = Hom(AP g, Alg)
se corresponde con Jf.
Notar que como ¢ € A*!, entonces {c,g} = {c¢,A"1} C AVl y {{c,g},9} C g. Muestre
la férmula
{{Cv .%‘}, y} = [xa y]c

Concluya que €, H"(g, A™g) es una super-dlgebra de Poisson, es decir, tiene un pro-
ducto super-conmutativo y un super-corchete de Lie, que deriva al producto asociativo.
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Algebras de Koszul

1. Sea A = kylz,y] = k(z,yley = qyz), 0sea V =kz @ ky, R=k(z @y — qy ® ).

a) Consideramos X,Y € V* la base dual de {x,y}. Muestre que R" est4 generado por
(XX, YRY,X®Y +¢ 'Y ® X}y que por lo tanto

A= kX, Y|X?=0=Y% XY = ¢ 'Y X)

A" tiene dimension finita (4) y su componente de grado méximo es 2, por lo tanto
el complejo de Koszul de A tiene longitud 2.

b) Usando que kg4[z,y] es libre sobre k con base los monomios ordenados
{x'yl i, € No}, muestre que el complejo de Koszul

0= kylz,y]@(x0y—quor) > AQrPAQy - A—k—0

es exacto, y por lo tanto kq[z,y| es un algebra de Koszul.

¢) Calcule Tor? (k, k) y Ext" (k, k)

2. Para las siguientes algebras, Calcule A'. Calcule las dimensiones de A} y Aj. Escriba
explicitamente el complejo de Koszul hasta grado 3:

ARR3 > AR > AQV - A—k—0
z,y)/(xy, yr).
z,y)/(2® = y* 2y = ya).
x,7y) /(2% yx) (ésta no es Koszul!).

3. Sea A =TV/(R), llamemos R(A) = @,, R,,. Observemos que el diferencial

dAZA@Rn_)AQ@Rnfl
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es homogeneo de grado cero si consideramos el grado total en A ® R,,, o sea,
dA| . Ap ® Rn — Ap+1 ® Rnfl

Usando que R} = A! y que A% = R,(A") (identificando V con V**), muestre que la
traspuesta da el diferencial de A' cuando se hace el complejo de Koszul a derecha, més
precisamente

(dal)”

A5 @R, Ayo Ry

-
R(A!)p+1 ® A!n—l - R(A!)p ® A!n

concluya que A ® Ro(A) es una resolucién de k como A-médulo a izquierda si y sélo
si Re(A') ® A' es una resolucién de k como A'-médulo a derecha y por lo tanto A es
Koszul (a izquierda) si y s6lo si A' es Koszul (a derecha).

(Veremos luego que A es Koszul a izq <= lo es a derecha)

Muestre que Ext}y (k, k) = S(V*), y que Extyqy (k, k) = T(V*).

21.1. La serie de Hilbert y la de Poincaré

En esta seccién, k es un cuerpo.
Definicién 21.1. A = @ A, un k-esp vect graduado tal que dimg(4,) < co¥Vn, su

n>0
serie de Hilbert se define como

Hilb(A)(t) = i dimy,(A,)" e Z[t))
n=0

Si A es una k- dlgebra aumentada se define su serie de Poincaré como

P(A)(t) =) dimy(Ext} (k, k)t e Z[[t]]

n>0
Observacion 21.2. Si A es Koszul, entonces P(A)(t) = Hilb(A')(t).

Definicién 21.3. Si M =

espacios vectoriales con dimy (EBn Mn> < 00, se define su caracteristica de Euler como

nez Mn es espacio vectorial graduado un complejo de

X(M) = " (=1)" dimy M, ¥/
nez
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5. Sea (M, d) un complejo de k-esp. vect. con dimy, (@n Mn) < 00, muestre que

X(M) = (=)™ dimg My, = S (—1)" dimy Ho (M, d) = x(Ha(M, d))
nez neZ

6. dimy V < 0o, RCV®? y A=TV/(R) un dlgebra de Koszul. Mostraremos que
Hilb(A)(t) - P(A)(—t) = Hilb(A)(t) - Hilb(A")(—t) =1
Para esto, chequeamos lo siguiente:
a) Si A es cuadrética (no necesariamente Koszul) y en el complejo de Koszul
KA =(—A0Al 5> A Al | —...)
consideramos la graduacién

Awal=(Pa,)eal

p=>0

acA,reAl=R;=|axr|=p+i
entonces el diferencial es homogéneo de grado cero.

b) El complejo de Koszul es una suma directa de subcomplejos

(K(A),d) = @ (E(A)m, dm)

m>0

donde K (A),, es el la parte homogénea de grado m:

K(A)"LZ( —>Am 1®A _)A’rn+1 Z®A7, 1—> )

¢) Si A es Koszul, entonces

vmi o XK (W) = X(A® Ra)p) = Y (<1)" dimy (A @ R )
= S dim (A Re ) = { g S0
Concluimos '
1 = m%;NO ¢m (gnj(—l)n dimy (Hy, (A ® R, d)m)>
= mg&;(, tm <Zn:(—1)” dimy (Ap—pn ® Rn)>
= 5 o (S i) dim(4))
= 3 Sdim At i (4]) ()"
= (3 dimeane) - (5 dime(4)(-0)

= Hilb(A)(t) - Hilb(A')(~t) = Hilb(A)(t) - P(A)(~t)
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10.

11.

12.

13.

14.

Como corolario:
Si A es cuadratica y Hilb(A)(t) - Hilb(A')(—t) # 1 entonces A no puede se Koszul.

Sea V con dim V' = n, calcular la serie de Hilbert de S(V'), A(V), TV, k@ V y verificar
la igualdad anterior. (Notar que la serie de Hillbert de k4[z,y] es la misma que la de

k[z,yl].)
Calcule Hilb(A)(t) y Hilb(A')(—t) para A = k{x,y}/(z?).

Muestre que A = k{z,y}/(2?, vy) “pasa el test” de la serie de Hilbert, sin embargo no
es Koszul, por lo tanto la propiedad es necesaria pero no suficiente en general.

Para el interesado, bibliografia sobre chequeo de Koszulidad sepuede ver en Seccién 4.1

y 4.3 de [JL.L. Loday - B. Vallette, Algebraic Operads)
https://www.math.univ-paris13.fr/ vallette/Operads.pdf

Otra biobliografia relevante para bases:

[G. M. Bergman, The diamond lemma for ring theory, Adv. in Math. 29 (1978), no. 2,
178-218.

21.2. Operaciones entre algebras cuadraticas

En esta seccién, k es un cuerpo, las dlgebras seran finitamente generadas como algebras.

Llamemos c-alg la categoria de algebras cuadréticas, es decir, lo objetos son algebras
presentadas de la forma A = TV/(R) con R C V®2 y los morfismos son morfismos de
k-algebras que respetan el grado.

a) Si A=TV/(R), B=TW/(S), entonces
Home_qg(A,B) ={f:V->W:(fRf)I(R)CS(CWeW)}

b) La operacién (—)' es un funtor contravariante, en la categorfa de dlgebras cuadrati-
cas finitamente generadas, es decir, si f : A — B es un morfismo de algebras
cuadréticas, entonces (f|y)* : W* — V* induce un morfismo B' — A', que llama-
mos f', donde claramente Id' = Id, y ademés (fg)' = ¢' /'

Sean A y B dos algebras cuadréticas. Si A = TV/(R) y B = TW/(S), escriba las
relaciones que hay que poner en T'(V & W) para obtener A ® B, en particular, A ® B
también resulta cuadratica.

Sean A y B dos algebras cuadraticas, en particular son graduadas. Muestre que A®B
también es cuadratica, donde AQB = A ® B como espacio vectorial, pero el producto
esta dado por

(a®b)-(d @) = (—1)"1qa" @ bb
(donde b y a’ se suponen homogéneos). Més precisamente, exhiba el subespacio de
relaciones en términos de las relaciones de A y de B.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

Muestre que
(A® B) = A'®B'

(A®B)' = A'® B'

Muestre que si A y B son de Koszul, entonces A ® B y ARB también lo son.

21.3. Productos de Manin

Si Vi, Vo, V3, Vy son cuatro espacios vectoriales, denotaremos (23) la transformacién
lineal que permuta los factores 2,3:

23):VieheVsV, - VeV heV),

TRQUR2Z2Qt—HTR@2QYRt
SiA=TV/R,B=TW/S, U :=V ® W, se definen
AeB:=T(VaW)/((23)(R®S))

AoB:=T(VaW)/((23)(ReW®? @ V2 gS))

Notar que existe un morfismo canénico Ae B — Ao B

Muestre que Ae B = P(A4, ® B,)
n

Muestre

(AoB)' = (A' e BY)

Tanto e como o son asociativos, el dlgebra k[z] es el neutro para e y k[z]/(z?) es el
neutro para o, es decir,

Ao(BoC)=(AoB)oC
klz]/(2%) 0 A= A= Aoklz]/(a?)

Calcule los generadores y relaciones de A' o A para A = k[x,y], ky[z,y] y TV

Hecho: si A y B son Koszul, Ae B y Ao B también lo son. [J. Backelin and R. Froberg,
Koszul algebras, Veronese subrings and rings with linear resolutions, Rev. Roumaine
Math. Pures Appl.30(1985), no. 2, 85-97. 86|
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22. Muestre que existe un isomorfismo canénico

Hom,_4i4(A @ B', C) = Hom,_qi4(A,Bo C)

23. (las bidlgebras de Manin) Sea A = T'V/(R) un algebra cuadrética x1, ..., z, una base de
V,z!,..., 2" subase dual, llamamos t; =2'®x; € V*®V, notar que {t; ii,7=1,...n}
es una base de V*® V.

a) Muestre que el morfismo

A:V'QV s (V'eV)ea(V'eV)

n
) j k
ths > @t
k=1
es independiente de la base 1, ..., z, elegida.

b) Denotemos end(A) := A' e A, muestre que A determina un morfismo de algebras
que es coasociativo y counitario

A :end(A) — end(A) @ end(A)



Capitulo 22

Construccion bar y cobar

22.1. Resolucién standard normalizada

Sea A una k-algebra y denotamos A = A/k,1, es un k-médulo. Mostraremos que b’ queda
bien definido en (A ® A% A) y que la proyeccién induce un quasi isomorfismo

(A A" @ AV) > (A A" @ AD)

1. Consideremos el médulo graduado (el morfismo es el inducido por la inclusién k& C A
en el lugar correspondiente)

AQA®? ke A ARARk® A ARk® A AR A

T

Y Ag AP eA A9 A9 A AY s AgAA Y ~ApAat

Muestre que es un subcomplejo.

2. Muestre que el conticleo de la inclusiéon anterior esta dada por

aRbR1Qc—ab®@1®c

A9 A g koA D As Aok Aoke A 0 0

i agamea Yo ag A AA Y A0 A Y s AgAY -4

l R S

A

e AQA? R AR AL S AQAQARAL s A A AL s AAL > A
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Muestre que hay un isomorfismo obvio entre el subcomplejo

s ARA®? @ kA Y 404 @ k®AY - A ® k®A—>0—>0

y la resolucién de A tensorizada con k y A (con diferencial ¥’ ® Id, ® Id4) :

(~--*>A®A®A By L S R ) O)®k®A

Concluya que este subcomplejo es aciclico y por lo tanto la proyeccién es un quasi-
isomorfismo

3. Por simplicidad escribiremos V™ en lugar de V®". Supongamos inductivamente que la
proyeccién da un quasi-isomorfismo para un cierto ng € N:

e AQ A T29 A — > AQAMTIRA —> AQAMRA —> - —> AQARA —> AQARA — AR A

i i i | i |

s AR A2 A DA —> AQADA DA —> AQA DA —> - —> AQA DA — AQADA — ADA

Si al complejo de abajo lo llamamos C,,,(A), calcule el nicleo del morfismo natural
Chno — Chno+1 que proyecta A en A en el factor correspondiente (a partir del lugar

ng + 1). Calcule ¥ restringido a ese nicleo (recuerde que 1 = 0 en A) y concluya que
ese subcomplejo niicleo es aciclico, con un argumento similar al punto anterior.

4. Concluya que Ho(A, M) = Ho(M @ A®®) = Hy(M ® Z®.) y similarmente para coho-
mologfa, si C"(A, M) = Hom(A®™ M), el siguiente es un subcomplejo
C" (A, M) = Hom(A"", M)
={f: A" 5 M: fla;®@ - ®@1®---a,) =0}

= las funciones que dan cero si por lo menos uno de los factores es un 1. Se llama el
complejo normalizado, y calcula la misma cohomologia.

22.2. La construccion bar

La siguiente es una construccién que a toda algebra aumentada € : A — k le asigna una
coalgebra diferencial graduada

Definicién 22.1. Sea ¢ : A — k un morfismo de dlgebras que consideramos fijado,
luego k es un A-médulo via €. Notar que A = k1 @ Kere como k-médulo, luego A =
A/k1 = Kere. De aqui en adelante, como € estd fijo, denotamos A := Kere.

Definimos B(A) := T°A la codlgebra tensorial en A con la deconcatenacién como co-
multiplicacién

Alar] -+ lan) =Y ar|-|ai @ aiga] -+ |an € T°AR TA
1=0
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donde hemos denotado | al producto tensorial interno de T°A (ese es el origen del
nombre “construccién bar”), y por convencién en esa suma ag = 1 = a,,41. Por ejemplo,

si alb|c € A% TeA,
Aalblc=1®alblc+ a®@blc+ alb® ¢+ alblc® 1

5. Muestre que si consideramos la graduacién degA = 1, entonces b’ es una super co-
derivacién, donde

n
b/(a1| |an) = Za1|...|aiai+1|...|an
i=0

Observar que ya sabiamos que b2 = 0.
6. Muestre que H,(T“A,b') = Tor2 (k, k) es naturalmente una codlgebra.

7. Si A=TV/(R) es cuadratica Koszul, entonces la inclusién

Ry =—— AIC TeVC (T<A, V)
es un quasi-isomorfismo, donde a R, se la considera una codlgebra d.g. con d = 0.

8. Si A =TV/(R) es cuadratica y la inclusién anterior es un quasi-isomorfismo, entonces
A es Koszul.

22.3. Construccion cobar

Dualmente a la construccién bar, a toda codlgebra co-aumentada le asignaremos un
algebra d.g.

Definicién 22.2. Sea C' una codlgebra sobre k, diremos que es co-aumentada si se tiene
dado un morfismo de codlgebras k — C, es decir, si C tiene un elemento e tal que Ae =
e ® e. De aqui en adelante fijaremos una coalgebra coaumentada y su coaumentacién.

Notar que por counitariedad, si € : C — k es la counidad, necesariamente e(e) = 1, y
por lo tanto tenemos una descomposiciéon como k- eesp. vectoriales

C = C & ke

c— (c—e(c)e) +e(c)e

donde C = Kere. Se define -
QC):=1TC

el dlgebra tensorial en C. Es s graduada poniendo deg C = 1. Recordar que (C,A¢) es
una coalgebra. Se define da : C'— C' ® C' de la siguiente forma: si

ACZZCQ@C? eCeC
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entonces se define
dac = Z(c; —e(c)e) @ (cf —e(c))e eCw®C
i
9. Muestre (sugerencia: use el axioma de la counidad de C) que
dpc=Ac—e®@c—c®e

10. Considerando C ® C C TC como subespacio, muestre que da se extiende de manera
Unica a una super-derivacién (de grado +1) que coincide con da en los generadores.

da: TC - TC

11. Muestre que d% = 0 si y sélo si A es coasociativa.

Se denomina construccion cobar de la codlgebra C' a la k-algebra diferencial graduada
QC) = (TC,dp)

12. Sea A =TV/(R) y C = Re = Al C TV = @, ., V" Notar que C es coaumentada
cone=1,C=V@OR@---. Considermos C — V la proyeccién en el sumando V. Se
define Q(C) — C por la composicién

QUC)=—=TC —-TV —-=TV/(R)=— A
Mostrar que es un morfismo de dlgebras diferenciales graduadas, donde A se la considera
d.g. con su graduacién habitual y con diferencial nulo.
13. Sea A =TV (o sea, R =0), describa el morfismo anterior en este caso:
QUC)=—=TC —-TV —-=TV/(R)— A

14. Lo mismo que el ejercicio anterior pero para A = k[z]/(2?) = T(kz)/(x @ z). Calcule
da y He(2(C)) de manera directa.

15. Supongamos dim V' < oco.

Notar que en cada grado n, dim 4, < co y Q(Al), = A'®n 65 a su vez bi-graduado

teniendo en cuenta la graduacion interna de A =V@®R®---. consideramos A bi-
graduada con una bi-graduacién concentrada A,, en el lugar (n, n)

a) en cada bigrado (n,m) ambas dlgebras (Q(Ai) y A) tienen componentes de di-
mensién finita, y por lo tanto podemos considerar sus duales (bi)graduados (los
llamaremos (—)" en vez de (—)*).
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b)

(QAIY, d3y) = (B(AY, ). Sugerencia: en vez de demostrar esta version, es mds
comodo mostrar que )
B(A") = QA

(iso de dlgebras graduadas) y en vez de mostrar que dy = b es mds fdcil ver
que b'* = da pues siendo una (super) derivacion, basta ver que coincide en Al c

TA' = Q(AI). También, cambiando A por A', como A" = A, se puede demostrar
equivalentemente el siguiente iso de duales bi-graduados:

B(A) = Q(4))
El morfismo Q(Al) — A es un g-iso si y sélo si su dual (bi)graduado
A" (B(4), V)

siy s6lo A' es Koszul (si y s6lo si A es Koszul)
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Capitulo 23

Categorias derivadas

Mapping cylinder
1. Siu: X =Y, se define cyl(f), = X,, ® X,,_1 @Y, con diferencial
d(z,2',y) = (de + 2', —d2', dy — u(z))

a) Muestre que d? = 0.
b) En el caso u =Idy,

1) muestre que cyl(X) := cyl(Idx) es homotdépicamente equivalente a X.

2) ¢:cyl(X) =Y es un morfismo de complejos <= ¢ es de la forma
(;5(3373;‘/,3;‘”) = f(CL') + h(xl) + g(l‘”)

donde f,g € Homcpain(a)(M,N) y h: X[-1] = Y es una homotopia entre f
y g, es decir,

f—g=dh+hd
2.4 X = eyl(X), z — (2,0,0) es un morfismo de complejos, también iz : X —
cyl(X),  — (0,0,z). Las proyecciones p; : cyl(X) — X dadas por py(z,2’',2") =x y
px, ', 2") = 2" no son morfismso de complejos, sin embargo,

p:eyl(X) = X

(x, 2", 2") —~ x+ 2"

s{ es un morfismo de complejos, y se tiene poi; = Idx = pois. Muestre que tanto iy op
como i o p son homotdpicas a la identidad de cyl(X).
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Triangulos
Recordar que llamamos tridngulo en H(A) a una terna
XY, Z,u: X ->Y,v:Y > Zw:Z— X[-1])
que sea isomorfa a un cono, mds precisamente, un tridngulo en H(A) es a toda terna
donde exista un diagrama de la forma
X tsy " Z “> X[-1
= b|| 2 = a[—1] ||
M —— N ——= Co(f) ——= M|[-1]
donde los cuadrados conmutan a menos de homotopia y a,b,c son equivalencias ho-
motopicas. Recordamos Co(f) = N @ M[—1] con diferencial
d(n,m) = (dn + f(m),—dm)
Un tridngulo que directamente sea un cono se lo llamard distinguido.
Los tridngulos en D(A) son la menor clase de uplas cerrada por isomorfismo que con-
tienen a los tridngulos distinguidos.
3. Muestre que la suma directa de tridngulos es tridngulo.
4. Sea A es k-algebra, M € Chain(A), V' € Chain(k), definimos M ® V' con la estructura

MeV)-1]=M[-1]eV,

diferencial usual y la estructura de A-médulo dada por M. Muestre que
= Si f: M — N es un morfismo de complejos, entonces
Co(f®@1dy) = Co(f) @V, eyl(f @ Idv) = eyl(f) @V,

» Si X =Y —Z— X[-1] es triang. en H(A) = XV =YV -2V - X[-1]|V
también. Si k es cuerpo (o los V,, son k-playos) y se tenfa un triang. en D(A) =
XQV Y@V 2V —X[-1]®V también A en D(A).

= Si f ~} g son dos morfismos homotdpicos, entonces f ® Idy ~ g ® Idy
Muestre que si (X %Y % Z 5 X[-1]) es un tridngulo, sus trasladados
Y 52735 X[ =5 Y[) y (ZN =S X3Y 5 2)
también lo son. (el primer caso lo hicimos en clase, hacer el segundo)

Denotamos por la misma letra A al complejo de A-mddulos concentrado en grado cero
con componente 0 igual a A. Muestre que Homy,(4)(A, M[n]) = H,, (M) (iso de funtores).

Sea x € A un elemento central, cémo podria describir Homyy(ay(A/(x), M[n])?
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8.

10.

11.

12.

Sea z € A un elemento central y C' := Co(A % A) (donde identificamos un morfismo
de A-médulos con un morfismo de complejos concentrados en grado cero, notar que
el cono no estd concentrado en grado cero), describa lo mds explicitamente posible
HomChain(A) (C, M) y HomH(A)(C, M)

.u:X =Y esun morfismoy X %Y % Z % X[—1] es un tridngulo entonces Z estd

determinado por u : X — Z a menos de isomorfismo (no tnico).

Consideremos la categoria H(A) y consideramos D(A) la categoria con los mismos ob-
jetos de H(A) (o sea, los objetos de Chain(A)) y definimos

Hom 4 (M, N) := Homya)(M,N)/ =

donde = es la relacion de equivalencia determinada por f = 0 si y sélo si existe un
complejo aciclico C' y una factorizacién

(y f =9 < f—g=0). Muestre que la proyeccién en el Hom define un funtor natural
H(A) — D(A), que D(A) es una categorfa naturalmente triangulada (con los tridngulos
isomorfos a los que vienen de conos), que el funtor H(A4) — D(A) manda trisngulos,
que los g-isos van a parar a isomorfismos, y que l~)(A) >~ D(A).

23.1. Tridngulos en D(A)

Muestre que si
0-xLyBz50
es una s.e.c. en Chain(A) entonces existe un quasi-isomorfismo Co(f) — Z y que esa

s.e.c. se la puede ver como parte de un tridngulo en D(A). Concluya la s.e.l. de homologia
aplicando Homp4)(4, —).

Reciprocamente, si X - Y — Z — X[—1] es un tridngulo en D(A), muestre que existe

un morfismo de complejos f : M — N y un isomorfismo de tridngulos (en D(A)) entre
el tridngulo original y a una s.e.c. del tipo

0= N5 Co(f) S M[-1] =0
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23.2. Localizacion

13. Consideremos un diagrama conmutativo en Chain(A) con s y t g-isomorfismos

X Y
A w

Muestre que t’ es g-iso <= &’ es g-iso.

t
R

t/
e

14. Ver que la suma en Homp(4)(M, N) estd bien definida. Recordamos la suma estaba
definida via

X1
! t
M/ \N, t1f 4 slg =7
e
Xo
X1
ES
Y
M Xg <o glp=tls o N
A
\ f/
X,

sy =t () T+ ()TN g = (") TS f + 1)
y la relacion de equivalencia estd dada por
f t1 f t2
X3INNEZ ~ X3B3Y,E372
<= 3 un diagrama conmutativo (con t g-iso)

Y1

AN

XX, -ty

N

Y,

15. Ver que la composicién en D(A) estd bien definida.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

23.3. Las categorias D(A) y Heerr(A)

Sea k semisimple. Muestre que un complejo es aciclico si y sélo si es contréctil, por
lo tanto equivalencia homotépic coincide con quasi-isomorfismo. El funtor proyeccién
natural Chain(k) — H(k) tiene la propiedad universal de la localizacién con respecto a
los g-isos, y por lo tanto H(k) = D(k).

Muestre que el iso de k-médulos Hom 4 (A ® V, M) = Homy(V, M) induce los isomorfis-
mos

HomChaln(A (A QV, M) HomChain(k) (Va M)
HOHIH(A (AQV, M) = HomH(k)(V, M)
Hompa)(A® V, M) = Homp ) (V, M)

concluya que, para cualquier V' € Chain(k), el funtor canénico H(A) — D(A) induce
un isomorfismo de funtores

HOH’IH(A)(A ® ‘/, —) = HomD(A) (A ® V, —)

Sea P € Chain(A) un sumando directo de L, es decir, existe un complejo @ tal que
P ® Q = L. Muestre que P es parte de una s.e.c. que se parte de la forma

0-P—-INSIN 50
Sugerencia: considere el isomorfismo
(PoQ)e(PeQ)s(PeQ)--=Po(QseP)a(QaP)s(Q-

Concluya con argumento de tridngulos que si una subcategoria triangulada de una ca-
tegoria triangulada tiene sumas directas numerables, entonces es cerrada por sumandos
directos.

Recordamos P € Chain(A) se dice cerrado si Homy(4)(P, —) — Homp4)(P, —) es un

iso. Muestre el Lema: P % P’ % P” % P[—1] un tridngulo en H(A), si dos son
cerrados, el tercero también.

Si M, N € Chain(A), entonces
Homp4)(M, N) = Hompa)(P(M), N) = Hompa)(P(M), P(N))
= Homgy(a)(P(M), N) = Homyy()(P(M), P(N))

Muestre que si M, N € A-Mod y los vemos como complejos concentrados en lugar cero,
entonces Hompay(M, N[n]) = Ext’y (M, M)
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23.4. Funtores derivados

22. Sea F : A-Mod— B-Mod un funtor aditivo y consideramos DF : D(A) — D(B) dado
por
DF(M) = F(PA(M))

donde P4(M) es “una resolucién funtorial de M”.

a) Muestre que si F' es exacto entonces F' estd bien definidoen D(A) y F(p) : DF — F
es un isomorfismo de funtores.

b) Si F: A-Mod— B-Mod es exacto a derecha y M € A-Mod, que lo vemos como

~

complejo concentrado en lugar cero, entonces Ho(DF(M)) = F(M).

¢) Sean F': A-Mod— B-Mod y G : B-Mod— C-Mod dos funtores aditivos, si uno de
los dos es exacto entonces

DG o DF = D(Go F): D(A) — D(C)

23. Sea G un grupo y N <4 G un subgrupo normal y V un G-médulo. Muestre que

a) VY es naturalmente un k[G/N]-médulo, més atn,

b) H"(N,V) es un G/N-médulo para todo n.

C) VG = (VN)G/N

d) Si N tiene indice finito (G : N) =d, k es un anillo con § € ky V un k[G]-médulo,
entonces H™(G, V) = H™(N,V)/N para todo n.

24. Sea A un anillo y G un grupo que actia en A por automorfismos de anillo. Se define
A x G = A[G] como grupo abeliano pero con la multiplicacién

ag - bh = ag(b)gh
a) Si M es un A x G-bimddulo, entonces
MA = HY(A,M)={me M:am=maVac A}

es un G-moédulo via
g(m) := gmg™!

{meM:wm=mwVweAxG} =M =H(AxG M) =
= (MY ={me M*:g(m)=mVgeG}
¢) Si G es finito y |G| es inversible en A, entonces
H"(AxG,M)=H"(A,M)%

25. Sea k un cuerpo, A una k-algebra, y 7 un subcategoria de D(A) que satisface
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a) T es estable por suspensién y tridngulos (i.e. M € T entonces M[1] y M[—1]
también, y si X - Y — Z — X[—1] es un tridngulo, X,Y € T entonces Z
también)

b) Si V € Chain(k) y X € 7 entonces X @ V € T

¢) T es estable por sumas directas arbitrarias

Muestre que si A € T entonces T = D(A).
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