Algebras de Lie simples y semisimples

Definicion: un ideal de g es un subespacio hh C g tal que

[h,g] Cb.

Definicién: Un dlgebra de Lie g se dice simple si no tiene
ideales salvo 0 y g y g no es abeliana (excluyendo de esta
manera el caso trivial cuando dim, g = 1)

Obs: g simple = g = [g, g].
No hay simples en dimensién 2, pues [g, g] = Im(A%g — g).



Ejemplo / Ejercicio: ch(k) # 2 = sl(2, k) es simple.
01 a
0 0/’ \c
0 0 a
1 0)’\c
1 0 b B 2a
0 —-1)'\c -a —2c 0
Definicién: Un dlgebra de Lie g se dice semisimple si es

isomorfa a un producto directo (con corchete coordenada a
coordenada) de algebras de Lie simples.

L



La forma de Killing

V un g-médulo de dimensién finita.
Xly =x-—: V=3V
Se define by : g X g — k por
bv(x,y) = try(x|voy|v)

Vale:
b\/(X,_)/) = b\/(y,X)

bV([XayLZ) = bV(X’ [yv Z])
Si V = g% se llama forma de Killing k(—, —).



stz o= (5 ©)ox= (3 )y (0 )

vale
[x,y]= h
[h, x] = 2x
[h’}/] =2y

La forma de Killing es no degenerada, pero no definida.
su(2) = (R3, x) base e, &, e3, con corchete

[ei, 1] = €iro (Mod3)

Su forma de Killing es definida negativa = su(2) % sl((2,R).
Sin embargo, sl(2,C) = su(2) @g C



La forma de Killing y semisimplicidad

Criterio de Cartan: g de dimensién finita sobre un cuerpo de
caracteristica cero

i) g es semi-simple <= &, no-degenerada.

ii) Si g en una subdlgebra de Lie M,(k), entonces
B(x,y) := tr(xy) (la traza usual de matrices) también es
no degenerada.

(usaremos el criterio) (ver Humphreys, Knapp, Bourbaki,...)

Veremos que si g es simple y g C M, (k)

= =Xk (0#£X€k)



g SS Xi,...,X, una base, y sean x!,...,x" en g tales que
N — 5
k(x;, x') =&

se define el Casimir
Q:= inxi € U(g)
i=1

es (Ejercicio!) independiente de la base elegida. En particular,

Q=" xx" =31 x'x.

A veces se considera Q € S%(g) C g ® g.



Vale x € gy [xi, x| = >, cjx; =
[x,x]] = Zc,jx"

Pues si [x,x] =Y, a;x", calculamos
ajj = I{(XIH [Xan]) = /{([th]axj)

luego
Qe Z(Ug)

..V g-médulo M, la multiplicacién por Q es U(g)-lineal.



Lema de Schur Sea S un g-mdédulo de dimensién finita y
simple (i.e. los tnicos g-submddulos son 0y S). Si k es
algebraicamente cerrado, entonces dcs € k tal que

Q’s = Cslds
Notar que esto implica que cs dim,(S) = tr(Q]s).

Mostraremos que S simple, entonces S = k el médulo tricial
es el tinico en donde cs = 0.



Estructura monoidal de las representaciones

M'y N dos g-mddulos =

» M ® N es naturalmente un g-médulo con la accién
x-(M®n)=xm®@n+m®e xn

y la trasposicion M @ N = N @ M es g-lineal.
» Homy(M, N) es un g-mdédulo via

(x - £)(m) := xf(m) — f(xm)

En particular M* es g-médulo con (x - ¢)(m) = —¢(xm).
» El morfismo natural

M* ® N — Homy (M, N)

es de g-mddulos.
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Homgy(M, N) = Homy(M, N)?

M de dimensién finita = Homy(M, N) = (M* @ N)?

La descomposicion en tensores simétricos y antisimétricos
g® g = 5%g® A%g es también como g-médulos. Si g es
semisimple, entonce el “casimir”

n
Z x;x €cg®g
i=1
es simétrico e invariante, i.e. un elemento de S%(g)°.

((M ® N)*)3=formas bilineales invariantes, donde b es
invariante <= b([x,y],z) = b(x, [y, z])



Sea g simple k = k

» M = g?? es una representacién simple
= dimy, Homy(g, g) = 1 tiene dimensién 1.

ad ~ %

> g7l g7,
Homg(g", 9) = (g®9)° = (g" ® g7)°

todos tienen dimensidon 1.

.. (5%g)® tiene dimensién 1y estd generado por el Casimir

(y (A°g)? = 0).



g simple y M simple no trivial,
p:g— Endg(M) = M, (k) = g C My(k)
1. B(x,y) = tr(x|m o y|m) es no deg. (Cartan) = 3 = Ax.

X1, ..., X, una base de g {y!,...,y"} en g satisfacen
. . : ~ n 1
A iy 1) = iy 1) = 5., = Q= i '=-Q
k%, ') = B(xi, ) = 0] ;Xy s
2. Q| = cldpy (Schur)

ZX;|Moyi|M =cldy = Ztr(x;|Moyi|M) =cdimM

=1 i=1

= cdimM = Zﬁ(x;,yi) =dimg

i=1

= Q= gmtid # 0= Qu = culd, cu #0.



Lemas de Whitehead y Teorema de Weyl

M simple M # k = H*(g, M) = Ext{,,(k, M) =0



g simple = g = [g,9] = H'(g, k) =0.

Primer Lema de Whitehead: H'(g, M) = 0 para todo M
de dimensidn finita.



Teorema de Weyl.

g ss, ch(k) =0, entonces todo g-médulo de dimensién de
dimensioén finita es completamente reducible.

(todo submdédulo de un médulo de dimensién finita se
complementa, la cat. de g-mddulos de dimension finita es ss.)

dem: (versién g simple y k = k) primero
Extyy (X, Y) = Ext'(k, Hom,(X, Y)) = H'(g, Hom, (X, Y))
SidmM < oo My € M entonces
0> My—M— M/My— 0
da un elemento de Exty,,(Mo, M/Mo) = 0.

(Comentario semisimple y/o k # k.)
D



Segundo Lema de Whitehead

H?(g,S) = 0si S es simple S # k. H*(g, k) =7
0—>k—eSg—0

una s.e.c con ™ morfismo de algebras y k = Ker(m).

Sieceyxeg, seax € e tal que m(x) = x. Definimos
x-e:=[x, e

= esta bien definido = ¢ € g — mod y 7 es g-lineal.

Por el teo de Weyl, admite seccién g-lineal s : g2 — ¢

s([x,y1) = s(x -aa y) = x - s(y) = [s(x), s(y)]
= s es morfismo de &lgebras = H?(g, k) =0
= H?*(g,M) =0 si dmM < oo.
D



