Algebras de Lie

Definicion: k anillo conmutativo. Una k-algebra de Lie es un
k-mddulo g junto con una operacidn k-bilineal

[—,—]:gxg— gquees
» antisimétrica: [x,y] = —[y, x]
(en caracteristica 2 se pide [x,x] = 0)
» vy verifica Jacobi:
[x.ly. 2]l + Iy, [z, x]] + [z, [x, y]] = O

Obs: Jacobi equivale a
[x, v, 2l = [x.yl. 21+ 1y . [x, 2]
si ad, = [x, —],
adx(ly, z]) = [adk(y), 2] + [y, ad«(2)]
D



Ejemplos

1. A k-dlgebra (asociativa) entonces
[a, b] = ab — ba

es una estructura de Lie en A.

2. (A, %) una k-algebra “general” =
= Endx(A) es k-dlgebra asociativa = de Lie
y Der(A, *) C End,(A) es subélgebra de Lie
(pero no subalgebra asociativa en general)

Der(A,x) ={D:A— A:D(axb) = D(a)xb+axD(b)}

3. M variedad, X(M) = Derg(C>*(M))
4. G grupo de Lie = Lie(G) = T,G = X(G)¢ C X(G)



Ejemplos

> sl(n, k) = {M € My(k) : tr(M) = 0} = T:SL(n, k)
> s0(n, k) ={M € M,(k) : MMt + MtM =0} = T,;SO(n, k)
> u(n) = {M € M,(C) : MM* + M*M = 0} = T, U(n)

» su(n) =u(n)Nsl(n,C) = T;SU(n)



Teorema: [Chevalley - Eilenberg '48]
G un grupo de Lie conexo y compacto

= Hpr(G) = H*(Q°(G), dar) = H*(2°(G)®, dur)
en particular, depende sélo de g = Lie(G) = T1G
(Q°(G)°, dar) = (A*(g"), Oce)
es un complejo de dimensién finital!
A"g* = Homg(A"g, R)
OF)a A AXpy1) =

_Z I+Jf [XHXJ]/\XI/\ /\)/(;/\/\XHJFI)
i<j



Algebra envolvente

g de Lie, se define el dlgebra universal envolvente

Ulg) = Tg/(x®y —y®@x —[x,y] i x,y € g)

es una k-algebra asociativa y tiene la propiedad universal:

Homy_z(U(g), A) = Homye(g, Lie(A))

donde, si A es asociativa, Lie(A) := (A, [,] = conmutador).

Resulta
H*(A*(g"),0ce) = Extzjg(k, k)



Teorema PBW: [Poincaré-Birkhoff-Witt] Sea g una
k-algebra de Lie que sea libre como k-mddulo, con base

{x; : i € I} donde (/, <) es un conjunto totalmente ordenado.
Entonces los monomios

{x.""l---xl.';’k:kENo,i1<i2<"'<ik7nij€N}

n

forman una base de U(g)

Obs: si k es cuerpo, g es libre. U(g) = Tg/(J) por lo tanto
U(g) es filtrada. Como en U(g)

X J—Y X=XxQy—y®x=|[xy]
entonces gr(U(g)) es conmutativa. PBW dice que
gr(U(g)) = k[{xi}iel]



g-modulos:

Def: Un k-médulo M junto con una aplicacién bilineal
gxM—=M

(x,m) — x-m

se dice un g-mdédulo si

x-(y-m)—y-(x-m)=[xy]-m
Obs: g-modulos = U(g)-mdédulos pues

Homye(g, Endx(M)) = Homy_ ., (Ug, Endx(M))



Ejemplos:
1. M = U(g), es un médulo de dimensién infinita.

2. M =gconx-y:=][x,y], es un g-mddulo de dimensién
finita. Se denota g.

x-(y-z)—y-(x-2)=

=[x .2l =y, Ix. 2]l = [[x.y]. 2]
= [va] "z

3. M=k con x-\=0es un g-mddulo, se denomina el
g-modulo trivial



Teorema: si g es k-libre, entonces la siguiente es una
resolucién U(g)-libre de k:

= U(g)oNg—-- = U(g) @ Ng—=U(g) @ g = U(g) = k=0

con diferencial
n
u®x1/\---/\x,,r—>Z(—l)’“ux,-@xl/\---/\)?,-/\---/\X,,
i—1

~

A (D) U [ ] A AK A AG A A X
i<j

y € : U(g) — k estd determinado por x — 0 Vx € g.



grados bajos:
d(URXAYNZ) = UXQYNZ—uy@XA\Z+UzZQRXA\Y
—uR X, y|Nz+u[x,z] ANy —u®|[y,z] A x

dUuRxANy)=ux®y—uy@x—u® [x,y]
d(u® x) = ux



demostracién (sketch)

= U(g)@Ng—--- = U(g) @ N°g—=U(g) @ g = U(g) = k=0
U®X1/\"'/\Xn’_>Z(—l)i+1UXi®Xl/\"'/\)/(\I'/\”'/\Xn
i=1

Y (D)@ P I A AGA AKGA A Xy
i<j
» d est3 bien definido, i.e. la férmula es totalmente
antisimétrica en xi, ..., x, (€jercicio)
» d? = 0 (ejercicio, més largo que el caso simplicial)
» El complejo es filtrado y su graduado asociado es exacto,
pues es el complejo de Koszul!



Def: (C,, d) € Chain(A) se dice filtrado si Vn se tiene dada
Og g Fp(Cn)ng—i-l(Cn)g"' g C.n
y d(Fp(Cr)) € Fp(Coa) ¥n, p.

la filtracién es exhaustiva si |, F,(C,) = G,
la filtracién es Hausodorff si (), F,(C,) = 0.

la filtracién empieza en un momento si Vn
dpo = po(n) : Fp(Cy) = 0.

Definimos gr(C,) = @ gr(C,), == P % con

pEZ pEZ
diferencial d

d(c MOD F,_1(C,)) := d(c) MOD F,_1(Cy_1)
D



Teorema: Si en C, se tiene una filtracion exhaustiva y que

empieza y (gr(C), d) es exacto, entonces (C, d) es exacto.

dem: Sea x € C, tal que d(x) = 0. Como es exhaustiva,
existe p : x € F,(C,). Consideramos X € gr(C,),

d(x) = dx = 0= 7, € gr(Cos)p : X = 7, =
= x=dy,+ 2,1 (zp-1 € Fpo1(Gr))
Claramente 0 = dx = d(dy, + z,-1) = dzp_1.
Recursivamente podemos suponer que z,_1 = d(alguien),

pues z,_1 € F,_1 y la recursién termina porque la filtracién
empieza en algin momento.



= U(g) @N'g—--- = U(g) @ N’g = U(g) ® g = U(g) = k=0

n
U®X1/\~--/\X,,l—>Z(—l)i+1UX;®X1/\-"/\)?,'/\"'/\Xn
i—1

~

A (D) Hu@ P A AKIA - AG A A X
i<j

D

- =>S5(g)@N"g—>---=S5(g) ® N°g—~S(g) ® g~ S(g) = k=0

n
URXI A A Y (1) @x A AR A A X
i=1



Hl(g; k)

= U(g) ®A"g -+ = U(g) © N*g > U(g) @ g = U(g) =0
U®X1/\---/\an—>Z(—l)i+1UX;®X1/\-"/\X,'/\-"/\Xn
i=1

A D)@ X ] A AKA AT A X
i<j
k ®u(g) = ~

N3g /\zg[_’_] N 0

- Hi(g, k) = g/[g. g].
(Recordar/ejercicio: H1(G,Z) = G/[G, G])




H(g, M) = Der(g, M)/InnDer(g, M), donde

Der(g, M) = {D: g = M: D([x,y]) = x- D(y) —y - D(x)},

InnDer(g, M) = {D : 3my/D(x) = x - mg}

H'(g, k) ={D:g— k: D([x,y]) = 0}

f:N>g — M es 2-cociclo <+ f : g X g — M antisimétrica y
x-fly,z)—y-f(x,z2)+z-f(x,y)

—f(lx. ¥, 2) + f(Ix, 2], y) = f(ly, 2],x) = 0



H? y extensiones de algebras de Lie

f:gxg— M bilineal. En M & g. escribmos m en vez de
(m,0) y x en vez de (0, x). Se puede definir a operacién

[m,ms=0

[x,m]f =x-m=—[m, x|s eM
[X,y]f:f(X,y)+[X,y] GM@Q
Ejercicio: [—, —]r antisimétrica <= f es antisimétrica

[—, —]r verifica Jacobi <= f es un-cociclo.
Toda sucesion exacta de la forma

0O—-M-—=¢e—9g—0

donde ¢ — g es morfismo de dlgebras de Lie
y M es un ideal abeliano de ¢, sucede de esta forma.



