Superalgebras de Lie y complejos

Sea g = €D, 9n una superalgebra de Lie y m € g; tal que
[m,m] =0

Entonces 0, = [m, —] verifica
> am(gn) g gn—i—l

Am([%, Y1) = [0m(x), Y] + (=1)¥[x, Om(¥)]
» 02 =0

» [m, g] = Om(g) <Zm, Zn/O0m(g) es super-Lie.



Coalgebras y coderivaciones

Una coalgebra sobre k es (C,A: C — C ® C) que admite
€ : C — k verificando

» coasociatividad: C A ¢ ® C

A ild@A
CocCi¥cacoc

» counitariedad C —2C® C C—52CxcC
-
C—=kaC C—=>C®k

(son diagramas conmutativos)



Ejemplos

» dimg A < oo = C = A" es codlgebra con A = m* y
€ = p* donde i : k — A es la inclusién de k en A.
» SiA= @nzo A,y dim, A, < coVn = el dual graduado

C=A=PA;
n>0
es codlgebra, graduada:
AC)CS P Gac
p+q=n

(ojo n € Ny, si n € Z no estd garantizado)

» Si C es codlgebra, entonces C* siempre es un algebra.
Filosofia: C* es dlgebra = es probable que C sea
codlgebra



Ejemplos

» G grupo finito, k[G] es élgebra, pero también codlgebra
definiendo

AN hg) =D Ng g

geG geiG

(y A es morfismo de algebra)

» Dualmente, si G es un grupo finito, el algebra kG
también es codlgebra definiendo

kC*C = (kS © k®) 5 A(f)(g, h) = f(g. h)

por ejemplo,

AS, = g @ b1,

geG



Ejemplos

» A= O(M,(k)) = k[x; : 1,j =1...,n] una codlgebra via
A:A— A® A = el ! morfismo de dlgebras t.q.

Alxg) = Y xi @ xig
k

» Si G es un subgruo (o submonoide) de M, (k) definido por
ecuaciones fi, - - - fy (por ejemplo SL,(k) = {det = 1})
= O(G) = O(M,(k))/(f, ..., fc) (asumiendo radical) es
codlgebra con

O(M(k)) — O(G)

un epi de coalgebras.
Filosofia 1l: X conjunto, O(X) es dlgebra, si en X hay
un producto asociativo = en O(X) hay un coproducto



Ejemplos coalgebra co-libre

V' k-esp vectorial y
C=kaoVaoV®ap...aV®q...

Un elemento de V®" lo escribimos como sumas de elementos
de la forma v; - - - v,. Definimos la deconcatenacién como

A(Vl"‘Vn):1®V1"'Vn+V1®V2"'Vn+"'

...+V1...Vn_1®vn_|_Vl...vn®1
= Z Vi Vi@Vt v, (por convencién vop =1 = v,11)
i=0
Es codlgebra con ¢(V®") =0 Vn > 1.

Sidim, V < 00 = TV = dual graduado de TV™*.
D



Co-derivaciones

Si C es una coalgebra, se define coderivacion como un
morfismo k-lineal D : C — C que verifica

(D®1d+1d ® D)A = AD

o equivalentemente, que D* : C* — C* es una derivacién.

Hecho: Coder(C) C End,(C) es subdlgebra de Lie.



Super Co-derivaciones

Si C = ®,C, es una coalgebra graduada,

D:C— Ctq. D(G,) C CoypVn

se dice super coderivacién si D* es una super-derivacion
(de grado —p) de C’ (el dual graduado de C),

o equivalentemente

(D®Id+ £Ild ® D)A = AD

donde +1d(c) := (—1)//c para todo homogéneo c.

Hecho super: Coder,(C) := & Coder,(C)
P
es super-dlgebra de Lie (subdlgebra de End(C))



Super Co-derivaciones y el complejo de Hochschild

Sea V un k-espacio vectorial, T¢V = codlgebra graduada con
V] =1.

P Hom(Vve", V) = & Coder_,1(TV, T°V)
nezZ n

Hecho dual: Consideramos TW como élgebra graduada,
Der,(TW, TW) = Hom, (W, W®P*)

Sidim V < oo, tomamos W = V*, pero el iso es cierto atin en
dimensién arbitraria.



Super Co-derivaciones y el complejo de Hochschild

Ejemplo: f: V®2 — V. Consideramos f : TV — V con
m(a; ® -+ ® a,) = 0si n# 2 (escribimos a; € V).

Df(a®b) = f(a®b) €A
V2 s Di(a®@b®c)=fla@b)®c—a® f(b®c)
Df(a®b@c®d) = f(a®b)@c®d—akf (bRc)@d+a0bRf (c®d)

Df(a®bc®@d®e) = f(a®b)R@cRdRe—a®f(bkc)®@d®e
+abRf(c®d)®e—a®bRc®f(d®e)

verifica | (D ® Id + +1d ® Df)A = ADs|y | py o Df = f|,
Esta univocamente determinada por esas condiciones




Super Co-derivaciones y el complejo de Hochschild

D, =0b"
Corolario: son equivalentes
» m: A®? — A es un producto asociativo en A
» D2 =0
dem: D,i es coderivaciéon de TV, de grado -2, se corresponde
con D:V® -V

D = D?|yes = <a®b®c — ab®c—a®bc — (ab)c—a(bc))



Super Co-derivaciones y el complejo de Hochschild

Ademas, si f : V®" — V| consideramos D¢ y D,,,
[Df, D,y] € Coder(T<V)_, = Hom(V®" V)
[Df, Dpl(a1 ® -+ @ apt1) = f(Dm(a1 @ -+ - @ ap11))
—(=1)"Pm(D¢(ay ® - - - @ ans1))
= f(b'(a1® - - aps1))

—(—1)"’1m<f(al®- ®an)Rant1)+H(—1)" e ®f (2 - ~®an+1))
= f(b'(a1® -~ an11))
+(-1)"f(a1® - ®ap)ap) —af(a2®- - ® a,,+1)>
= 9@ @ ans1)

. [Df, D) = D_p¢




Super Co-derivaciones y el complejo de Hochschild

Coro: A= (V,m) una k-dlgebra asociativa = H*(A, A)[—1]
es super-algebra de Lie.
En particular, HH*71(A) es una superélgebra de Lie, o sea,

[HHP, HH] C HHPT92

y verifica super Jacobi con respecto al grado p — 1 si un
elemento esta en HHP.

HH*(A) = Der(A)/Innder(A) es una subalgebra de Lie
(usual), Der(A) actia en toda la cohomologia, InnDer(A)
actda trivialmente.

Ademads, el corchete da operaciones adicionales, por ejemplo
[HH?, HH?] C HH?, etc.



Super Co-derivaciones y algebras de Lie

V un k-espacio vectorial (dimensién arbitraria)
AV = los tensores completamente antisimétricos,
A°V es una subcodlgebra de TV, por ejemplo:

Al4+xyz) =+1xyz+xQyz+xy @z +xyz® 1
Al—xzy) =-1Q@xzy —xQzy —xz2Qy —xzy ® 1
Al—yxz2)=-1Qyxz—yQ@xz2—yxRz—yxz®1
AlHyzx) =+1Qyzx+y@zx + yz@ x + yzx ® 1
Al+zxy) =41Qzxy + zQxy + zxQy + zxy ® 1

Al—zyx)=-1QRzyx —zQyx —zy @ x — zyx ® 1
El diferencial de Chevalley-Eilenberg = la ! d € Coder_;(A°V)
tal que d|pq = [—, =] : A%g — g.
d*>=0 <= [—,—] verifica Jacobi.
Automdticamente (Ag*, d*) es una d.g. algebra



