Formula de Kiinneth

(Xa,d), (aY,d) dos complejos.

dx =0, dy = 0 entonces d(x ® y) = 0.
dx=0,y=dy = xy=xdy = +d(x®y’)
x=dd,dy=0=>xy=d®y=dx®y)
.. estd bien definida H,X x HyY — Hpiq(X ®4Y)

es bilineal y balanceada, luego, para cada n 3 flecha natural

P HX @ HyY = Ho(X® Y)
A A

p+q=n



Puede ser uniso en general?
Si X, = P,(M), es exacto salvo en 0, y si Y = N, tambien es
exacto salvo en 0,

pero X ®4 Y = P(M) ®a N calcula Tor (M, N)...

A veces es un iso? si, a veces.



Teorema: (Férmula de Kiinneth) Supongamos ¥n B(X), es
proyectivo y Z(X), es playo. Entonces el morfismo natural
anterior esta en una s.e.c.

0~ @HXGHY —Hy(X&Y)— @ Torf(H,X.Hy¥)—0

p+q=n p+g=n—1
Ejemplo: A = k un cuerpo = el morfismo natural es un iso.

Ejemplo: A =7 (o un dip) y X, libre ¥n (e.g. X= el grupo
abeliano libre en un conjunto simplicial) = B,(X) y Z,(X)
son libres ¥n (sobre un dip, submddulo de un libre es libre)
= vale la férmula de Kiinneth.

Ejemplo: Existen morfismos (Eilenberg-Zilber)
C5m8(X x Y) <:’i Cs"8(X) @y C578(Y) , FG = id, GF ~ Id
D



Sea k un cuerpo, y consideramos
0 — k[x] = k[x] = k—0
es exacto.

si X = (0 = k[x]er 2 k[x] = 0)
(k[x] en grados 0y 1, d(e;) = x)

Hi(X) = 0, Ho(X) = k.

Si Y =(0— k[ylex = k[y] = 0)

= XY=

0 — k[x,yleres — k[x, yler @ k[x, ylez — k[x,y] = 0
d(ere) = xe; — yer, d(e1) = x, d(e) =y

~~ generalizacion a k[xy, ..., x,].



A'y B dos k-algebras, supongamos k cuerpo.
Ma, AN Mg, gN’, entonces (® = ®y)

M & M es un A® B-modulo a derecha,
N ® N es un A® B-modulo a izquierda, y

Tor}**(M @ M', N ® N') = Tor(M, N) ® Tor/(M', N')

dem: Ejercicio 1 ) Py — M, P, — M’ dos resoluciones,
entonces P ® P’ resuelve a M @ M’ (usamos Kiinneth),

2) (P® P AgB(N@a N') = (P@ N)® (P’% N")

/ / o / /
(pep) @ (nan) e (pana(pen)



Teorema: (Férmula de Kiinneth) Supongamos Vn B(X), es
proyectivo y Z(X), es playo. Entonces el morfismo natural
anterior estd en una s.e.c.

0— PHXRDHY —H,(XY)—~ @ Tor{(H,X,HY)—0

p+q=n A pt+g=n—1



dem de Kunneth

Sea X un complejo, Hy(X) = Z,(X)/By(X)
0— (Z(X),0) = (X, d)—<£ B(X)[-1] —0

es sec de complejos. Vp

OéZP(X)i_)XpJBP—l(X)ﬁO

es s.e.c. de A-mddulos (a derecha)
Sup. B,(X) proyectivo Vn = (lugar a lugar) se parte.

Si Y, es un complejo (de A-mod a izq), = Vq

00— Z,(X)e Y e X0 Y 2208 (X)0 Y ——=0

es exact y también

0— (Z(X)® ), ~—= (X2 V)XY (B(X)2 V), 1 — 0



0——(Z(X )l ® Y)y —— (X®Y), dX@ldY(B(X)(TY)n_1—>O
0— (Z(X)® V)o1 > (X0 Y), TZX(B(X)@Y)p2 —0

Concluimos una s.e.c. de complejos

dx®idy,

0——=Z(X)®Y =XV B(X)®Y[-1] —=0

= s.e. larga en homologia
= Hp1 (Z(X)QY) = Hp1(X®Y) = Hy i (B(X)@Y[-1]) —

= H(Z(X)®Y) = Ho(X R Y) = Hy(B(X)® Y[-1]) —



o= Hyp1(Z(X)®Y) = Hpst(X®Y) = Hpa (B(X)[-1]®Y) —

— H,(Z(X)®Y) = H(X®Y) = Hy(B(X)[-1]® Y) —
Obervamos: para W =26 B

Hi(W @ Y) = @pHy p(W, ® Y)

y si Z es playo (B era proyectivo, luego playo también), para
W=Z7Z6B

Hy(W @ Y) = ©pW, @ Hop(Y) = (W @ H(Y))n

Tambien es claro que H,1(B(X) ® Y[—1]) = H,(B(X) ® Y).



la suc.
o= Hp1 (Z(X)®Y) = Hp1(X®Y) = Hyi(B(X)@Y[-1]) —

= H,(Z(X)®Y) = Hi(X®Y) = Hy(B(X)[-1]® Y) —
queda

A EBPBP ® anp(y) -

— ®pZ, @ Hyp(Y) > Hi(X®Y) = ®,B, @ H_1-p(Y) —

= ®pLp @ Hypo1-p(Y) = -+
como tensorizar es exacto a derecha, el conucleo de

©pBp @ Hy—p(Y) = ©pZp @ Hop(Y)

es
©pHp(X) @ Hop(Y)

por lo tanto ...



La suc.
= BBy @ Hyp(Y) —

— BpZy, @ Hop(Y) = Hi(X R Y) = @,B, @ Hym1-p(Y) —
= BpLp @ Hypo1-p(Y) = -

nos da

0 — @pH,(X)@H,—p(Y) = Hy(XRY) = ©,B,0H,—1-p,(Y) —
— BpZy, @ Hpo1—p(Y) — - -
a su vez, la imagen de la segunda flecha, es el nucleo de

69po ® anlfp(y) — @pzp ® anlfp(y)

Calcularemos este nicleo.



EBPBP ® anlfp(y) — EBpr ® anlfp(y)
Para calcular este nucleo, considermos la s.e.c.
0—= B, = Z, = Hy(X)—0
que, al tensorizar con H,(Y') da
- Tory(Z(X), Hy(Y)) = Tors(H,(X), Hy(¥)) =

— B, @ Hy(Y) = Z, @ Hy(Y) = Hp(X) @ Hy(Y) — 0
pero como habiamos supuest Z, playo,

Tory(H,(X), Hy(Y)) = Ker(B, @ Hg(Y) — Z, @ Hq(Y))
luego
STory(Hp(X).Hy-p(Y)) = Ker (?BP®HHP(Y)—>§ZP®HHP(Y))
=
O—>EEH,,(X)®H,,_p(Y) — H,(X®Y) —>6§Tor1(Hp(X), Hp1p(Y))—0



Se re-escribe como

0 = (HX®HY), = Ho(X®Y) = ®Tory(HpX, Hp1_,Y) — 0
P

Casos particulares:
k un cuerpo, entonces

Ho(X) @ Ho(Y) = Ho (X @ Y)
si (BX proy, ZX playo y) o bien H(X), o bien H(Y) playo =

Ho(X) <§> H.(Y) = H, (X <§> Y)



V espacio topoldgico, S.(V, A)=A-médulo libre en los
simplices en V/,

H:"E(V, A) = H,(S.(V, A))

Es claro que
Se(V,A) = S.(V,Z)®z A

X = S.(V,Z), B(X)y Z(X) son Z-libres. Y = A,
H

Llamemos H,V := H"(V Z)
= existe s.e.c.
0— H,V ®;A— H"(V,A) = Tor“(H,_1V,A) =0

x.ej. si H,(V) tiene p-torsién = HZ™%(V,Z,) # 0.



Resoluciéon de Koszul

A = Kk[x1,...,%n], M = k (via evaluacién en cero),
Ker(evg : A — k) = (x1,..., %) = .0 AX;

n
?---—>@Ae,-—>A—>k—>0
i=1
€ — X;

Para cada k > 0 tomamos (K; = A)
. n.__ n
d:Kj = P Ae--e, = Kl
i1 <<
ei1 oo el.k — Xileig o e el.k — Xigeilei3 o o el.k _I_ [P

k
=S (1Y 6,

J=1



Resoluciéon de Koszul

Hechos: K] termina
ce— @k[xl,...,xn]e,- — k[x1,...,xo] = 0

Ho(K?) = kl[x1, .., xa]/{x1, -, x0) = Kk

Ky = (0 — k[x]e /== k[x] = 0)

X

€n4-1F>Xn41

K = K @k (0 — k[xpr1]enis ——> k[xp11] — 0)

. Hi(K+Y) = 0 Yk > 0.



