
Koszulidad y la resolución standard

Recordamos

· · ·A⊗ A⊗n ⊗ A
b′→ · · · → A⊗ A⊗ A

b′→ A⊗ A
m→ A→ 0

la resolución de A como A-bimódulo.

A¡
n = Rn =

⋂
i

V⊗i ⊗ R ⊗ V n−i−2 ⊆ V⊗n ⊆ A⊗n

lo que nos induce un morfismo de A-bimódulos

A⊗ A¡
n ⊗ A ↪→ A⊗ V⊗n ⊗ A ↪→ A⊗ A⊗n ⊗ A

Nos preguntamos qué diferencial poner (si es que se puede) en

en A⊗ A
¡
• ⊗ A para tener un morfismo de complejos.



· · · A⊗ A
¡
n ⊗ A ? //_______ A⊗ A

¡
n−1 ⊗ A// · · ·

· · · A⊗
(⋂

i+j=n−2
V⊗i⊗R⊗V j

)
⊗A

� _

��

A⊗
(⋂

i+j=n−3
V⊗i⊗R⊗V j

)
⊗A

� _

��

· · ·

· · · A⊗ V⊗n ⊗ A� _

��

A⊗ V⊗n−1 ⊗ A� _

��

· · ·

· · · // A⊗ A⊗n ⊗ A b′

=
n∑

i=0
(−1)ibi

// A⊗ A⊗n−1 ⊗ A // · · ·

∀0 < i < n : bi |A⊗Rn⊗A = bi |A⊗V⊗i−1⊗R⊗V⊗j⊗A ≡ 0!



∴ el diferencial está inducido por

A⊗ V⊗n ⊗ A
d=b′|−→ A⊗ V⊗n−1 ⊗ A

a ⊗ v1 ⊗ · · · vn ⊗ b 7→ av1 ⊗ v2 ⊗ · · · vn ⊗ b

+(−1)na ⊗ v1 ⊗ · · · vn−1 ⊗ vnb

Obs.: el sumando de la izq. es el diferencial familiar de Koszul,
el de la derecha es el análogo, pero con signo alternado.
En grados bajos:

· · · // A⊗ R ⊗ A // A⊗ V ⊗ A // A⊗ A m // A∑
a⊗r⊗r ′⊗b � //

∑
ar⊗r ′⊗b

+
∑

a⊗r⊗r ′b

a⊗v⊗b � // av⊗b−a⊗vb



Teorema:

Son equivalentes:

1. El complejo Kbi(A) = A⊗ A
¡
• ⊗ A es aćıclico,

· · · // A⊗R3⊗A // A⊗R⊗A // A⊗V⊗A // A⊗A // A // 0

2. El complejo de Koszul a izq. K`(A) = A⊗ A
¡
• es aćıclico,

· · · // A⊗ R3
// A⊗ R // A⊗ V // A ε // k

3. El complejo del otro lado Kr (A) = A
¡
• ⊗ A es aćıclico.

· · · // R3 ⊗ A // R ⊗ A // V ⊗ A // A ε // k

4. La inclusión A⊗ A
¡
• ⊗ A→ C•(A,A) es un q-iso.



Coro 1: A Koszul ⇒ ∀M ∈ A-Mod, M admite la resolución
(funtorial)

Kbi(A)⊗A M ∼= A⊗ R• ⊗M

y gldimA ≤ el máximo grado n/ A!
n 6= 0.

Pero ExtnA(k , k) = A!
n, luego

Coro 2: dimV <∞, A Koszul

⇒ gldim(A) <∞ ⇐⇒ dimk A
! <∞

En ese caso, gldim(A)= el máximo grado tal que n / A!
n 6= 0.

Coro 3: A Koszul a izq ⇐⇒ A Koszul a derecha



Koszulidad de A vs de A!

A = TV /(R), dimV <∞. El complejo de Koszul de A a
izquierda es

K`(A) = (A⊗ A¡
•, dA)

En grado homológico n tiene A⊗ A
¡
n

y en grado interno n + m: Am ⊗ A
¡
n

El complejo de A! a derecha es

Kr (A
!) = (A∗• ⊗ A!, dA!)

en grado homológico m es A∗m ⊗ A!

y en grado interno m + n tiene A∗m ⊗ A!
n

Observamos A∗m ⊗ A! = (Am ⊗ A
¡
n)∗ y dA! = (dA)∗



Corolario: A es Koszul ⇐⇒ A! lo es.

Ejemplos: ΛV , kq[x , y ]! =k〈x , y : x2 =0=y 2, xy =−q−1yx〉,
son Koszul.


