Koszulidad y la resolucién standard

Recordamos
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la resolucion de A como A-bimddulo.
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lo que nos induce un morfismo de A-bimédulos
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Nos preguntamos qué diferencial poner (si es que se puede) en
en A® Al ® A para tener un morfismo de complejos.



AR(NVERROVIIRA  Ax(NVERR®VI)RA

i+j=n—2 Vf i+j=n—3 J
AR Ve ® A AR Ve 1x A
AQA" @ A—L S Ag A1 A

=2 (-1)'by

V0 <i<n: bilagr.ea = bilagvei-igraveioa = 0!



.. el diferencial estd inducido por
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Obs.: el sumando de la izq. es el diferencial familiar de Koszul,
el de la derecha es el analogo, pero con signo alternado.
En grados bajos:
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Teorema:

Son equivalentes:
1. El complejo Kui(A) = A® AL ® A es aciclico,

= AQR3RA—~ AQRRA—ARQVRA—ARA—A—0
2. El complejo de Koszul a izq. Ky(A) = A® Al es aciclico,
AR —~AQR—-ARQV —-A-Sk
3. El complejo del otro lado K,(A) = Al © A es aciclico.
>R ®A—=RRIA=VRA—=ASk

4. Lainclusién A® Al @ A — C,(A, A) es un g-iso.



Coro 1: A Koszul = VM € A-Mod, M admite la resolucién
(funtorial)
Kpi(A) @a M= A® Ry @ M

y gldimA < el méximo grado n/ A! # 0.
Pero Ext}(k, k) = A, luego
Coro 2: dim V < oo, A Koszul
= gldim(A) < co <= dim; A' < oo
En ese caso, gldim(A)= el maximo grado tal que n / A. # 0.

Coro 3: A Koszul a izq <= A Koszul a derecha



Koszulidad de A vs de A’

A= TV/(R), dimV < co. El complejo de Koszul de A a
izquierda es .

En grado homoldgico n tiene A ® AL
y en grado interno n+ m: A, @ Al

El complejo de A' a derecha es
K (A) = (AL @ A da)

en grado homolégico m es A* @ A'
y en grado interno m + n tiene A% @ A,

Observamos A% @ A' = (An @ AL)* y da = (da)*
-



Corolario: A es Koszul < A' lo es.

Ejemplos: AV, k,[x,y]'=k(x,y : x*=0=y? xy=—q 1yx),
son Koszul.



