Algebras cuadraticas de Koszul

A= TV/(R), R C v&?

diremos que A es un algebra con relaciones cuadrdticas.

Ejemplos:
kix,yl=T(k@ ky)/(x®y —y @x)

Nx,y) = T(kx© ky)/(x X, xRy +y@x,yQYy)
A= TV (R=0); A=k®Vcon V-V =0(R=V?)

q € k*, kqlx,y] = kix, y|xy = qyx)



SiA=TV/(R) con R C V®? es un &lgebra cuadratica,
entonces es graduada y conexa,
V®2 V®3

Ae ke V
BV P Ve RIRaV

Se tiene la aumentacion
e:A—k

inducida por
TV — k
vi—0

k es A-mddulo, queremos encontrar una resolucién lo mas
pequeiia posible de k como A-médulo.



Empezamos por e : A — k — 0,
como Kere = (V), podemos continuar con

AQV - A—=k—=0

axvi— av

cémo continuamos? R C V®2, consideramos el mapa
AR V®? 5 ARV

ARXVRIWHrH avQQw

Si hacemos la composicién
AR VE? 5 ARV — A

AaRQVRIWHH av Q@ w — avw

no necesariamente da cero, pero si lo restringimos a A® R si



AR —A®V — A
a®(ZVi®W,‘)'—>ZaVi®WiHa(ZViWi):0

1

1

pues > . v; ® w; € Ry por lo tanto

0=> vw € TV/(R)

i

Por ahora tenemos un complejo

AR R—-AQV - A—k—0



Tomamos A= TV, R =0, el complejo construido da
simplemente

0—-TVXV TV k-0

es una resolucion!



SiA=kix,y] = T(kx D ky)/(x®@y — y @x)

A®R ARV A k
AR(xQRy —yRx)—= ARx ® ARy A k
AR (XQYy —yRx)—=ax®y —ay @x a——¢(a)

a®x+b®y+———sax—+ by



SiA=k@®Vcon V-V =0 osea R=V®?

A® R ARV k 0
(kEBV)®V®2 —(kaV)V—(k®dV)—=k——0
k®v®2 k®V
D \ \
V®V®2 VeV
es exactol!

icémo continuar?




7?55 AR—-AQV > A—k—0

Podemos definir
Rs:=(ReV)N(V®R)C VAS

y entonces la restricciéon a A ® R3 nos da un morfismo en el
objeto deseado:

AR V3 A® V2

ARURXIVRIWH=aAUR VRS W



En el ejemplo k[x,y] = TV/(x®y — y ® x), R3 =0, asi que
tenemos el candidato a resolucién

0ARR—-AQRV —-A—=0



En
klx,y,z] = T(kx@ky®kz)/(xRy —y@x, xQz—28X, yQ®z—2RyY),

Ry = kVol, Vols = 3 (—1)"%1 ® Xo2 @ X3

0ES3

y tenemos la resolucién de Koszul de k[x, y, z], lamando
XAYy=XQy—y®x, etc

A Vol — ARQ(kxN\yDk@yNzBkRzAXx) = AQV — A — k — 0



Motivados por esta construccidn, definimos:
Ro=k, R =V, R =RCV®*2

y para n > 2:

Ro = Nipjqomn V¥ @ RO V| C VE"

yd: A® R, - A® R,_1 definido restriccién de
AR VO 5 Ag Vet

A® V®n

aQVI®: - QVp=aviQVa®- - XV,



Definicion: A= TV/(R) con R C V%2, el complejo
= ARR, — - — ARR; — ARR - AQV - A— k— 0

se denomina el complejo de Koszul de A.
Diremos que A es (cuadratica) Koszul si su complejo de
Koszul es exacto.

Observacion: Cada proyectivo de la resolucién en el lugar n
(es libre) es graduado y generado en grado n, pues es A® R,,.
Estas condicion es otra posible definicién (que resulta
equivalente) de Koszulidad.



Ejemplos:
1) k[x1,...,xp), k@ Vy TV.

2) El plano cuéntico: si g € k*,
A = ky[x,y] = k{x,y}/(xy — qyx) es Koszul, la resolucién
tiene largo 2:

00 AR (X®Ry —qy®x) — ARxPARY — A—= k=0
a@(X®y —qy@x) > ax®y — qay ®@ x

3) Uno menos trivial es A = k(a, b, ¢, d) con relaciones
ab = gba, ac = qca, ad — da= (q — q *)bc,
bc = cb, bd = qdb, cd = qdc

4) A= k{x,y}/(x*, yx) NO es Koszul.
(Es Noetheriana de un lado pero no del otro!)



Obs: A Koszul = Tor?(k, k) = R,, Ext}(k, k) = (R,)*
(en particular tienen la misma dimensién).

Sabemos que Ext4(k, k) es un algebra, es
k®VDR®R;D--- una codlgebra?,

Se puede comprobar que efectivamente

@R,, C TV

n>0

es sub-codlgebra con la deconcatenacion.

mas facil, veremos el dlgebra dual-Koszul A' asociada a A



El dual de Koszul

A= TV/R con R C V®? es graduada

AZ@An:k@V@Az@-“@An@-“

n>0
donde Ay = V®2/R y para n > 2,
ver
An = S VO @R® Ve

itj=n—2
El morfismo natural

VeV - (Ve V)

pev e (vor s o))

siempre inyectivo, es iso si dim, V < oo.



Asumimos dim, V < oo e identificamos
V¥ V* = (V® V)" Delas.e.c.

0+ R—= V2 5 VIR 0
tenemos
0— (V/R) = (V)** 5 R* =0
Identificamos (V®2/R)* = R® C (V*)®2.

Definicion: Si A= TV/(R)

A= T(V)/(RY)

A' es cuadratica



Obs: dimV < 0o = (A")' & A (via V** 2 V)

Ejemplos:
A Al
5(V) ANV*)
TV ko V™
kix,y|xy=qyx) | k(X,Y|X?=0=Y? XY =—qg1YX)

Obs: justo en estos ejemplos dim A' < oo,
eso significard gldimA < oo



Prop: dim, V < 0o = A' es el dual graduado de R, y
viceversa:

A'=PR;. Pr. = PA,) = A

n>0 n>0 n>0



Demostracion: Primero observamos
|

A!:k@\/*@Aé@...@A-ﬂ@...
donde

Ay = (V¥R = R = Ay % R™ =R

V*)@n
> 2: A = ( . .
y paran TS (V)P @R (V)E
i+j=n—2
V*)®n
A=koV'ORD--- (. :
ST e R e (v

i+j=n—2
Veamos unas férmulas de algebra lineal para mostrar

(v)er
> (V¥ e R e (V)

i+j=n—2

~ m V**®/®R**® V**@j

i+j=n—2



Supondremos ahora todos los espacios vect de dim finita

i %4
TCV T V = ——
SSTCV=0—=(5+T)— %S+T—>O

Vo . N
:0—><5+—T> V' —(S+T)—>0
Pero i* = |sy7 = Ker(i*) = (S+ T)° = 5N T% y tenemos
0-5S°NT 5 V5 (S+T) =0

Ahora veamos formulas similares pero junto con ®



ScV, Wy W dos espacios vectoriales,
0—-S—>V->V/S—0
0S5 V" =S5 =0

+ exactitud ®

0=WasSeW -WaVeaW —WeV/SeW' —0
luego

0— WaVSaW) — WeVeW) —s WS W) —=0

= =| =|
0— We(V/S) W) —WeVeW) — WS oW) —0
~| H H

0— W*@SaW)* — W*oV*oW)* — WaS*@W)* —0

0— W*@S°0oW)* — W*o V*o(W)* —

W ®50® (W/)*

—0




y si volvemos a dualizar

0~ (%2; S((Wg*)*»(w*e@ V@ (W) (W*®5:® wy) -0

0—(we 50® ) DV (W’)”*»(W*@S"@(WO*)*»O

O»(W*@S"@ ) RV*® (Ws**»w*@(s_o)*@(wy*»o
|

oa(w* 50® WQ*) e WRVRW ——=Wa(V/) W —=0

Concluimos

(W*®5°®(W’)*)O% WeSe W




Aplicacién a A

A= @nzo A”’
0— Z VO @ R® VY 5 VO 5 A 50
i+j=n-2
A = @nZO A!n’
0= > (V@R @ (V) = (V) = A, -0
i+j=n—-2



Dualizando,

(An)

0

((V*)®”)* o (Z (V*)®i ® RO ® (V*)®J)* -0

i+j=n—2
I

0~ (V)®eR°@ (V)& — Vo — (32 (V@ R°& (V) -0

i+j=n—2 i+j=n—2
I

0— N V¥RR® VY — Ve (5" (V¥ @R® (V%) -0

i+j=n—2 i+j=n-2

o) ‘

Reencontramos entonces
Aln*an: ﬂ V®/®R® V®j§ V/&n
i+j+2=n
Coro: A' = P, A, es cociente de TV = su dual graduado

= Al = (PA) =PR.C TV

n

es sub co-algebra de TV con la deconcatenacidn.



