ALGEBRA HOMOLOGICA

Algebras de Koszul 1

1. Sea A = kylz,y] = k{z,y|lzy = qyz), 0sea V =kx S ky, R=k(z @y — qy @ x).
(a) Consideramos X,Y € V* la base dual de {z,y}. Muestre que R° estd generado
por {IX@ XYY, X®Y +¢ 'Y ® X}y que por lo tanto
A =EX,)Y|X?=0=Y2 XY =¢'VX)
A' tiene dimensién finita (4) y su componente de grado méximo es 2, por lo
tanto el complejo de Koszul de A tiene longitud 2.

(b) Usando que k,[x,y] es libre sobre k con base los monomios ordenados
{z'y’ 11,7 € Ny}, muestre que el complejo de Koszul

0= kfr,y@(@y—quezr) > A0 ARy - A=k —0
es exacto, y por lo tanto k,[z,y] es un dlgebra de Koszul.

(¢) Calcule Tor? (k, k) v Ext”(k, k)

2. Para las siguientes dlgebras, Calcule A'. Calcule las dimensiones de A}, y A. Escriba
explicitamente el complejo de Koszul hasta grado 3:

ARR3; AR —>AQV - A—>k—0

(a) A=Fk(z,y)/(zy, yﬂf)
(b) A= k(z,y)/(a? = y*, 2y = ya).
(c) A=k(x,y)/(x? yx) (ésta no es Koszul!).

3. Sea A =TV/(R), llamemos R(A) = ,, R,. Observemos que el diferencial
dy :AQR, > AR R,
es homogeneo de grado cero si consideramos el grado total en A ® R, o sea,
dal: Ay @R, = App1 @ R4

Usando que RY = Al y que A¥ = R,(A") (identificando V con V**), muestre que la
traspuesta da el diferencial de A' cuando se hace el complejo de Koszul a derecha,
mas precisamente

A+1®R A—>Ap®Rn—1

d
R(A!)p—s-l ® A!n—l - R(A!)p ® Aiw

concluya que A® Ro(A) es una resolucién de k como A-médulo a izquierda si y sélo
si Ry(A') ® A' e suna resolucién de k como A-médulo a derecha y por lo tanto A
es Koszul (a izquierda) si y sélo si A' es Koszul (a derecha).

(Veremos luego que A es Koszul a izq <= lo es a derecha)

4. Muestre que Ext} (k, k) = S(V*), y que Extyg (K, k) = T(V*).



