ALGEBRA HOMOLOGICA

Ejercicios cohomologia de grupo

1. Tensorizar la resolucién standard de k[G] como k[G]-bimédulo a derecha por —®yq
k (donde k es el G-moddulo trivial) y describir el diferencial.

2. Deducir la férmula del diferencial que calcula la cohomologia de grupo via el iso-
morfismo

Homyq)(By,, M) = Homyq (k[G] ® k[G])*", M) = Func(G", M)

3. Sean M y N dos A-mddulos izquierda, entonces
Homy (M, N) € aModa
via
(a- f-d)(m):=af(a'm)
si P es un A-bimédulo, entonces

Hom s pimod(P, Homg (M, N)) = Homy (P ®4 M, N)

Sea A una k-algebra sobre un cuerpo, M y N dos A-médulos a izquierda y consid-
eramos Homy (M, N) como A-bimédulo como antes. Muestre que

H*(A, Homy (M, N)) = Ext% (M, N)

En particular, para A = k[G] y M = k con accién trivial, se tiene que Homy (k, N') &
N como G-médulo a izquierda y tiene accion trivil a derecha, lo que denotamos por
N,.. Luego la cohomologia d eHochschild y la de grupo estan ligadas por

H*(K[G], N.) = H*(G, N)

H?*(G, M) y extensiones abelianas

Counsideraremos
O—-M-—-F—-G—1

una extension de grupos con M abeliano. Es decir, M es un grupo abeliano, subgrupo
invariante de un grupo mas grande E,y E/M = G.

1. Completar las demostraciones de los Lemas/Ejercicios 1,2,3,4 de la tedrica.
2. La accién de G en M es trivial si y sélo si M es central en E.

3. E un grupo con |E| = p™ y n primo, muestre que E sucede en una extensién de la
forma
0—=2Z,—E—G—1

con Z, central en E, por lo tanto E estd determinado por un grupo G de orden
p"~ !y un 2-cociclo [f] € H*(G,Z,) donde en Z, la accién de G es trivial.
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4. Sea G = 7", notar k[Z"] = k[ti'--- k[t*'] es una localizacién del anillo de poli-
nomios. Muestre que el complejo de Koszul

0—=Kkl[tr, - ta]QA"V — - = k[t - - - ,tn]®A2V—>k:[t1, s |V = K[ty -t > E—0

donde V' = @ ke; y d(e;) = (t; — 1). da una resolucién de k como k[ty,...,t,]
modulo donde la accién es evaluar ¢; en 1 (no en 0). Muestre que localizando la
anterior, se obtiene una resolucién de k como k[Z"]-médulo de la forma

0= k[Z" @A"YV — -+ = K[Z"| @ A*V = K[Z"| @V = Kk[Z"] -k —0

5. Sea F,, el grupo libre con n generadores x1,...,z, y k un anillo conmutativo.
Muestre que hay una resolucién de k[F,] como k[F,]-bimédulo de la forma

0— k[F,] ®V ® k[F,] — k[F,] ® k[F,] = k[F,] = 0

donde V' = @ | ke;, con las “mismas” férmulas que la resolucién del dlgebra
tensorial. Concluya que

ei—x; — 1

donde €(g) = 1 para todo g € F),, es una resolucién libre de k como k[F},]-modulo.
En particular H*(F,, M) = Hy(F,, M) = 0 para todo k > 1 y para todo k[F},]-
modulo M.

6. (Lema de Shapiro) Sea H un subgrupo de G, y N un Z[H]-médulo, entonces
H.(G,ZIG) @uyu N) = H.(H, N)
H*(G, Homy (Z[G], N)) = H*(H, N)
mostrar que si [H : G| < oo, entonces
Z|G) @z N = Homg ) (Z[G], N)
como Z[G]-modulo, con un isomorfismo natural en N.

7. Sean f : A — B un morfismo de anillos. Bajo la hipotesis que B sea A-playo, o
A-proyectivo, generalice el lema de Shapiro.



Aplicacién: calculo iterativo de grupos de orden p"

Sea p primo y E un grupo de orden p". Entonces E tiene centro no trivial y por lo
tanto un subgrupo (central), y en consecuencia un subgrupo (central) isomorfo a Z,. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que E contiene a Z,. Luego G := E/Z, es un
grupo de orden p"~1. Si (inductivamente) conocemos todos los grupos G de orden p™~1,
entonces sélo tenemos que calcular H?(G, Z,) y reconstruir todos los posibles grupos de
orden p".

Atencién: Hay mdas de 10 millones de (clases de isomorfismo de) grupos de orden
512. (mas precisamente, hay 10494213 (GAP)).

Grupos de orden p’

Posible tema de final: Dar la lista de todos los grupos de orden p?, e indagar en lo
que habria que haer pra tener los de orden p?.

1. Sea C, = (t : t" = 1) el grupo (multplicativo) ciclico de orden n. Utilice la
resolucién pequena de Z como C,-moédulo trivial para calcular Ext%[cn](Cn,M )
donde M es un C),-médulo. Explicite el caso en que M tiene accién trivial.

2. Sea G = C, xC,. Use la férmual de Kiinneth para mostrar que el producto tensorial
(sobre Z) de las resoluciones de C,, da una resolucién para C,, x C,, Explicite lo méas
posible EXt%[cnan](Cm M) donde M es un médulo con accion trivial.

3. Sea E un grupo de orden p3. Muestre que F aparece en una extensién de la forma
0—=2Z,—E—G—1

donde G = C2 0 G = C), x C,, y Z, es central (y por lo tanto la accién de G en Z,
es trivial). Calcule todos los posibles grupos de orden p3.

4. Otra estrategia podria ser: si |E| = p® entonces E admite un subgrupo invariante
de orden p?, llamémoslo M, y por lo tanto M es necesariamente abeliano (aunque
no necesariamente central), y G = E/M = C,,.

e Muestre que si M es central entonces E es abeliano, y del teorema de estructura
sobre un dip sabemos que E = Z,3, Zy> © Zyy, 0 Ly D Ly D Ly,

e Si M no es central, entonces se tiene un accién no trivial de C}, en M.

— Segin M = Z,2 o Z, ® Z,, encuentre los elementos de orden p en U(Z,2),
oen GL(2,7Z,), eso dara las posibles acciones de C), en M.

— para cada una de las acciones (o de las acciones a menos de conjugacién)
calcule H?(C,, M), y reconstruya las posibles tablas de multiplicar en F.



Adicionales sobre la formula H*(k|G], M) = H*(G, M ad)

1. Si M es un k[GJ]-bimddulo, se define M como el G-mddulo a izquierda con accién

g aam = gmg

Observacién: el funtor ad preserva el espacio vectorial subyacente, por lo tanto
preserva limites y colimites, sumas directas y productos directos. Veremos que
también preserva objetos proyectivos e inyectivos, lo que nos dara una relacién
entre la (co)homologia de grupos y la (co)homologia de Hochschild de k[G].

2. Si M es un k[G]bimédulo, entonces
HO(k[G], M) = M*C = {m € m : am = ma, Ya € k[G]}
= (MY ={m e M :g-gm=m, Vg € G}
3. Si M = k|G] ® k[G] como k[G]-bimddulo, entonces
M = E[G)D = kGl @ V

donde a a derecha la accién de k[G] es en el primer tensor, y V' es un k-mdédulo
libre de rango #G. Sugerencia: considere el morfismo k-lineal

kG] ® k[G] — k|Gl @V

gRg —g®4dy

donde V' = k[G] como k-mddulo. Encuentre la aplicacién inversa y muestre que
realiza el isomorfismo deseado. Concluya que si P es k[G]¢ proyectivo entonces M
es k|G]-proyectivo como G-médulo.

4. Sean V' y W dos G-mddulos. Muestre que
Homy,(V, W)

es un k[G]-bimdédulo via
(9£9)(v) = gf((g")'m)

y por lo tanto un G-médulo v’ia la accion adjunta
(9 aa )W) = gf(g (v)
Muestre que

(Homy,(V, W)M = (Homy,(V,W)*¢ = Homyey(V, W)

5. Sea A una k-algebra con k un cuerpo (o ue A sea k-proyectiva), muestre que si Py
es A-proyectivo a derecha, entonces el A-mddulo a izquierda

I := Homy,(Pa, k)

es inyectivo como A-modulo a izquierda.
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6. Sea M un k[G]®-mddulo a izquierda, luego M* es k[G]¢-mddulo a derecha (y por lo
tanto a izq.), sip : P — M™* un epi con P un k[G]¢-proyectivo (a derecha), entonces

p* M — P*

es monomorfismo, con P* un k[G]® mddulo (a izquierda) inyectivo. Luego, la com-
posicion M — M** — P* nos da un mono en un k[G|%inyectivo. Concluya que
todo inyectivo es isomorfo a un factor directo de un producto arbitrario de (k[G]¢)*

7. Sea I un k[G]°-inyectivo, que podemos suponer un sumando directo de ((k[G]¢)X))* =
(k[G]9))* = (K“*9)X. Muestre que el k[G]-bimédulo (k[G]¢)* = k€*¢ verifica

(k,GXG)ad ~ (kG)X

con #X = #G. Concluya que si I es k[G]¢ inyectivo entonces ¢ es inyectivo como
G-modulo.

8. Muestre que H*(k[G], M) = H*(G, M). Sugerencia: calcule H*(k[G], M) usando
una resolucién k[G|¢ inyectiva de M.



