ALGEBRA HOMOLOGICA

Algebras filtradas: el ejemplo del algebra de Weyl

k en principio anillo conmutativo. Sea 0 : k[z] — k[z] dado por

y por abuso de notacién, indicaremos = la multiplicacién por x, como endomorfismod
e klx]. Muestre que

0,z] =1d € Endy(k[x])

k

[
Se define el algebra de Weyl Ay (k) := k{z,y}/([y,x] = 1) y denotamos 0 =7 € A;(k).
Por lo anterior, A;(k) tiene a k[z] como representacién natural.

1. Muestre que los monomios {z'?’ : i,j € Ny} forman un sistema de generadores
como k-moédulo.

2. Supondremos de aqui en adelante que k es un cuerpo de caracteristica cero. Muestre
que A;(k) no tiene representaciones de dimensién finita sobre k. (Sugerencia: si V
es una representacién de A;(k), se tiene que

Olv, z|v] = Idy

donde, si P € A;(k), denotamos P|y = P-— : V — V. En particular, Idy debe
ser un conmutador, y si V' tiene dimension finita esto implica que tiene traza cero,
absurdo.

3. Consideremos P =) . ; a;j2'07 € Ay(k) y llamaremos parte principal a la parte con
J maximo dentro del soporte de los a;;, es decir, que podemos escribir a P como

P = p(x)oN + Z a;jx'd’
3,7:5<N
Si M = k[x] como A;(k)-mddulo, muestre que
P2 = Np(z)

y por lo tanto p(z) estd bien definido (como funcién de P). Concluya con un
argumento inductivo que {z°@’ : i,j € Ny} no sélo generan sino que son una k-
base de A;(k). (ell resultado es cierto en cualquier caracteristica, pero con otra
demostracion)

4. Consideramos en A;(k) la filtracion dada por F,(A;(k)) = ('07 : i+ j < p)
(subespacio generado sobre k). Muestre que gr(A;(k)) = k[x,y] como k-algebra.

5. Sea P = Zj a;pj(x)d7, muestre que

0.P) = Y aipy(0)07
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y si escribimos @ = >, 2q(9) con ¢ un polinomio en 9, entonces
[0, Q] = =) a'd(9)

(a) Concluya que A;(k) es simple (recordamos que asuminos k cuerpo de carac-
terstica cero). Mds precisamente, si I es un ideal bilatero y P € I es no nulo,
entonces I contiene una constante no nula.

(b) Concluya también (recordamos que asuminos k cuerpo de caracterstica cero)
que A;(k) es central, es decir, Z(A) = k. Si k tiene caracteristica p > 0
muestre que z¥ y 0P son centrales en A;(p)

6. Sea V el espacio vectorial de dimensién 2 con base {e,,eg}. Muestre (Shridaran)
que la siguiente es una resolucion, donde los diferenciales son A-lineales a izquierda
y derecha, definidos en base por

0> ARe, Neg @A — AR (ke, Dheg) A — AR A T3 A =0

1®e, Neg®1 — TReR1—1Resg®x
—0Re, R®1+1®e, ®O,

1®e,®1 —» 201 -1®u7,

1®eyg®1l —» 0®1-1®0.

Sugerencia:

(a) Muestre que d* =0

(b) Encuentre una filtracion del complejo tal que el graduado asociado sea una
resolucion de Koszul.

7. Use la resolucion anteror para mostrar que
H*(A, M) = Hy_o(A, M) YM € s4Moda

(Observacién: basta ver el caso M = A°.) Calcule HH"(A) y HH,(A) para n =
0,1,2.



