ALGEBRA HOMOLOGICA

Categorias derivadas 1

1. Siu: X =Y, sedefine cyl(f), = X,, ® X,,_1 ®Y,, con diferencial
d(z, 2’ y) = (de + 2, —dx’, dy — u(x))

(a) Muestre que d* = 0.
(b) En el caso u = Idy,

i. muestre que cyl(X) := cyl(Idx) es homotépicamente equivalente a X.
ii. ¢:cyl(X) — Y es un morfismo de complejos <= ¢ es de la forma

oz, 2, 2") = f(z) + h(z') + g(2")

donde f, g € Homcnain(a)(M, N) y h : X[—1] = Y es una homotopia entre
f v g, es decir,

f—g=dh+hd

2. 41 : X = ayl(X), x = (2,0,0) es un morfismo de complejos, también is : X —
cyl(X), = — (0,0, z). Las proyecciones p; : cyl(X) — X dadas por py(z,2',2") =
y px,a',x") = 2" no son morfismso de complejos, sin embargo,

preyl(X) — X
(x, 2", 2") = x + 2"

si es un morfismo de complejos, y se tiene poiy = Idx = p o i5. Muestre que tanto
i1 0 p como iy o p son homotdpicas a la identidad de cyl(X).

Reccordar que llamamos tridngulo en H(A) a una terna
(X,)Y, Zu: X =Y v:Y = Zw:Z— X[-1])

que sea isomorfa a un cono, més precisamente, un tridngulo en H(A) es a toda
terna donde exista un diagrama de la forma

Xty ' oz " X[-1]]

a|l= bl = C o

ML N Colf) —= M[-1]

o al—1]

donde los cuadrados conmutan a menos de homotopia y a,b,c son equivalencias
homotdpicas. Recordamos Co(f) = N @& M[—1] con diferencial

d(n,m) = (dn + f(m), —dm)
Un triangulo que directamente sea un cono se lo llamara distinguido.

Los tridngulos en D(A) son la menor clase de uplas cerrada por isomorfismo que
contienen a los tridangulos distinguidos.
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3.
4.

Muestre que la suma directa de triangulos es triangulo.

Sea A es k-dlgebra, M € Chain(A), V' € Chain(k), definimos M ® V' con la estruc-

tura diferencial usual y la estructura de A-moédulo dada por M. Muestre que

e Si f: M — N es un morfismo de complejos, entonces

(MV)[-1] = M[-1]®V, Co(f®@ldy) = Co(f)®V, cyl(f@1dy) = cyl(f)®V,

10.

e SiX—Y —7Z— X[-1] es triang. en H(A) = XQV YRV — ZQV — X [-1|oV
también. Si k es cuerpo (o los V,, son k-playos) y se tenia un triang. en D(A)
= XV-o>YeV -2V — X[-1]eV también A en D(A).

e Si f ~p g son dos morfismos homotdpicos, entonces f ® Idy ~ g ® Idy
Muestre que si (X =Y % Z 5 X[-1]) es un tridngulo, sus trasladados
Y 5725 X[-1] =5 Y1) y (Z[1] 5 X 3Y 5 2)
también lo son. (el primer caso lo hicimos en clase, hacer el segundo)

Denotamos por la misma letra A al complejo de A-mdédulos concentrado en grado
cero con componente 0 igual a A. Muestre que Homya)(A, M[n]) = H,(M) (iso
de funtores).

Sea x € A un elemento central, cémo podria describir Homya)(A/(x), M[n])?

Sea € A un elemento central y C' := Co(A 5 A) (donde identificamos un
morfismo de A-moédulos con un morfismo de complejos concentrados en grado cero,

notar que el cono no esté concentrado en grado cero), describa lo més explicitamente
posible Homchain(a)(C, M) y Homya)(C, M).

.u:X = Yesunmorfismoy X %Y 5 Z % X[—1] es un tridngulo entonces Z

estd determinado por u : X — Z a menos de isomorfismo (no nico).

Consideremos la categorfa #(A) y consideramos D(A) la categoria con los mismos
objetos de H(A) (o sea, los objetos de Chain(A)) y definimos

Hom 4 (M, N) := Homya)(M,N)/ =

donde = es la relacién de equivalencia determinada por f = 0 si y sélo si existe un
complejo aciclico C' y una factorizacion

(y f=9g < f—g=0). Muestre que la proyeccién en el Hom define un funtor
natural H(A) — D(A), que D(A) es una categoria naturalmente triangulada (con
los tridngulos isomorfos a los que vienen de conos), que el funtor H(A) — D(A)
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manda tridngulos, que los g-isos van a parar a isomorfismos, y que D(A) = D(A).



